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NUMERYCZNE MODELOWANIE INTERAKCYJNEGO ZADANIA
BUDOWLA-PODLOZE

Streszczenie. W pracy podano analityczne sformutowanie procesu iteracyjnego
prowadzonego miedzy poduktadami budowla-podtoze. Dla podanego algorytmu
postepowania iteracyjnego przedstawiono jego fizyczna i inzynierska interpretacje.

NUMERICAL MODELLING OF THE INTERACTIVE TASK BUILDING-SUBSOIL

Summary. An analytical formulation of the iterative process is presented which is
conducted between subsystems building-subsoil. For the proposed algorithm of the iterative
procedure its physical and engineering interpretation is presented.

HHCJIEHHOE MOUEJIHPOBAHHE HHTEPAKTHBHOH 3AHAHH
COOPYHCEHHE -OCHOBAHHE

Pe3tOMe. B padoTe npencrraBlieHo aHajiHTMHectcoe pemetine HTepauHOHHoro npo-
uecca BeneHHoro Mexcny noacHCTeMaMH coopyaceHHe - ocHOBaHHe. Has npHBeaeHHoro
ajiropHTMa HTepauHH npeacxaBJieHO ero (jjHSH"ecKO-HHiKHHepcKyio HHTepnpeTauHK).

1. WSTEP

W pracy poszukiwane jest rzeczywiste rozwigzanie zadania kontaktowego budowla-
podtoze poprzez postepowanie iteracyjne. Rozwigzania globalne catego ukfadu (B)-(P),
pojawiajgce sie wspotczesnie dzieki zastosowaniu Metody Elementow Skorczonych (MES),
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sg ciggle rzadkie i dotyczg gtéwnie przypadkdw projektowania, szczegdlnie odpowiedzialnych
budowli. Poszukiwanie zatem mozliwie uniwersalnego algorytmu postepowania iteracyjnego,
dajacego réownoczes$nie mozliwo$é opisu poduktadéw (B) i (P) modelami o wiasciwosciach
dostosowanych do potrzeb analizowanego zadanig wydaje sie podejsciem racjonalnym.
Praktycznie iteracyjne "zeszycie" poduktadéw o znaczaco réznych sztywnos$ciach jestjednak
bardzo trudne. Na btedy natury numerycznej naktadajg sie bowiem btedy wynikajace ze
wstepnej, czesto nieprawidtowe]j redystrybucji wielko$ci wewnetrznych - sit w budynku (B) i
przemieszczen w podiozu (P). W zwigzku z tym podjeto probe sformutowania procesu
iteracyjnego analitycznie. Wychodzac od sformutowania zadania globalnego poprzez
odpowiednie przeksztatcenie réwnan i wykorzystanie sformutowan zadan samodzielnych dla
poduktadéw (B) - (P), uzyskano algorytm postepowania iteracyjnego, dochodzac zdaniem
autorow do implikacji fizycznych postawionego zadania.

2. ANALITYCZNY ZAPIS PROCESU ITERACYJINEGO

Postepowanie sformutowano dla postawionego nastepujgco zadania:

- w przypadku nieliniowosci fizycznej uktadu (B)-{P) lub jednego z poduktadéw analiza

przeprowadzana bedzie metodg przyrostowa,

- poduktad (B) opisywany bedzie metodg SES [122,3], w ktérej wektor niewiadomych

zawiera przemieszczenia srodkéw elementdw dyskretnych modelu,

- poduktad (P) modelowany bedzie metodg MES.

Na rys.I pokazano schematycznie modele obu poduktadéw, przedstawiajac zadanie w
stanie 2D, co nie przeczy og6lnosci prowadzonych rozwazan. Definiujac przyrost wektora
obciazen uktadu sitami zewnetrznymi i masowymi w rozpatrywanym kroku przyrostowym
jako O, mozemy zapisa¢ uktad réwnan, niezaleznie od metody w postaci:

K&Z =0 1)
Przyjmujac, ze budowla oddziatuje na podtoze jedynie sitami pionowymi, dzielimy caty uktad
(BHP) na cztery strefy I-1IV (rys.l). Z fizycznej interpretacji réwnan (1) wynika. Ze- sity
wzajemnego oddziatywania na siebie poduktadow (B) i (P) wyrazajg sie poprzez roznice
pionowych przemieszczen (Srodkdéw elementow SES i weztow styku MES) dyskretnych
elementéw U i HI strefy. Dokonujac przegrupowania macierzy sztywnosci K oraz wektora
przemieszczen 5Z i obcigzen O, a nastepnie ich podziatu, tak aby w strefach Il i BJzawarte
byty jedynie réwnania opisujgce pionowe przemieszczenia elementéw strefy kontaktu (B)-(P),
oraz uwzgledniajagc pasmowga budowe macierzy sztywnosci, réwnanie (1) zapiszemy:
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B,, -8Z,+Bi2-SZj = A,
B2A bz, +B:2 SZ2+By -5Z3 —Aj
B2 ~SZ2+ Bjj -SZ3+ B24'SZ4 = Aj L
B4 BZj +B4w6Z4 —A4
gdzie wektory przyrostow przemieszczen i obcigzen majg postac:
Sz ={52f 5Z2 5Zj SZj }r, 3)
Q ={AT AR AB A# }T. (4)
Po wyeliminowaniu z réwnan (2) wektoréw SZ, i 5Z2 otrzymamy:
(B2—B2Bn Bnj-5Z2+B2A3 bZ3=Aj- B2Bn A, )

Bjj 5Z, +(B3 - Bj4B'-1IB4) bZj= A ,~B "A,
Rozpatrzmy teraz dwa zadania pomocnicze a ;ia ,.
Zadanie a ,

Dla poduktadu (B) (rys.lb) spoczywajacego na zastepczej (kontaktowej) warstwie
sprezystej i obcigzonego w strefie Il dodatkowo pionowym obcigzeniem Q* zapisano w

sposob analogiczny do zadania catego (2) ukiad réwnan, z ktdrego po wyeliminowaniu
wektora 5Z; otrzymuje sie dla strefy kontaktu:

(Cjj-Cj,Ci7"C,j)-5z; =(Aj-C 2C'-"A,) +Q\ (6)
Blok C,j mozna z kolei przedstawi¢ jako sume bloku macierzy sztywnos$ci opisujacej strefe
kontaktowg bez uwzglednienia wspotpracy budowli z podtozem - C22, i macierzy diagonalnej
CO- wptywu warstwy kontaktowej na budowle:

C22=C°22+CO. ' @
Zadanie a 2

Dla poduktadu (P) (rys.Ic) obciazonego dodatkowo w linii (powierzchni) kontaktu sitami
SK zapisano analogicznie jak porzednio przegrupowany uktad réwnan. Dokonujac
odpowiedniego podziatu na bloki i eleminujac wektor 5 Z*, otrzymamy:

(Djj - Dj4D§ nD4)-bZs =(Aj- D, 4mD £'A4)+Sk. (8)

Jezeli wzajemne oddziatywanie poduktadéw (B) i (P) w zadaniu petnym (2) ogranicza sie do
sit pionowych, to wowczas macierze B:: i B,} w réwnaniu (5) mozna przedstawi¢ w postaci:
B22 =C° +R0O, oraz B3=D3+R0; 9)

gdzie RO- jest macierzg diagonalng wyrazajagcg wzajemny wptyw na siebie poduktadéw (B) i

(P).
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Poréwnamy teraz zadanie (5) z zadaniami (6) i (8), uwzgledniajac zapisy (7) i (9), oraz
fakt, ze:

oraz B2 C2l, Bn —Cn, Bn =Cu, B44—D44, B8 —D43 BA D34

Uktad réwnan (5) otrzymujemy w postaci:

(Kb +R0)-8Z2=Ab +R0-8Z3

(10)
Kp 8Z3=AP-R 0 (bZ3-bZ2)
lub w postaci symetrycznej:
(10a)
gdzie: KB,KP,AB,Ar - sprowadzone macierze sztywnosci i wektory obcigzen budowli i
podtoza bez uwzglednienia wzajemnej wspotpracy:
(11)

Jezeli zachodzi identyczno$¢é macierzy RO z uktadu (10) z macierza COz réwnania (7) i gdy
odpowiednie skiadniki sum prawej strony (10) potraktujemy jako obciazenia dodatkowe,
Q' =R0 bz, wystepujace w (6) oraz SK=-R0-(523-623) w (8), to uktad (10) rozpada sie
na dwa niezalezne réwnania rownowazne postaciom réwnan (6) i (8) z zadan a ,ia ,,.

W podobny spos6b mozna rozdzieli¢ uktad (I0a). Zachodzi to, gdy przy identycznosci
macierzy RO i CO odpowiednie sktadniki sum prawej strony (I0a) potraktujemy jako
obciazenie dodatkowe Q' =R0 8Z3 wystepujace w (6) oraz obcigzenie SK = R0 OZ2w (8).
W przypadku analizy (I0a) obcigzenie w réwnaniu drugim odpowiadajgce poduktadowi (P)
wynika z wymuszenia deformacji linii kontaktu podukfadéw (B)-(P) przyrostem 572, a
zachodzi to za posrednictwem warstwy kontaktowej opisanej parametrem R,, (rys. 1d).

Z powyzszych spostrzezen wynika, ze mozna uzyskac drogg iteracyjng rozwigzanie catego
uktadu opisanego réwnaniami (10) lub (I0a) postugujac sie rownaniami (6) i (8), zapisanymi
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dla podukladéw (B) i (P). W obu przypadkach (10) i (I0a) przyjmujemy identyczne
postepowanie nazywane dalej schematami iteracyjnymi | i Il. W pierwszym kroku
przyjmujemy mianowicie warto$¢ poczatkowa 5Z {°] i rozpoczynamy proces iteracyjny od
réwnania (6). Po wyznaczeniu z (6) i-tego przyblizenia wektora SZj" przechodzimy do (8), z
ktérego wyznaczamy i-te przyblizenie wektora 5Z)". Przedstawione postepowanie iteracyjne
rézni sie w schematach 1 i Il jedynie interpretacjg fizyczng sposobu przekazywania
wzajemnego oddziatywania na siebie podukladéw (B) i (P). W schemacie | na poduklad (B)
przekazywane sg przemieszczenia podukfadu (P), a z poduktadu (B) na (P) przekazywane sg
sity kontaktowe. W schemacie Il w obydwie strony przekazywane sa przemieszczenia
opisujace stan deformacji linii kontaktu (B)-(P). Otrzymane taka drogag wektory 8Z2i 5Z,
okres$lajg jednoznacznie stan przemieszczenia i naprezenia w obu podukiadach, a sity
kontaktowe miedzy poduktadami sg réwne Sk = RO (bZ3-8Z,)J. Poniewaz przedstawiony
schematami | i Il proces iteracyjny odpowiada iteracji Seidlg z taka r6znica ze prowadzona
jest ona grupowo [4,5], a wystepujace w (6), (8), (10) i (I0a) macierze
~21n25C0,CIILD,,,Du,KB,Kr sa macierzami symetrycznymi o dodatnio okre$lonej
formie kwadratowej, warunki zbiezno$ci procesu beda spetnione przy wiasciwym, zaleznym
od sposobu przyjetej dyskretyzacji okresleniu macierzy R,,.

3. ANALIZA NUMERYCZNA ZADANIA

Poniewaz okreslenie macierzy RO w sposob analityczny lub numeryczny nie zawsze
bedzie dla rzeczywistego zadania mozliwe, dlatego ponizej przedstawiono analize
parametryczng pokazujgca “"wrazliwo$¢" przebiegu procesu iteracyjnego na dobér
(oszacowanie) macierzy R0O. Badania przeprowadzono na pewnym wyidealizowanym zadaniu
kontaktowym. Poduktad (B) jest opisany rownaniami ptaskiego stanu naprezenia (metoda
SES), poduktad (P) ptaskiego stanu odksztatcenia (metoda MES) przy zastosowaniu
réwnomiernej siatki kwadratowej dyskreryzujacej oba poduktady (rys. le). Przyjeto, ze oba
poduktady (B) i (P) oddziatuja na siebie jedynie sitami pionowymi SK Numeryczng analize
procesu iteracyjnego przeprowadzono wg schematéw | i n, przyjmujac, ze warstwa
kontaktowa w obu przypadkach jest okre$lona macierzg R6 = (3*R0, gdzie (- jest dowolng
liczba rzeczywista Do obliczen przyjeto 3e [0.05, 10], Doktadng posta¢ macierzy R,,
okreslono poprzez redukcje uktadu réwnan zadania petnego (2) do postaci (10), w sposob
opisany w pkL 2. Wybrane wyniki przeprowadzonej analizy, okre$lajace wptyw trafnego
doboru cech warstwy kontaktowej na rozwigzanie kornicowe i przebieg procesu iteracyjnego
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przedstawiono na rysunkach. Dla iteracji wg schematu Il na rys.2, dla schematu | na rys.3.
Na osi pionowej podano S$redni bigd procentowy rozwigzania w kolejnych krokach
iteracyjnych, w stosunku do rozwiazania doktadnego zadania petnego. Analizowano przy tym
oddzielnie btedy w ocenie przemieszczen podtoza Av F, budowli Av,, oraz sit kontaktowych
AV

Z analizy wykreséw wynika, ze proces iteracyjny prowadzony wg schematu Il (rys.2) jest

dla rozpatrywanego zadania bardzo szybko zbiezny, dla wszystkich rozpatrywanych
wielkosci (vB,v F,SK) . Proces ten wykazuje poza tym duzg tolerancje na btgd w ocenie cech

warstwy kontaktowej $ € [0.8, 2.5]. Przyktadowo, otrzymano przy @= 7 rozwigzanie
iteracyjne réznigce sie od rozwigzania doktadnego: w 2-gim kroku o mniej niz 40%, w 5-tym
kroku o mniej niz 10%, w 10-tym kroku o mniej niz 1%, a w 20-tym kroku o mniej niz
0,01%.

Przeanalizujmy teraz proces iteracyjny wg schematu I, ktéry zachowuje sie odmiennie
anizeli proces iteracyjny prowadzony wg Il. Jak wida¢ na rys.3, proces ten jest bardziej
wrazliwy na doktadne okreslenie cech warstwy kontaktowej $e[0.8, 1.1], a takze jest
znacznie wolniej zbiezny. Zbiezno$¢ ta jest rézna dla kazdej z poszukiwanych wielkosci
Vv,V F,SK. Przyktadowo, dla 3= 7 otrzymano doktadno$¢ odpowiednio dla vB,vF,SK po 2
kroku 1.1% , 6.5%, 12.4%, po 5-tym kroku 0.9%, 5.1%, 9.7%, po 10-tym kroku 0.6%,
3.4%, 6.5% oraz po 20-tym kroku iteracyjnym odpowiednio: 0.2%, 1.3%, 2.5%.

Omawiany proces iteracyjny | wykazuje jednak pewna interesujacg ceche. Jezeli w ocenie
wiasciwosci warstwy kontaktowej nie popetnimy wiekszego btedu (tzn. (ie [0.8, 1.1]), to
juz w drugim kroku iteracyjnym btad w stosunku do rozwigzania doktadnego nie przekracza
13%. Mozna wiec jako pierwsze przyblizenie dla iteracji prowadzonej wg schematu Il przyjac
rozwigzanie otrzymane np. po drugim kroku iteracji prowadzonej wg schematu I. Przebieg
skorygowanej w ten sposéb iteracji przeprowadzonej dla (=7 przedstawiono linig
przerywang na rys.2. Widzimy tu, ze juz poczawszy od 3 kroku iteracyjnego wielko$¢ btedu
rozwigzania nie przekracza 1% dla wszystkich trzech analizowanych wielkosci.

4. ZAKONCZENIE

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze przedstawione postepowanie iteracyjne (I i Il)
wskazuje na mozliwo$¢ otrzymania rozwigzania zbieznego w kazdym przypadku zadania
rzeczywistego, jezeli iteracja prowadzona bedzie na poduktadach poprzez odpowiednio
okreslong warstwe kontaktowa. Z przeprowadzonych dotychczas testéw pomocniczych dla
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analizowanego zadania wynika, ze przy zastosowaniu ,fizycznej” (rzeczywistej) roznicy
sztywnosci miedzy poduktadami (B)—P) i wprowadzeniu mozliwie regularnej siatki dyskretnej
w strefie kontaktu parametry ROmozliwe do okre$lenia analitycznie lub numerycznie zawieraja
sie w granicach optymalnego doboru warunkéw budowy macierzy Ro, zapewniajacej szybka

zbiezno$¢ procesu iteracyjnego.
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Abstract

There has been investigated a solution of contact structure-subsoil task by an iterative
approach. An analytical formulation of the process has been formulated under assumption that:
- the analysis has been led with progressive method,

- the subsystem (B) has been defined with SFE (StiffFinite Element),
- the subsystem (P) has been modeled with FEM.
For the derived algorithm of the iterative approach its physical and engineer interpretations

has been presented.



