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NUMERYCZNA ANALIZA ZACHOWANIA ZELBETOWEJ
STOPY FUNDAMENTOWE]J

Streszczenie. W pracy opisano wyniki numerycznych analiz stép fundamentowych
poddanych osiowemu obcigzeniu. Obliczenia wykonywano za pomocg programu
bazujacego na Metodzie Elementéw Skonczonych, z wykorzystaniem sprezysto-
plastycznego modelu gruntu i betonu.

NUMERICAL ANALYSIS OF REINFORCED CONCRETE
SPOT FOOTING

Summary. Numerical tests of concrete spot footing under axial vertical loads are
presented. Calculation was undertaken on basis of Finite Elements Method. Elasto-plastic
properties of ground and concrete were taken into consideration.

NUMERISCHE ANALYSE DER BEHWEHRENDEN BETON
FUBRFUNDAMENT

Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit sind Ergebnisse der numerischen
Analysen der FuRfundamenten unterworfen der axialen Belastung, vorgestellt. Die
Berechnungen werden mit einen Computer Programm basieren auf der Finite-Elementen-
Methode verwerten den elastisch-plastisch Modell fiir Grund und Beton, ausgefuhrt.
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1. WPROWADZENIE

Powszechne w codziennej praktyce projektowej stosowanie uproszczonych modeli
obliczeniowych mozna uzna¢ za celowe i usprawiedliwione, jezeli przyjety model nie
odbiega nadmiernie od reprezentowanej rzeczywistosci. Ztozono$¢ zagadnien wspotpracy
fundamentéw z podtozem gruntowym zacheca do przyjmowania uproszczonego ich opisu.
Zdazajg sie niestety uproszczenia idgce tak daleko, ze powstajg watpliwosci, czy przyjety
model nie znieksztatca rzeczywistego przebiegu analizowanych zjawisk. Jednym z takich
zagadnien, w ktérych wyjgtkowa koncentracja zalozeh upraszczajgcych budzi takie
watpliwosci, jest projektowanie stép fundamentowych. Zatozenie o nieskonczonej
sztywnos$ci tego typu fundamentéw mozna uzna¢ za dopuszczalne. Przyjmowany do
obliczen nierealistyczny, liniowo sprezysty model podioza Winklera na pewno daleko
odbiega od rzeczywisto$ci, mozna jednak dyskutowaé, czy w odniesieniu do fundamentéw
stopowych stosowanie takiego modelu prowadzi do istotnych btedéw w ocenie sit
wewnetrznych w fundamencie i podtozu. Z calg pewnos$cig natomiast niektére metody
obliczania zbrojenia stép fundamentowych mozna uzna¢ za rozwigzania kuriozalne. Mamy
tu na mysli tzw. metody wspornikdw trapezowych i prostokatnych, w ktérych przestrzenng
bryte fundamentu o wysokosci poréwnywalnej z jej wymiarami w rzucie sprowadza sie do
pretowego schematu statycznego (wspornik zamocowany w przekroju $rodkowym).
Trzecia ze stosowanych metod, metoda Lebella, podejmuje wprawdzie prébe uproszczonej
analizy ustroju przestrzennego, jednakze zatozenia o braku tarcia w plaszczyznie styku
fundamentu z podtozem oraz o ezerowej wytrzymatosci na rozcigganie poteznego masywu
betonowego budzg watpliwoséci odnosnie do prawidtowosci wyznaczonych tg metoda sit
przekazywanych na zbrojenie.

Te watpliwosci staty sie przyczyng podjecia doktadniejszej analizy zachowania prostej,
osiowo obcigzonej stopy zelbetowej wspo6tpracujacej z podtozem gruntowym. Wyniki tej

analizy sg przedmiotem niniejszej pracy.

2. OPIS BADAN NUMERYCZNYCH

Badaniom numerycznym poddano stozkowa stope fundamentowg poddang osiowemu
dziataniu pionowej sity przylozonej do jej gérnej powierzchni. W analizie numerycznej
wykorzystano programy obliczeniowe MES systemu MAFEM oraz indywidualnie opra-
cowane programy do generacji modelu numerycznego ukfadu stopa-podtoze i programy do
graficznej prezentacji wynikéw obliczen. Przygotowany do analizy ustréj przedstawiony

zostat na rysunku 1
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Ze wzgledu na symetrie analizowanej konstrukcji, zatozone jednolite podtoze grun-
towe oraz symetrie obcigzenia rozpatrywano 1/4 cze$¢ stopy fundamentowej wraz z przyle-
gajacg brytg gruntu. W weztach znajdujacych sie na ptaszczyznach symetrii zatozono pod-
pory uniemozliwiajagce przemieszczanie si¢ w kierunku prostopadtym do tych plaszczyzn.
Dodatkowo uniemozliwiono przemieszczenia poziome weztéw znajdujgcych sie na
zewnetrznym obrysie bryty podioza. Cata struktura podioze-stopa fundamentowa zamode-
lowana zostata za pomoca elementdw prostopadtosciennych. W obliczeniach przyjeto statg

wytrzymato$¢ betonu odpowiadajgca klasie B20.

Rys. 1. Podziat analizowanego uktadu na wezty i elementy MES

Fig. 1. FEM grid ofnodes and elements of analysed system

Zbrojenie stopy fundamentowej zamodelowano poprzez zdefiniowanie elementéw
pretowych w ich rzeczywistym potozeniu, to znaczy w odlegtosci 5 cm od podstawy fun-
damentu. Elementy pretowe przebiegajg w dwoéch prostopadtych kierunkach x iy, a ich
potozenie wyznaczone jest przez wezly siatki elementéw skofAczonych. Ilo$¢ zbrojenia w
poszczeg6lnych pasmach wynikata z przyjetego, nieréwnomiernego jego rozktadu na sze-
rokosci stopy (zageszczenie zbrojenia w czesci $Srodkowej stopy). Zbrojenie charak-

teryzowato sie nastepujgcymi parametrami: granica plastycznosci Qr=250MPa, wytrzy-
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matoscig IL, =380 MPa, modutem sprezysto$ci Ea =210x103 MPa oraz granicznym od-
ksztatceniem er=0.01.

Obcigzenie przyktadano do gérnej powierzchni stopy fundamentowej w postaci sit w
weztach siatki lezgcych na niej, proporcjonalnie do wielkosci elementéw przylegajacych do
tych weztéw. Catkowite obcigzenie na gérnej powierzchni stopy wynosito 1500 kN i
podzielone byto na 20 réwnych przyrostéw w kolejnych krokach.

ZMIENNA WYSOKOSC STOPY FUNDAMENTOWEJ
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Rys.2. Zestawienie analizowanych przypadkdéw stép fundamentowych

Fig.2. List of analysed samples of spot foundations
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W celu zasymulowania zjawisk zachodzgcych pomiedzy podstawg stopy fundamen-
towej a podtozem gruntowym wprowadzono elementy kontaktowe. Dzieki temu zabiegowi
mozliwe bylo ograniczone przemieszczanie sie punktéw weztowych potozonych w dolnej
czesci stopy wzgledem weztéw na gérnej powierzchni gruntu. Pozwolito to uwzgledni¢
ewentualny poslizg w ptaszczyznie styku fundamentu z gruntem. Poprzez odpowiedni
dob6r parametréw fizycznych i geometrycznych elementéw kontaktowych zmieniana byta
wielko$¢ sit tarcia.

Podczas obliczen numerycznych wariantowane byty nastepujace wielkosci:
e wysoko$¢ stopy fundamentowej H,
e wymiary bokéw podstawy stopy fundamentowej Bx i By,
e warto$¢ sit tarcia w plaszczyznie styku fundamentu z podtozem,
¢ rodzaj gruntu.
Zestawienie analizowanych przyktadéw przedstawione zostato na rysunku 2.

W opisanej analizie postuzono sie programami Metody Elementéw Skornczonych
bazujagcych na modelach materiatowych betonu i gruntu opisanych w nastepnych
rozdziatach. W obliczeniach wziete zostaty pod uwage sprezysto-plastyczne wiasnosci tych
dwoch materiatbw. Uwzglednione to zostato w iteracyjno-przyrostowym algorytmie MES,
gdzie obcigzenie przyktadane byto krokowo, az do osiggniecia zniszczenia. W kazdym z
krokéw w sposéb iteracyjny dokonywano rozktadu niezréwnowazonych sit weztowych
wynikajacych z powstajagcych w tym kroku odksztatcen plastycznych.

3. MODELE MATERIALOWE

Do opisu zachowania zaréwno betonu, jak i gruntu zastosowano sprezysto-plastyczny
model materiatowy z ostabieniem izotropowym [2,3,4,5], Powierzchnia plastycznosci
modelu jest reprezentowana w przestrzeni naprezeA przez ciagta i gtadka powierzchnie
obrotowg ztozong ze stozka Druckera-Pragera, przechodzacego w nasadke kulistg w strefie
naprezen rozciggajagcych i zamknietego nasadka elipsoidalng w strefie duzych naprezen
Sciskajacych. Obydwie nasadki sg styczne do powierzchni stozkowej. Dla obydwu tych
materiatbw zastosowano tak samo uksztattowany model. Réznice polegaty jedynie na
réznych warto$ciach parametréw opisujacych poszczeg6lne fragmenty tych powierzchni.
Dla kompletnosci opisu przedstawimy tu podstawowe réwnania modelu, ktérych bardziej
szczeg6towy opis mozna znalezé w pracach [2,3,4,5], Stozkowa cze$¢ powierzchni
plastycznos$ci opisuje réwnanie:

F, = CT+(3acrm-")-Y (ti=0) 1)
w ktérym amjest pierwszym niezmiennikiem stanu naprezenia, cr pierwiastkiem kwadra-

towym z drugiego niezmiennika dewiatora stanu naprezenia, Y(*r) funkcja okreslajaca

przebieg wzmocnienia lub ostabienia materiatu. Wspdtczynniki a ip sg dane wzorami:
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a) dla betonu:

(2)

b) dla gruntu:
2sin(0) L 6sin(0)
(©))

We wzorach tych fc i /, sa parametrami zaleznymi od wytrzymatosci betonu
okre$lanymi w prébach jednoosiowego $ciskania i rozciggania, O oznacza kat tarcia
wewnetrznego, a ¢ wspotczynnik kohezji gruntu. Nasadki kulista i elipsoidalna, zamykajace
powierzchnie plastyczno$ci, zostaly zdefiniowane tak, ze sg one styczne do powierzchni
stozkowej, €O upraszcza proces numerycznego jterowania. Wzory opisujgce obydwie
powierzchnie mozna znalez¢é w pracach [2,3,4,5],

W stadium sprezystym dla betonu przyjeto nieliniowe zwigzki konstytutywne
wynikajace z aproksymacji zaleznosci a - e uzyskanej z jednoosiowego $ciskania za
pomocg réwnania hiperboli. Macierz sprezystoéci w przyrostowym réwnaniu
konstytutywnym wyrazono przez staty modut $cisliwosci K i modut $cinania G zalezny od
poziomu obcigzenia.

Prawo ostabienia przyjeto w postaci:

F(k) = CA+ (I —C4)(I + CX) £*H—C) (4)

W obliczeniach przyjmowano dla betonu C2= 1000 i C4= 0.05 bardziej na podstawie
doswiadczen z prowadzonych wcze$niej testbw numerycznych niz na podstawie badan
laboratoryjnych.

Dla stosowanej do zbrojenia stopy fundamentowej stali zbrojeniowej zastosowano

sprezysto-idealnie-plastyczny model materiatowy.

4, WYNIKI OBLICZEN

Badania numeryczne poprzedzone zostaty prostymi obliczeniami za pomocg trzech
metod wymiarowania stop zelbetowych. Obliczono zbrojenie nastepujacymi sposobami:
* metodg Lebella,

* metodg wspornikéw trapezowych,
* metodg wspornikéw prostokatnych.

Obliczenia przeprowadzone byty dla trapezowej stopy fundamentowej o podstawie
kwadratowej o boku 200 cm i wysoko$ci 70 cm poddanej dziataniu sity osiowej o wartosci
IOOOKN. Ostatecznie dla poszczegdlnych metod otrzymano nastepujace pola powierzchni
zbrojenia przypadajacego na 1 m szerokosci stopy:

» dla metody Lebella FA67S+10-4m2/m,
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e dla metody wspornikéw trapezowych Fa= 3,98* 10-4 m2/ m,
¢ dla metody wspornikéw prostokatnych Fa=5,47* 10" m2/ m.

Juz ten przyktad wskazuje, jak duze zréznicowanie rezultatow wystepuje przy tak
podstawowym zagadnieniu jak obliczenie stopy na osiowe dziatanie pionowego obcigzenia.
| wiasnie wystepujace znaczne rozbieznosci otrzymanych wynikéw sktonity autoréw do
podjecia tych rozwazan.

Otrzymane w wyniku obliczen metodg Lebella pole powierzchni zbrojenia
zastosowano nastepnie w analizach numerycznych. Nastepnie zbrojenie to roztozono
nieréwnomiernie (25%, 15%, 7%, 3% na poszczeg6lnych odcinkach o szerokosci 1/8
catkowitej szerokos$ci podstawy liczac od osi symetrii). Takie samo zbrojenie byto
stosowane dla wszystkich rozpatrywanych przypadkdéw stdp, niezaleznie od ich wielkosci.

Przeprowadzajac obliczenia Metodg Elementéw Skonczonych, zauwazono kilka
faktow, ktére znacznie odbiegajg od zalozen powyzej wspomnianych metod. Wyniki
obliczeA numerycznych zawierajg petng informacje na temat obrazu deformacji oraz stanu
naprezenia i odksztatcenia we wszystkich elementach analizowanego uktadu w kolejnych
krokach odpowiadajacych wzrostowi pionowej sity. Pozwala to okre$li¢ stopien wytezenia
materiatu dla réznych pozioméw obcigzenia. Dla wiekszej przejrzystosci starano sie w
ramach badan réznicowaé tylko jeden parametr w poréwnywanych ze sobg elementach
prébnych.

Analiza Metodg Elementéw Skoniczonych wykazata, ze nawet przy osiowym
pionowym obciazeniu rozktad naprezen crz pod stopg posadowiong na jednolitym gruncie
jest dosy¢ znacznie zréznicowany. Przyktadowy rozktad naprezen oz pod stopag

zaprezentowany zostat na rysunku 3.

Rys.3. Typowy rozktad naprezen az pod podstawa stopy

Fig.3. Typical distribution of stresses azbelow the bottom of spot footing
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Wzrost zréznicowania naprezeh oz postepowat wraz ze zwiekszajacg sie wartoscig
obcigzenia. Potwierdza to watpliwo$¢ dotyczaca zatozenia rwnomiernego odporu gruntu,
niezaleznie od poziomu naprezeA w gruncie.

Otrzymany jako wynik obliczen obraz przemieszczen weztéw siatki elementéow
skonczonych odpowiada zatozonej postaci odksztatcenia w metodach wspornikéw.
Oczywistg rzeczg jest fakt, ze odksztalcenia gruntu sa nieporéwnywalnie wieksze od
deformacji bloku betonowego. Niemniej jednak masywna konstrukcja stopy fundamentowej
nie jest wolna od deformacji. Przykladowy obraz odksztatcenia stopy fundamentowej

otrzymany w wyniku analizy komputerowej zaprezentowano na rysunku 4.

Rys.4. Odksztatcenie stopy fundamentowej pod wptywem pionowej sity skupionej

Fig.4. Deformation of spot footing under the axial vertical concentrated force

Dosy¢ ciekawe wnioski nasuwa obserwacja naprezeA w betonie i zbrojeniu. Na
poziomie 13 kroku obcigzenig, co odpowiada sile P=975 kN (a wiec sile w przyblizeniu
rébwnej tej, dla ktérej zbrojenie zostato zaprojektowane), wytezenie zbrojenia jest jeszcze
bardzo niewielkie. Wynika to przede wszystkim z faktu znacznego udziatu betonu w
przenoszeniu sit rozciggajagcych. Dodatkowo sity tarcia na styku grunt-fundament
powodujg, ze beton i zbrojenie nie moga odksztatca¢ sie swobodnie, tak jak jest to
zaktadane w metodach wymiarowania. Dzieki wystepujagcym sitom poziomym odporu
gruntu, zmniejszajacym deformacje stopy, zwieksza sie nosno$¢ wspdipracujacego uktadu
fundament-grunt. W tablicy 1 zaprezentowano niektére otrzymane wyniki. Dla kilku
przeanalizowanych przypadkéw zamieszczone zostaty warto$ci naprezen w zbrojeniu w
przekroju pokrywajacym sie z plaszczyzng YZ (ptaszczyzna symetrii). Obok naprezen
przedstawiono wypadkowe sily rozciggajace przenoszone przez stal i beton. Wartosci te
zostaty zaprezentowane dla dwéch pozioméw obcigzenia:

. 13 kroku obcigzenia, czyli 975 kN,
. dla najmniejszego obcigzenia, ktére dla danego przypadku wywotato uplastycznienie

stali.
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Tablica 1
Naprezenia oraz sity rozciggajace przenoszone przez zbrojenie i beton
H [cm] 70 80 60 70 70 70 70
Bx = By[cm] 200 200 200 180 220 200 200
tarcie* + + + + + - +
grunt2 SP-PL  SP-PL  SP-PL SP-PL SP-PL SP-PL Sp

OBCIAZENIE 975 kN
aa- w stali 53,5 31,5 125,2 46,1 62,8 63,5 40,7
47,4-60,2 26,8-33,5 98,6-169,2 42,0-50,8 54,8-72,5 54,4-78,2 30.842,3

[MPa]
Za[kN] 32.9 194 77,2 28,4 38,6 39,1 51
Zb [kN] 208.8 260,6 308,0 253,9 345,0 316,2 2703
Ppil [KN] 1275 1500 1050 1350 1050 1200 1425

OBCIAZENIE P
oa- w stali 175,1 171,9 1751 1915 161,7 164,7 187,9
132.8-250,0 128,3-250,0 129,5-250,0 143.8-250,0 121,9-250,0 123,4-250,0 1554-250,0

[MPa]
Za[kN] 107,9 105,9 107,9 117,9 99,6 101,5 1157
Zb [kN] 283,1 304,2 268,3 212,0 353,8 308,0 2477

"1 - tarcie pomiedzy stopa, a podtozem: [(+) - uwzglednione; (-) - zredukowane do 0],

*2 - rodzaj gruntu: [(SP-PL) - o cechach sprezysto-plastycznych; (SP) - grunt o cechach
sprezystych o niewielkiej podatnosci],

*Ppl - sita wywotujgca uplastycznienie zbrojenia,

*Za- wypadkowa sita rozciggajaca w zbrojeniu,

*Zb- wypadkowa sita rozciggajagca w betonie.

Obserwujac wyniki w tablicy 1, mozna tatwo zauwazyé¢, jak znaczne sity rozciggajace

przenoszone sg przez beton.

L Az
SKALA NAPREZEN P=600 kN

— 0,0-0,4 MPa
— 0,4-0,8 MPa
— 0,8-1,2 MPa
— 1,2-1,6 MPo
y

P=1050 kN P=1350 kN

y

iiiiiiiiiiriiriu y o

Rys.5. Rozktady naprezen rozciggajacych crx w ptaszczyznie symetrii YZ

Fig.5. Distribution oftensile stresses ¢ x in symmetry plane YZ
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Warto$¢ wypadkowa sit w betonie nie maleje nawet po osiggnieciu przez stal granicy
plastyczno$ci, czemu towarzyszy zarysowanie w strefie rozciaganej betonu. Jednakze spada
zdolno$¢ do przenoszenia przez beton momentu zginajgcego w stopie ze wzgledu na fakt
oddalania sie wypadkowej od krawedzi podstawy.

Spadek naprezen rozciggajacych w dolnej czesci stopy mozna tatwo zaobserwowac na
rysunku 5 przedstawiajgcym rozktady ox dla réznych pozioméw obcigzenia dla stopy

fundamentowej o wysokos$ci 70 cm i wymiarach podstawy 200x200 cm.

5. WNIOSKI

W wyniku przeprowadzonych obliczen w petni potwierdzone zostaty zastrzezenia do
stosowanych dotychczas metod wymiarowania fundamentéw. Nalezy skromnie stwierdzi¢,
ze niniejsze opracowanie dotyka jedynie obrzezy tych ztozonych zagadnien rozgrywajgcych
sie na styku konstrukcja-podtoze Miato ono jedynie wskazaé, jak odlegte od rzeczywistosci
sg stosowane aktualnie algorytmy postepowania. Nie byto naszym zamiarem sformutowanie
ogblnych zaleznosci, ktére mialyby stanowi¢ modyfikacje dotychczas uzywanych
schematéw postepowania. Uwzglednienie plastycznych cech materiatdbw (a przez to
nieliniowych rozktadéw naprezenia) oraz przestrzennej pracy zelbetowej stopy w analizach
numerycznych prowadzi do uzyskania znaczne nizszych naprezen w zbrojeniu w
poréwnaniu z klasycznymi metodami. Roéwnocze$nie ujawnia sie nieliniowy charakter
deformacji i naprezen na gérnej powierzchni gruntu wynikajacy z nieliniowej sprezystosci i
plastycznosci os$rodka gruntowego. Dodatkowo w analizie uktadu fundament-grunt
uwzgledniono niebagatelny wptyw przenoszenia cze$ci naprezen rozciggajacych przez
masywng konstrukcje betonowa. Wyptywa stad wniosek, ze nalezy poszukiwaé¢ metod,
ktére probujag doktadniej opisywaé zachodzgce zjawiska. Nie mozna réwnocze$nie
proponowaé sposobéw wymiarowania zbrojenia, ktére prowadzg do wynikéw réznigcych
sie 0 50%. Nalezy sie spodziewaé, ze w bardziej ztozonych przypadkach, takich jak
mimosrodowo obcigzone stopy posadowione na gruncie o zréznicowanych wiasnosciach,
rozbiezno$ci pomiedzy rzeczywisto$cig a metodami wspornikéw bedajeszcze wieksze.

Jeszcze niedawno propozycje zmiany algorytmu postepowania na bardziej ztozony
mogty budzié¢ sprzeciw. Dzisiaj, gdy na prawie kazdym biurku stoi komputer, nalezy dazy¢
do stworzenia programéw analizujgcych opisane powyzej zagadnienia w sposéb bardziej
realistyczny. Tego typu postepowanie, oprdcz znacznie blizszych prawdzie wynikéw
dotyczacych samego fundamentu, moze dostarcza¢ wielu istotnych dla projektanta
wielko$ci potrzebnych do poprawnego obliczenia konstrukcji naziemnej. Do takich
wielko$ci zaliczy¢ mozna m in. stopien utwierdzenia stupa w stopie fundamentowej,

wptywajacy w decydujacy sposob na wartosci momentéw zginajacych w konstrukcji.
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Abstract

In this paper, problems concerning on calculating of spot footing have described
Before we start with numerical calculation, we have solved this kind of foundation using
analytical methods. The cross-section area of reinforcement in the lower part of foundation
was calculated. It is show how big difference appears for such a simple problem as axially
loaded spot footing on homogeneous ground Difference between "trapezoidal cantilever"
and "rectangular cantilever” method reached 50 %. It can't to be neglected that way of
determining of reinforcement recommended by popular literature are so divergent.
Therefore numerical calculations, based on FEM have undertaken. Elasto-plastic properties
of materials were taken into account during the numerical analysis. We use special pre-
processor to generate 3D model of spot footing on the soil, then we solve such an example

using our own program. Results getting from FEM analysis looks differently, than these
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obtain from analytical methods. On figures in the text, distribution of vertical stresses under
then bottom of foundation was presented. These stresses are strongly unequal, otherwise
thaln in analytical method, where it is assumed that there are equal. Various examples of
axially loaded spot footings were analysed. For the same vertical load we varied geometrical
dimensions (height, width), properties of ground (elasto-plastic, strongly elastic), friction
between foundation and ground (average friction, no friction). Results of these
investigations were presented in table no.l (chapter: Results). It is absolutely clear how
considerably influence have interaction foundation-ground and tensile stresses taken by a
concrete. General conclusion of this researches is that there is necessity to create new way
of calculation of foundations, which in much more realistic way will describe behaviour of

this structure.



