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0 PEWNYM PROBLEMIE SZEREGOWANIA MASZYN I WOZKOW 
W ELASTYCZNYM SYSTEMIE PRODUKCYJNYM

Streszczenie. W pracy zaproponowano nowy model szeregowania 
uwzględniający specyfikę elastycznych systemów produkcyjnych.
W szczególności ujęto w nim łącznie problem szeregowania detali na 
maszynach oraz starowania ruchem wózków dostarczających detale do 
odpowiednich stanowisk produkcyjnych. Podano wielomianowy algorytm 
konstrukcji dopuszczalnego uszeregowania pojazdów przy założeniu 
znajomości uszeregowania detali na maszynach, a następnie zapropo
nowano pseudowielooianowy algorytm, oparty na metodzie programowa
nia dynamicznego, znajdujący uszeregowanie o minimalnej długości 
na maszynach i odpowiadające mu dopuszczalne uszeregowanie wózków.

1. Sformułowanie problemu

W ogólnej problematyce projektowania i sterowania elastycznych syste
mów produkcyjnych problemy szeregowania są wyodrębniane jako jedne 
z najważniejszych [20] . Ich rola była wielokrotnie podkreślana,m.in. 
w licznych pozycjach monograficznych, np. [14,15,17,18,22,23] . Jednak 
jak podkreślono w [1 3 ] , prawie wszystkie prace poświęcone tym proble
mom traktują odrębnie szeregowanie detali na maszynach (por. [l,5,6,8,9, 
19,21] ) i szeregowanie wózków (por. [2 4,25] )• Jako jeden z wyjątków 
można wymienić pracę [16] , gdzie, choć nie explicite, lecz przez 
uwzględnienie ograniczenia liczby palet, są wzięte pod uwagę również 
wózki.

W tej pracy rozpatrzymy łącznie i bezpośrednio oba problemy szerego
wania w pewnym elastycznym systemie produkującym części (detale) dla he
likopterów [3] , przedstawionym schematycznie na rys,1. Materiał, z któ
rego wytwarzane są detale, jest składowany w zautomatyzowanym magazynie
(1), skąd jest pobierany i ładowany na paletę i wózek na stanowisku (2), 
a następnie transportowany przez wózek (7) do określonej maszyny (6), 
gdzie jest automatycznie wyładowywany w miejscu (8). Każda maszyna 
(czyli obrabiarka sterowana komputerowo) w systemie może wykonać każdą 
operację obróbczą. Ta uniwersalność jest osiągana dzięki zapewnieniu 
odpowiednio duże(} liczby narzędzi i uchwytów mocujących. W swym magazy
nie narzędzi (4), ładowanym automatycznie z centralnego magazynu (3), 
każda maszyna może mieć do 120 narzędzi, które są automatycznie zmie-
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Rys.1, Schemat działania elastycznego systemu produkcyjnego 
Fi£* '. Schematic diagram of a FMS system

niane przez roboty (5) . i-ożna przy tym założyć, że nie występuje współ- 
uoieganie się maszyn o narzędzia, gdyż w (5) istnieje ich. do 2000 (od
powiednio zwielokrotnionych), pocczas gdy w aktualnym stanie rozwoju 
systemu liczba maszyn wynosi ś-. Fo wykonaniu danego detalu zamienia się 
on pozycją z oczekującą na obróbkę Jednostką materiału, po czym jest 
transportowany dc sekcji kontroli (9), a po przejściu przez nią - do ma
gazynu (10. .
Aspomuiolismy już o uniwersalności systemu, uzyskiwanej dzięki dużej 
liczbie narzędzi i pojemnym magazynom. Należy podkreślić, że jest to 
jedna z cech współczesnych elastycznych systemów produkcyjnych, w któ
rych liczba typów maszyn wynosi co najwyżej dwa, a często jeden, ś tym 
ostatnim wypadku memy do czynienia z identycznymi, równoległymi maszyna
mi. Jeśli założymy jeszcze, że kontrola odbywa się zgodnie z algorytmem 
FIFO, to otrzymujemy następujący problem szeregowania, sformalizowany 
zgoanle z powszechnie przyjętymi oznaczeniami (por. [ 2 ) l
Dany jest zbiór niezależnych detali (zadań) Tą.T^,...,Tn, ' * “0 * 3 Ea kJ6 
wykonany na identycznych, równoległych maszynach P-| jPg,... ,Pm. Zadania 
są niepodzielne, a ich czasy wykonywania wynoszą odpowiednio pit j=1,2,.tJ..,n, z włączeniem czasów przezbrojenia związanych ze zmianą uchwytów 
mocującycn.
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*' systemie znajduje się k wózków V., , V2,..., Vk, dostarczających materiał 
z magazynu do poszczególnych maszyn. Czas dostarczenia materiału do ma
szyny Pj, wynosi Tj , i=1,2,...,m, przy czyra obejmuje on czas załadunku 
i czas rozładunku, z których każdy jest równy a. W każdym cyklu wózek 
zabiera dokładnie jedną jednostkę materiału, a po jej obróbce zabiera 
paletę z gotowym detalem (być może z innej maszyny), dostarcza detal do 
sekcji kontroli i zwraca paletę do magazynu (1). Czas obiegu wynosi A, 
łącznie z dwoma czasami załadowania i dwoma czasami rozładowania. ńatwo 
zauważyć, że najefektywniejsze (w sensie przepustowości) wykorzystanie 
wózków jest osiągane przy ich cyklicznej pracy z czasem cyklu równym A. 
Dla uniknięcia grupowania się wózków załóżmy, że ich czasy startu w 
punkcie (1) są opóźnione o wartość a.
Problem optymalizacyjny polega nc wyznaczeniu uszeregowania maszyn (lub 
inaczej detali na maszynach) i wózków, zapewniającego wykonanie wszyst
kich detali (przy nałożonych ograniczeniach) w minimalnym czasie. Łatwo 
zauważyć, że problem ten jest NP-trudny, ponieważ NP-trudny jest już sam 
problem szeregowania niepodzielnych zadań aa dwóch maszynach [7] . Dla
tego w następnym rozdziale rozpatrzymy problem uproszczony, w którym 
założymy, że przydział detali do maszyn jest zadany.

2. Szeregowanie pojazdów dla ustalonego uszeregowania maszyn

W tym rozdziale rozpatrzymy problem konstrukcji dopuszczalnego uszere
gowania wózków, zwanego dalej uszeregowaniem transportowym, dla określo-
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Rys.2. Przykładowe uszeregowanie produkcyjne 
Fig'.2. An example production schedule

nego uprzednio uszeregowania detali na maszynach, zwanego uszeregowaniem 
produkcw.iaym. W tym celu załóżmy, że istnieje optymalna (niepodzielne) 
uszeregowanie produkcyjne (przykład przedstawiono na rys.2.).
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Wymusza ono pewne linie krytyczne d^, określające najpóźniejszy momentUdostarczenia materiału wymaganego dla wyprodukowania detalu Tj do oaszy-Jny P. • Poniżej podamy warunek konieczny i dostateczny istnienia dopusz
czalnego uszeregowania transportowego, a następnie algorytm konstruujący 
takie uszeregowanie [3] ..Czasy transportu dowolnego materiału z magazy
nu do maszyny wynoszą odpowiednio T^, i=1,2,...,m. Pytając o możli
wość dostarczenia materiału do żądanych maszyn, możemy bez straty ogól
ności założyć, że w chwili t=0 znajdują się już na stanowiskach obrób- 
czych Pi, i=1 ,2 ,..,,m detale, które w uszeregowaniu będą wykonywane jsko 
pierwsze.

Można wykazać, że w ogólności najlepsze wykorzystanie wózkóir zapewni 
uszeregowanie cykliczne (por.rys.3 •)» w którym wózki w stałych momentach.

Rys.3. Przykładowe uszeregowanie transportowe 
F i g . 2. A n example vehicle schedule

pobierają detale z magazynu i dostarczają w odpowiednim czasie do okreś
lonych maszyn. Ponieważ czasy transportu są dowolne, to problem określe
nia uszeregowania dopuszczalnego (przed liniami krytycznymi) byłby w o- 
gólności N?-zupełny dla m pojazdów. Korzystając jednak z właściwości 
cykliczności uszeregowaniajproblem ten można rozwiązać w czasie wielo
mianowym. Mianowicie definiując dla każdego detalu Ij, j=1,2,..,,n, 
najpóźniejszy termin pobrania go z magazynu jako

S Ó: = dj “ Ti’
można dla uporządkowanego ciągu tych terminów s^ć + 1, j= 1,2,...,n-1  
podać warunek konieczny i dostateczny istnienia dopuszczalności uszere
gowania transportowego. Otóż uszeregowanie takie dla k wózków istnieje 
wtedy i tylko wtedy, gdy

si Ą \ ^  - 1] a + - ( [ i i - 1) k - 1] a-
dla każdego j, j=1 ,2 ,...,n.



O pewnym problemie szeregowania. 39

Można je wówczas wyznaczyć stosując poniższy algorytm.

Algorytm 1

1. t: =0, r: = 0.
2. W chwili t, gdy dostępny staje się następny wózek, rozpatrz nie dos

tarczone jeszcze detale i oblicz ich czasy oczekiwania

Jeśli wszystkie lj są nieujemne, przejdź do punktu 3, w przeciwnym 
razie nie istnieje wykonalne uszeregowanie transportowe.

3. Wybierz detal o minimalnej wartości lj i załaduj go na wózek.
Podstaw r: = r -t- 1. Jeśli rśk - 1, to t: = t + a, w przeciwnym razie 
t : = t - ( k - 1 ) a + A  oraz r: = O.
Jeśli są jeszcze jakieś nie dostarczone detale, to wróć do punktu 2, 
w przeciwnym razie zakończ algorytm.

Zauważmy, że najbardziej złożoną operacją Algorytmu 1 jest sortowanie 
detali zgodnie z rosnącymi wartościami czasów oczekiwania. Złożoność 
tego algorytmu jest zatem 0( n logn).

Następujący przykład ilustruje działanie algorytmu. Niech n=9» m=3, 
k=2, a czasy transportu detali z magazynu do odpowiednich maszyn będą 
równe = 1, Tg = 1.5i = 2. Ponadto niech czasy cyklu i załadunku
będą równe odpowiednio A = 3 i a = 0.5* Uszeregowanie produkcyjne

0 1  2 3 4 5 6 7 8 9  10 11.12

Rys.4a. Uszeregowanie produkcyjne 
Fig'. Production schedule

przedstawiono na rysunku 4a. Wynikają z niego następujące linie krytycz
ne: d^ = 3, d^ = 7, d| = 6, dg = 7, d^ = 2, dy = 8. Obliczając na tej
podstawie najpóźniejsze terminy pobrania detali z magazynu, uzyskujemy ko
lejno: = 0, Sc; = 2, sg = 4.3, Sr, = 6, Sg = 5-5» Sçj = 6* Odpowiadające
uszeregowanie transportowe pokazano na rys.4b. Niestety, nie jest to 
uszeregowanie dopuszczalne, gdyż zadanie Tc$ jest opóźnione. (Szczegółowa 
analiza pokazuje, iż dla uszeregowania produkcyjnego z rys,4a nie można
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Hys.Ab. Niedopuszczalne uszeregowanie transportowe 
wig", *in. Ncn-ieasible vehicle schedule

skonstruować uopuszczalnego uszeregowania transportowego).
W przypadku gdy dopuszczalne uszeregowanie transportowe nie istnieją, 

możliwe są w ogólności następujące poćejściai Po pierwsze, można spraw
dzić, czy możliwe jest opóźnienie transportu pewnych detali, tak by nie 
zostało wydłużone uszeregowanie produkcyjne. W rozpatrywanym przez nas 
przykładzie można opóźnić transport detalu ‘l y  i zamiast niego ao pojazdu 
Vą przydzielić detal Tg, uzyskując w ten sposOb uszeregowanie dopuszczal
ne. Może się jednak okazać, że powyższe postępowanie jest niewykonalne, 
gdyż nie można przekroczyć linii krytycznych wynikających z zadanego 
uszeregowania produkcyjnego. w takiej sytuacji można skorzystać z alter
natywnego uszeregowania produkcyjnego, które niekiedy bywa określone, 
wreszcie pozostaje podejście globalne, w którym konstruuje się łącznie 
optymalne uszeregowania produkcyjne i transportowe.
u następnym rozdziale opisano takie poaejście, opsrte na programowaniu 
dynamicznym.

3. c.ączne szeregowanie maszyn i pojazdów

obecnie rozpatrzymy problem łącznej konstrukcji obu uszeregov/ari (tzn. 
produkcyjnego i transportowego). Jak wspomnieliśmy, ¿¡est to problem ;!P- 
trudny, lecz nie silnie i.P-trudny, zatem możliwa jest konstrukcja uszei'e- 
gowań optymalnych w czasie pseudowielomianowym.

Załóżmy, że zbiór aetali jest uporządkowany zgodnie z nie rosnącymi 
czasami wykonywania, tzn. P/j? P^?-Pr. Uporządkowanie to umożliwia kon
strukcję uszeregowania, w którym dłuższe zadania są przydzielone do ma
szyn znajdujących się w dalszej odległości od magazynu, co jest korzystne 
z punktu widzenia ruchu pojazdów. Wykorzystując teraz ideę przedstawioną 
w [3J , sformułujemy odpowiedni problem programowania dynamicznego.
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Podstaw

gdzie

prowda .■ jeśli można uszeregować zadania Tą,T2,..., 
Tj na maszynach Pą ,P2 ,... ,?n odpowiednio w prze
działach czasu [O.t,,] [O.tJ , tak by nie wys
tąpił na żadnej maszynie czas przestoju (wyłącza
jąc ewentualny czas przestoju spowodowany przez 
wózki) oraz istnieje dopuszczalne uszeregowanie 
transportowe;
fałsz, w przeciwnym razie;

fprawda, jeśli ti=0, i=1,2,, 
fałsz, w przeciwnym razie.

Wykorzystując tak zdefiniowane zmienne logiczne, możemy zapisać równanie 
rekurencyjne w następujący sposób: 

m
Xj(t^,t2i...,tln) = \/ | xj_i (^1 it2» • • • »̂ i-1 «*1“ Pj '^1+1 * *' * ^

i=1
AZjftą.tg,... > t i—"1 >ti~ P j |fi+1

gdzie

2,{t1,t2,, ’ 'ti_pj»ti+11•*-
prawda.jeśli A +

♦ [d-(gl -1) k-1] a
lub j ś  m 

fałsz, w przeciwnym razie
jest warunkiem istnienia wykonalnego uszeregowania transportowego.

wartości Xj(*) obliczane są dla ti=0,1,... ,C; i=T ,2,... ,m, guzie C 
jest górnym oszacowaniem minimalnej długości uszeregowania C*ax> Ta 
ostatnia wartość jest definiowana jako

^max = mxrl {®ax {tą *t2,..., tm } s (tą,t2,...,t^) = true J 
Analizując złożoność obliczeniową powyższego podejścia widzimy, że jest 
ona 0(n Cm), czyli dla ustalonego m otrzymujemy algorytm psoudowielomia- 
nowy.

Rozwiązując raz jeszcze przykład z rys,4 zgodnie z powyższym podejściem, 
uzyskujemy uszeregowania lepsze niż uprzednio.
Przedstawiono je na rys.5,
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Rys.5« Optymalne uszeregowania: produkcyjne i transportowe 
Fig'.5- Optimal production and vehicle schedules

ń. Wnioski i uwagi końcowe

Przedstawiony model elastycznego systemu produkcyjnego umożliwia ana
lizę pracy dwóch jego głównych składników: zbioru maszyn i zbioru wózków. 
Możliwa okazała się minimalizacja w czasie pseudowielomianowym długości 
uszeregowania produkcyjnego (na maszynach) przy jednoczesnej konstrukcji 
wykonalnego uszeregowania transportowego (czyli wózków).
Wśród najbardziej interesujących uogólnień modelu wymienić należy: roz
patrzenie różnych dróg dla różnych wózków, włączenie fazy kontroli tech
nicznej, uwzględnienie dodatkowych zasobów przy planowaniu przydziału 
detali do maszyn, a także rozpatrzenie innych kryteriów szeregowania.
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ON A MACHINE AND VEHICLE SCHEDULING PROBLEM IN A FLEXIBLE MANUFACTURING 
SYSTEM

S u m m a r y
A new model of a scheduling problem is proposed for a Flexible 

Manufacturing Systems. In particular, scheduling of machines and Automated 
Guided Vehicles is simultaneously considered. A polynomial-time algorthm is 
given for finding a feasible vehicle schedule for a given machine schedule 
Then, a pseudopolynomial-time algorithm, based on dynamic programming is 
described, which generates a time-optimal machine schedule together with * 
corresponding feasible vehicle schedule.

6 UPOEBEME yïïQBîÆOqEHliH MUEEH K TEJTEmEK B EHEKOH IIPOMSBCmCTBEHHOil 
CHCTBWE

P e  a b  m e

B padoTe npeiyioxeHs Hosan Mo.ie.zn> ynopasorvheh , yvHTOBatoiaafî 
CneiEI$HKy BHdKOÊ Iip0Z3B0HCTBeHH0Ê CHCTeMK. B VaCTBOCTE, COEOKyBHO 
paccMOTpeaa npodJiehe ynopanovPEKH êTSJieP. hs mbeeehsx k  ynpaEJieHHK 
JtBHxeHMeM T eJ iex e K , b o o t s B J i m o m x  o t h  s e T a jiK  Ha c o o T B e T C T B y E iE e  

up0K3bobcTEeHKBe padovze Mecia. ïïpeHCTaBJieK noJiKKOMHHS ¿jjrop'HTM 
KOHCTpyKHKK BonycTHMoro ynopjmovpHEH cpencTE nepeBBKseHzs, ochoek- 
Basel, «a 3HaHEH ynopapovvîHiiH aeTa-ziefi Ha NenniKax. jtfejiee npemio&eH' 
HCeEHOnOJIHHOMHHÊ 8 JET op HTM, OH0p8B!HHi?CH Ha MeTO^e JtCHHaMHReCKOrO 
nporp&MMHpoBaHKH, H a x o z s m Z  ynopsHovÇHHe c mehmm&jtlh oii hjihhoh k& 

Mamzne.x h oTBe^auiaee etey aonycTHwoe ynopaaovEHze T&seaeK.


