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BADANIE FUNKCJI GęSTOŚCI PRAWDOPODOBIEŃSTWA 
DWUWYMIAROWEJ ZMIENNEJ LOSOWEJ ( r , X ) , 

CHARAKTERYZUJĄCEJ WŁASNOŚCI NADAWY

Streezozenie. W opracowaniu zastosowano aparat statystyki mate
matycznej do badań charakterystyki nadawy rozumianej jako zaleZność 
sumarycznego wyohodu frakcji gęstoAciowyoh od zapopielenia. Pomiary 
wychodów i zapopielenia frakcji gęstośoiowyoh w węglu zostały przed
stawione Jako realizacje dwuwymiarowej zmiennej losowej ( r , X ) . Wy
znaczono ślad i widmo empirycznego rozkładu badanej zmiennej loso
wej.

Wstęp

Własności nadawy, transportowanej do agregatów wzbogaoającyoh są zmien
ne w czasie. Charakter tych zmian jest losowy. W związku z tym determini
styczne charakterystyki węgla są niewystarczające dla analizy i prognozo
wania efektów wzbogacania w przypadku automatycznego sterowania procesów 
wzbogacania węgla. Praca niniejsza jest próbą zastosowania aparatu staty
styki matematycznej dla tworzenia probabilistycznej charakterystyki nada
wy.

1. Krzywe wzbogaoalnoścl & losowy charakter zmian własności nadawy

W zagadnieniach praktycznych przeróbki meohanioznej węgla przyjęte po
sługiwać się krzywymi wzbogacał,-cści węgla Jako podstawowymi charaktery
stykami surowca. Jedną z oharaktt i*ystyk, opisujących własności węgla i- 
stotne w procesie wzbogacania jest ileZnośó sumarycznego wyohodu T frak
cji lekkiej w funkcji zapopielenia 9» . Współrzędna punktów krzywej F (&) 
oblicza, się ze wzorów fl] , [3I



110 A. Walaszek-Babiszewska

2 j ii * a i
a, =   (2 )

Ż  iii=1
gdzie:

^ - wychód i-tej frakcji ciężarowej siarn o gęstości mniejszej nik
^i’

0C± - zapopielenie i-tej frakcji,
1 - liczba wyznaczonych frakcji.

Uzupełnieniem tej charakterystyki Jest krzywa P(c?).
V strumieniu nadawy, cechy ^ , OĈ  są zmiennymi losowymi.

V wyniku pomiarów w różnych momentach czasu t otrzymuje się reali
zację losową wielowymiarowego procesu stochastycznego, który dla danej 
klasy ziarnowej mokemy zapisać:

. o  ««,■*,)},„,......   <J>
na1 ,2 ,...N

gdzie:
N - ilość pobranych prób.
Dla kakdej J-tej próby można wyznaczyć zgodnie z wzorami (1 ) i (2 ) za

lotność Ij(&j), a zakładając stacjonamość i ergodyezność procesu (3) 
mokną badać zalekność stochastyczną zmiennych losowych (r,&). Zbiór punk
tów (P ), a 1 ,2,••,N na płaszozyńnie Jest graficznym obrazem zalekno- 
śoi stochastycznej pomiędzy zmiennymi losowymi r  i &  , podczas gdy zalek
ność deterministyczna wyraka się krzywą. Zbiór ten stanowi obszar Q, któ
ry jest jednooześnie dziedziną empirycznej funkcji gęstości prawdopodo
bieństwa f(r,a).

2 . ślad 1 widmo rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej (f1.&)

Śladem rozkładu zmiennej losowej dwuwymiarowej (r> %) nazywamy ¡[2] ob
szar taki, ke dla obranej liczby bliskiej zeru prawdopodobieństwo,
ke punkt (F,A) leky poza obszarem jest równe 5 :

p[(r,>.)« Qjr] = 1 - 3  W

co oznacza dla funkcji gęstości rozkładu;

f(r0 ,a0) >f(rp,ap),



gdzie:
(rQ. A0) - dowolny punkt łażący wewnątrz obszaru Q^,
(F , % ) - dowolny punkt leżący poza obszarem Qy.P P <5

.Każdej liczbie ¡£ s S-) >¡§2 ' * * * ^k odP°wiad*Jd krzywe Jednakowego praw
dopodobieństwa w funkcji gęstości f(F,3l), ograniczające odpowiednie ob
szary QSl,

Zbiór krzywych Jednakowego prawdopodobieństwa nazywa się widmem roz
kładu. Pozwala przedstawić na płaszczyźnie przestrzenny wykres funkcji gę
stości prawdopodobieństwa f(F.%). ślad i widmo rozkładu empirycznego wy
znacza się w oparciu o serię N pomiarów zmiennej losowej (I\&)» przez 
wyznaczanie tzw. losowych otoczeń każdego punktu. V tym celu, dla katdego 
punktu ( > 3 ^ )  oblicza się odległość od Jego najbliższego sąsiada, jako mi
nimum normy Euklidesowej:

c4 = «y* Y t ą  -  T j ) 2 ♦ -3 .j)2" (5 )

gdzie i ^ j, i,J s 1,2,...N.
JeZeli wokół punktu »3̂  ) zatoczy się koło o promieniu Ci, to stano

wi ono otoczenie losowe tego punktu. Zbiór wszystkich punktów danej próby 
z ioh otoczeniami stanowi dziedzinę Q empirycznej funkcji gęstości f(r,
A).

Aby wyznaczyć ślad rozkładu z prawdopodobieństwem 1 - naleZy upo
rządkować ciąg wartości Ci, i a 1,2,...N w kolejności rosnąceJ.Następ
nie odrzuca się -M e’ 1 wyrazów końcowych ciągu, które są otoczeniami tzw. 
"wątpliwyoh" punktów, zbyt odległych od reszty populaoji, przy czym:

M s Ehtier(£ .N).

Pozostałe punkty uwaZa się za wiarygodne. Zbiór punktów wiarygodnych (1̂,, 
3^) wraz z ioh otoczeniami o promieniu stanowi obszar który Jest
estymatorse nieznanego obszaru Q, ograniczonego krzywą jednakowego praw
dopodobieństwa.

Postępując podobnie dla różnych wartości parametru J , uzyskuje się 
widmo rozkładu funkoji gęstośoi prawdopodobieństwa f(F,A).

3. Wyniki badań i wnioski

Jako materiał doświadczalny posłużyły próby nadawy pobierane przed o- 
sadzarką Ot] w różnych momentaoh ozasu t , Każdą próbę poddano analizie w 
cieozach ciężkich i określono wyohody i zapopielenie CC trzech frakcji 
oiężarowyoh:

Badanie funkcji gęstości prawdopodobieństwa... 1 1 1
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ii* « i dla

$2’ « 2 dla

*¡$3» « 3 dla

ii,» ock dla

t M . w  [*],

1,3

1*3 <  ¿2 «5 1,5 

1,5 <  t$3 <  1*8 

1 , 8 -< <5̂,

i [t/m3],

Badaniom f>tatystycznym poddano trzy serie prób nadawy o następującej 
liozności:

N,, a 20 prób 
Ng = 10C prób 
N3 = 300 prób,
Hastępnie zostały oblioayne wyohody sumaryczne i zapopieler,, a dla każ

dej próby w rayśl wzorów (1 ) i (2)0 V każdej z trzech serii zostały obli
czone wzajemna odległości punktów oraz uporządkowana zgodnie z przedsta
wionymi powyżej kryteriami. Te obliczenia zostały wykonane przez maszynę 
cyfrową, V tabeli 1 podano wyniki obliczeń najmniejszych odległości C każ- 
dego z 80 punktów pierwszej eerii N 1 (20 prób).

Tabela 1

Uporządkowane wartości odległości

c 76 S 0 ,96 C 36 & 0,096 C 68 ss 0,122 C 60 a 0,122
c 58 S 0,125 C 10 & 0,125 C 80 a 0 , 144 C 30 3 0,149
c 48 SS 0,239 C 44 3 0 ,244 c 52 3 0,248 . c 8 0,248
c 29 SE 0,269 C 25 et 0,269 c 45 3 8,276 c 69 0,284
c 5 S 0,284 C 64 = 0,284 c 31 a 0,293 c 11 3 0,293
c 66 s 0,294 C 46 a 0,294 c 4o a 0,302 c 6 3 0,304
c 2 =t 0 ,304 c 70 a 0,357 c 26 3 0,357 c 54 S 0,385
c 2 2 = 0,335 c 16 a 0 ,4 l4 c 1 3 0 ,4 lS c 7 2 a 0 ,450
c 28 s 0 ,450 c 32 a 0,49-1 c 56 s 0 ,492 c 24 a 0 ,492
c 4 = 0,531 c 67 a 0,534 c 47 a 0,534 c 7 a 0,564
c 3 s 0 ,564 c 75 a 0,575 c 63 a 0,575 c 33 a 0,591
c 21 a 0,591 c 12 a 0,620 c 79 a 0,665 c 55 a 0,665
c 3 s 0 ,679 c 53 a 0,679 c 59 — 0,742 c 4l — 0,762
c 9 » 0,762 c 34 a 0,776 c 14 a 0,776 c 4 a 0,817
c 23 3 0 ,840 c 71 = 0 ,844 c 27 a 0 ,844 c 78 3 0,801
c 38 « 0 ,9 3 0 c 51 a 0 ,973 c 61 3 1 , 002 c 57 a 1 , 002
c 39 s 1 , 0 3 8 c 35 a 1,036 c 15 3 1.055 c 37 3 1,083
c 43 s 1,095 c 62 a 1,122 c 65 3 1 ,2 2 8 c 42 a 1 ,244
c 7 3 1,506 c 13 a 1,739 c 17 3 1 ,832 0 50 a 1 ,861
c 49 S 2,846 c 18 a 3,091 c 20 a 3 ,770 c 19 3 3,865
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Rys. 1 . Ślad rozkładu zmiennaJ losowej (T, X) wyznaczony na podstawia
20 prób nadawy
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Rys. 2. Widmo rozkładu zmiennej losowej (T, &) wyznaczone na podstawia
100 prób nadawy



c.

Ry
s.
 
3. 

Wi
dm
o 

ro
zk
ła
du
 

zm
ie
nn
ej
 

lo
so
we
j 

(F
»5t

)
wy

zn
ac

zo
ne

 
na 

po
ds

ta
wi

e 
30

0 
pr
ób
 

na
da

wy



Badania funkoji gęstości prawłopodobl ehetwa..

Na rys. 1. przedstawiono w układzie współrzędnych (r,&) punkty (I1 , 

odpowiadające pierwszej serii pomiarów (i s 20x4). Liczba punktów wątpli
wych, dla £ e 0 , 1 wynosi 7 , a promień otoozenia Cjj = 1 ,506.

Wyznaczony ślad rozkładu wskazuje na trzy wyraźne grupy punktów, przy 
czym jedna grupa - to frakcja najlżejsza, druga grupa - to dwie frakcje 
pośrednie i trzecia grupa - frakcja ciężka. Wyróżnia się grupa ziaren cięż
kich.

Na rys. 2 przedstawiono serię Ng, w której znajduje się 100 prób nada
wy, czyli 400 punktów losowyoh. Przyjęto:
a) prawdopodobieństwo

$ 1 = O*1’

wówozas wyznaozono M = 40, = 0,785}

b) prawdopodobieństwo
$ 2 = 0,45.

wówczas wyznaczono M s 18 0, C,̂ sj 0 ,3.
Uzyskane dla serii N2 widmo funkcji gęstości prawdopodobieństwa potwier 
dza obserwacje poczynione dla serii N^.

Podobnie utworzono widmo funkoji gęstości dla trzeoiej,najliczniejszej 
serii prób (rys. 3).

Po przedstawieniu powyższych przykładów moZna stwierdzić, Ze probabi
listyczne ujęoie problemu charakterystyki nadawy pozwala zauwaZyć obszar 
zmienności wybranych parametrów nadawy, prawdopodobieństwo powżarzania się 
tych parametrów w określonyoh przedziałaoh oraz określić przydatność tra
dycyjnej charakterystyki deterministycznej w badaniach nadawy. Z rys. 3 
widać, Ze całą charakterystykę moZna by zastąpić krzywą T( %) opisaną funk- 
oją analityczną, z obszarem tolerancji rozszerzonym dla frakcji oięZszyoh. 
Porównując np. rys. 1 1 3  moZna stwierdzić, Ze seria 20 prób daje niedo
kładny obraz badanej nadawy, szczególnie w obrębie Trakcji IZejszej niZ 
1 , 3  [ t / w ? ] . Wyciąganie wniosków o całej nadawie na podstawie tej serii by
łoby niesłuszne. O samej metodzie zdania oharakterystyk można powiedzieć 
Ze jest jedną z lepszych metod statystyki, które można w tej dziedzinie 
stosować.

LITERATURA

[1] Krukowiecki V.: Przeróbka mechaniczna rud, węgla, soli i innych kopa
lin. Skrypt PWN, Warszawa-Kraków,1970.

[2] Helwig Z.: Aproksymacja stochastyczna. PWE. Warszawa 1965.



1 16 A. Walaezek-Babiszewska

[3] Nawrocki J.: Analityczno-graficzne metody oceny pracy wzbogacalników 
grawitaoyjnych. "Śląsk", Katowice 1976.

[VJ Praca badawcza X£iAG nr NB-12VRG-l/80, Gliwice 1980 (niepublikowana).

Recenzent: Doc. dr bab. inZ. Stanisław CIERPISZ 

Wpłynęło do redakcji w październiku 1983 r.
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P e 3 a u e

£ padoie apnuenen oiaiHOmecKHił aEaAHa a x h  b c c j i s a o b &h b 2 jcapaKiepHCiBK 
acioAHoro naiepHajia, auea b bbaj aaBacHuociB cyMuapuoro BmoAa $paicuKB
OT 30ABH0CIB lip a K U H H .  H 3M S peH B B  BiDCOAOB B 3 0A ŁH 0C TH  (fpaK U H H  B yT A B  H p O A -

ciaBAeHu KaK peaxH3amm AsyzitepsoS cjiyaafiHca BejwkuBH ( T, <0 OnpeAeaSa oaba 
b cneKip 3KcnepBueHTaABBoro pacnpeAeAesaa BCCAeAOBaBBOft ojiykaflHofl BeABBBHU.

INVESTIGATIONS OF A PROBABILITY DENSITY FUNCTION 
FOR TWO DIMENSIONAL STOCHASTIC VARIABLE (I\&)
CHARACTERIZING PROPERTIES OF 1 ROW COAL

S u m m a r y
In the paper statistical analysis approach is proposed to investigate 

a obaraoteristic of row ooal. The obaraoteristlo in understood as a relation 
between a total flow-off of a density fraotion and ashes oontents. Measu
rements of the flow-off and the ashes oontents of the density fraotion 
In the ooal are presented as realizations of two dimensional stoohastio 
variable (r,jO. A trace and a spectrum of an emplrioal distribution func
tion of the stoohastio variable is computed.


