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Jerzy JAKUBIEC

METCDA BADANIA  STABILNOSCI  REKURENCYINYCH  ALGCRYTMOW PRZETWARZANIA
DANYCH

Streszczenle. Stwierdzenie stabilnos$ci algorytmu przetwarzania
danych stanowi podstawowy krok rozstrzygajacy o Jego praktycznej
przydatnosci. W artykule opisano metode analizy stabilnosci algoryt-
mow rekurencyjnych, ktérej istota polega na przeksztatceniu algoryt-
mu w szereg czasowy a hastepnie na badaniu zbieZnoSd tego szeregu.
Metode te przedstawiono opisujac Jej zastosowanie do analizy
Stabilnosci rekurencyjnego algorytmu odtwarzania przebiegéw wejscio-
wych przetwornikéw pomiarowych o wiasnosciach dynamicznych modelo-
wanych zwyczajnym, liniowym réwnaniem rOZniczkowym. Algorytm oparty
jest na dyskretnym rozwigzywaniu roéwnania stanu ze wzgledu na wiel-
kos¢ wejsciowq i daje sie rozwija¢ w szereg czasowy, ktOrego wspot-
czynniki tworza postep geometryczny. Opisano procedure rozwijania
algorytmu odtwarzania w szereg czasowy oraz podano przykiadowe
wyniki analizy stabilnosci tego algorytmu dla przetwornika drugiego
rzedu.

1 Wstep

Rekurencyjne algorytmy programowego przetwarzania danych odznaczJg sie
tym. Ze wwnik koncowy powstaje na podstawie zardwno danych wejsciowych Jak
i wwnikéw obliczen z IcaokOw poprzednich. WiasnoS¢ taka ozncza, Ze wvwniki
wyjsciowe algorytmu rekurencyjnego stanowia wypadkowa wszystkich danych
przetworzonych przez algorytm od momentu rozpoczecia obliczen. Algorytmy
tego rodzaju mozna zatem uwaza¢ za uklady o nieskonczenie wielkiej pamieci
111 Sa one szczegolnie przydatne do szybkiego przetwarzania danych pomia-
rowych w przyrzadach mikroprocesorowych pracujacych na bleZaco, w trybie
ciggtym. WAmnika to wi#aSnie stad, Ze algorytmy rekurencyjne umozliwiajg
wykorzystywanie na kaZdym kroku obliczen duZej liczby wynikéw pomiarowych
przy stosunkowo niewielkiej ztoZonoSci numerycznej cechujgacej tego rodzaju
algorytmy.

Podstawowym warunkiem praktycznej przydatnosci konkretnego algorytmu
Jest jego stabilno$¢. Badanie Stabilnosci algorytmdéw rekurencyjnych jest
jednak na ogOt zagadnieniem, ztoZonym, szczego6lnie w przypadku, gdy wspo6t-

czynniki algorytmu wyznaczane sa bezposrednio na drodze empirycznej. Celem



artykutu Jest scharakteryzowanie metody, ktéra pozwala na uzyskanie

prostego kryterium oceny stabilnosci. Idea tej metody polega na
przedstawieniu algorytmu rekurencyjnego w postaci szeregu czasowego i nhas-
tepnie na analizie zbieznosci tego szeregu. W przypadku, gdy algorytm daje
sie przedstawié¢: w postaci postepu geometrycznego analiza stabilnosci

sprowadza sie do badania wartoSci ilorazu postepu.

Operowanie uogolnionym zapisem algorytmu rekurencyjnego Jest doSo
trudne ze wzgledu na praktycznie nieograniczone mozliwosci stosowania
"sprzezeii zwrotnych”™ miedzy ciagiem danych wyjsciowych a ciggiem danych
wejsciowych algorytmu. Z tego powodu opisywana metoda badania stabilnoSci
prezentowana jest dla przykladowej postaci algorytmu rekurencyjnego. Jest
nim algorytm odtwarzania dynamicznych wejsciowych przetwornikow
pomiarowych oparty na dyskretnym rozwigzywaniu réwnania stanu £23 Zdaniem
autora jest on reprezentatywny dla szerokiej klasy algorytmow
rekurencyjnych stosowanych do przetwarzania danych, zatem przedstawione

rozwazania moga by¢ przeniesione réwniez na inne sytuacje pomiarowe.

2. Rekurencyjny algorytm odtwarzania przebiegéw dynamicznych

Rozpatrywany algorytm odtwarzania przebiegow wejsciowych przetwornikéw
pomiarowych uzyskuje sie wychodzac z =zatozenia, ze wiasnosci dynamiczne

przetwornika opisuje zwyczajne, liniowe réwnanie rézniczkowe rzadu n:

y<IPt a Iy<1‘1¢¢-:‘...+:—,1iy +a0y=b0x +bl)( +...0bmx<rn7 <>

-

gdzie: x - jest zmienna w czasie wielkoscia wejsciowa przetwornika,
y - wielkoscia wyjsciowa,
a, -, a ., bQ, - bm - statymi wspotczynnikami réwnania,
przy czym zachodzi m < n.
Jak uzasadniono to w pracy £23 odtwarzanie przebiegu wejsciowego mozna
traktowac jako procedura rozwigzywania - ze wzgladu na wielkoS¢ wejsciowa
réwnania opisujacego proces przetwarzania. Zapisujac réwnanie (@> w
postaci roéwnan stanu po ich dyskretyzacji uzyskuje sia ukikad n réwnan,

ktdre po rozwiagzaniu ze wzgladu na wielkoS¢ wejsciowa przyjmuja postac

X (k= =i ty <kH=> - yl_Ly <t - 3*12y2<k>— . - y+nyn<k>J, <>



y2 <K= * ae + - F2Zryn<de ¢ * £ ck),

* N 2 n *
A <kH> n|y<k>" V<o .+ mvyn<k>+ 0 X <,

nz=-2

gdzie: x <k= Jest ocena wielkosci wejsciowej w chwili t~ = KT,
T Jest okresem dyskretyzacji i T=const.,
k Jest numerem chwili dyskretyzacji, k=0, 1, .. |,
y2<k>, yp<k> sa ocenami zmiennych stanu
y K - wynikiem pomiaru wielkosci wyjsciowej przetwornika
w chwili k

Wartosci  wspdétczynnikow +1, , Y

n u
wspdtczynnikéw  réwnania Cl) oraz okresu dyskretyzacji T. Wyprowadzenie

Y e ynlr zaleza od wartosci

algorytmu oraz analize Jego wiasnosci zawiera praca 121

Przedstawiony powyZel algorytm odtwarzania dziata dwuetapowo, W pierw-

szym etapie wyznaczana Jest ocena wielkosci wejsciowej x(k> zgodnie =z
zaleznoscia C2> na podstawie wynikéw pomiarowych y<k+l) i y G< oraz zmie-
nnych stanu y™CK), .. , yCk) przechowanych 2z poprzednich krokOw ob-

liczen. W drugim etapie zgodnie z ukiadem rOwnah C3> wyznaczane sg oceny
zmiennych stanu celem przechowania ich do nastepnego kroku obliczen.

Rozpoczecie obliczen wymaga znajomosci wartosci poczatkowych
¥ a>, .. ynCD>.

Przykiad 1

Dla przetwornika o dynamice drugiego rzedu algorytm odtwarzania opisuje

nastepujacy uklad rOwnah rekurencyjnych uzyskany na podstawie wyraZen 2>
i <3 dla =2

Xxde»y-ty Gel>- ~ yok) - ~O d I, 4>

vak+l> - ~"ytk) + YK + *tx<ke>. 5>

Sposoby uzyskiwania wartosci wspdlczynnikéw < algorytmu  odtwarzania
znanych wartosci wspdiczynnikéw rOwnania <1> oraz okrasu dyskretyzacji T
opisano w pracy CiL



3. Rozwijanie- algorytmu rekurencyjnego w szereg czasowy

Ogodlnie Idea rozwijania algorytmu rekurencyjnego w szereg polega na
stopniowym eliminowaniu wyrazen nie zawierajacych wwnikéw pomiarowych.
Uzyskuje sie ta droga przeksztatcenie wyrazenia rekurencyjnego w postac
nierekurencyjna tatwiejsza do analizy. Sposéb postepowania przedstawiono
poniZej uiywajac do tego celu algorytmu odtwarzania 2 rzedu opisanego w

przyktadzie 1
Na podstawie réwnania <5> ocene zmiennej stanu w chwili k opisuje

zaleZnoSC

yi<k> wy Y <k-I1> *ZZyZCk—l) + * K <k-I>.

Wstawiajac réwnanie 5> do rownania C4& uzyskuje sie:

<7>

Z kolei z réwnana (4) wynika zaleZnoSC

* <k-I> « y <k) - J*y <k-I> - -I"y~ACk-H <>

Podstawiajac teraz rdéwnanie G3> do roéwnania (7) 1 postepujac dalej dla
kolejnych chwil k-1, k-2, .. , k-m, .. zgodnie z powyzszym schematem
otrzymuje sie wyrazenie na ocene wielkosci  wejsciowej w  postaci

nieskonczonego szeregu czasowego, ktéry ogdlnie mozna przedstawic¢ Jako

X Q& e %y <kH>=> o ﬁ(y <= . 'ﬁ(-iy <k-I=> + ... &

. Ak Y <k-m> + ..
Wyrazenie <> stanowi ciag iloczynéw wartosci chwilowych wielkosci
wyjsciowej y <k+l), y (k> .. . y <km> .. oraz odpowiednich wspo&tczyn-
nikbw Akd» A .. » y e WartoSci tych wspdtczynnikéw okreslone

sa przez wyrazenia:



gdzie symbolem S oznaczono czutoi¢ statyczna przetwornika, ktéra dla
modelu przetwornika w postaci réwnania (13 opisuje zaleZnoSoé

b
S » a— al>
o
Ponadto oznaczono
H r -—> <>
u
oraz wyeliminowano wspoétczynniki * i zgodnie z zaleznosciami
*m <« - >V S | <13>
* *-n~ s, <14

uzyskanymi -z wyrazen <4> i <5> dla statycznych warunkéw pracy przetwornika
121,

4. Kryterium stabilnosci algorytmu

Mozna przyj-a¢, ze algorytm Jest stabilny Jezeli dla ograniczonych
wartosci danych wejsciowych wyniki wyjsciowe réwniez przyjmuja wartosci
ograniczone. Dla algorytmu dajacego sie rozwija¢é w szereg nieskonczony
oznacza to, ze badanie stabilnosci tego algorytmu sprowadza sie do analizy

zbieznosci szeregu. Biorac pod uwage»  ze wwyniki pomiaru wielkosci



wyjsciowej przetwornika moga przyjmowa¢ Jedynie wartosci ograniczone,
orzeczenie o zbieznosci ciaggu wspodtczynnikébw  rozwiniecia algorytmu w
szereg czasowy Jest roéwnoznaczne ze stwierdzeniem stabilnosci algorytmu.
Algorytm 2 rzedu rozpatrywany w punkcie 3 Jest rozwijalny w szereg
czasowy, ktOrego wspdtczynniki poczawszy od drugiego wyrazu tworza postap
geometryczny. W pracy 13 przedstawiono sposOb rozwijania algorytmu
odtwarzania opisanego zaleznosciami G) i <31 Ogodlnie do czwartego rzadu
wihgcznie. W tym przypadku rOwnieZ uzyskuje sie wspoiczynniki rozwiniecia,
ktére tworzg postap geometryczny. Biorac pod uwaga liniowos¢é réwnan <21 i

<31 moZna na tej podstawie sadzie ogOlnie, Ze wspdiczynniki rozwiniecia

algorytmu odtwarzania opisanego tymi rdéwnaniami tworzag - poczawszy od
pewnego wyrazu - postgp geometryczny. Taka sama wihasno$¢ majag rOwnieZ tzw.
filtry rekurencyjne opisane w pracy tli, ktOre moga by¢é stosowane do

programowej filtracji przypadkowych bitadow danych.
Dla algorytmow, ktérych wspotczynniki rozwiniecia tworza postap
geometryczny poczawszy od pewnego wyrazu nv®, badanie stabilnosci sprowadza

sig do sprawdzenia warunku czy iloraz postgpu
Idi <1, <131

gdzie

Dla rozpatrywanego algorytmu odtwarzania 2 rzgadu zachodzi
ﬁ/l* H + * ) <171
aa

gdzie H Jest okreslone przez wyrazenie <121

Przyktad 2
Jak to wynika z danych podanych w pracy [21 algorytm odtwarzania dla
przetwornika 2 rzedu o wspoétczynnikach réwnania modelowego <11 roznych od

zera Jest zawsze stabilny. Przykladowe wartosci ilorazu q tego algorytmu
dla wartosci wspdétczynnikéw a”i, bQa oraz a™1, 2, 4 (co odpowiada war-
tosciom czutosci S=1 i pulsacji naturalnej o#«l rad/s oraz wspdétczynnikowi

ttumienia odpowiednio b « 0,5 , 1, 21 przedstawiono w tablicy 1

40 -



TftbiloA 1
Praykiddow* warto6ci lloazu g algorytmu 2 rz~du
dla a™=l, b=l w funkcji wartosci wspodiczynnika
oraz wzglednego okresu dyskretyzacji T°=27" T "o’
T jest, okresem dyskretyzacji

0,01 0,05 0,1 0,2 0,5 1
- 0,997 - 0,984 - 0,907 - 0,935 - 0,845 - 0,710
- 0,993 - 0,907 - 0,930 - 0,875 - 0,710 - 0,512
4 - 0,987 - 0,930 - 0,875 - 0,707 - 0,520 - 0,291
Przyktad 3
Algorytm odtwarzania w postaci réwnaft (4> i <5 mozna zastosowac

réwniez do numerycznego roézniczkowania danych przyjmujac przykiladowo a™=0,
b0=1 oraz ql* 0. W takim przypadku wyrazenie na iloraz g postepu jaki
tworza wspotczynniki rozwiniecia tego algorytmu w szereg czasowy trzeba
przedstawi¢ w inny niz (17) sposOb, poniewaz traci sens pojecie czutosci
statycznej S <a0-0). Zgodnie =z zaleznosciami podanymi w rozdz.lll pracy
[31 iloraz postepu okres$la w takim przypadku wyrazenie

*

a =Y - -r,i; Y 1o as)

Przykitadowe wartoSci ilorazu g w funkcji okresu dyskretyzacji T przedsta-
wiono za praca £3] w tablicy 3. Z danych tych wynika, Ze algorytm rdéznicz-
kowania Jest niestabilny w pewnym zakresie zmian wartoSci parametrow.

Tablica 2

Przyktadowe wartoSci ilorazu q algorytmu rézniczkowania

\ ™
0,2 0,5 1

al\ N 0,01 0,05 0,1
0,2 - 1,00 - 0,990 - 0,993 - 0,980 - 0,907 - 0,935
0,1 - 1,041 - 0,991 - 0,990 - 0,993 - 0,983 - 0,907
0,05 - 1,05 - 0,991 - 0,990 - 0,991 - 0,983



5. Uwagi koncowe

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, Ze badanie algorytmu rekurencyjnego
przeksztalconego do postaci szeregu czasowego stanowi stosunkowo prosty
spos6b analizy stabilnosci tego rodzaju algorytméw. Sam proces rozwijania
algorytmu w szereg czasowy - mimo prostej zasady - moze, w przypadkach gdy
wystepuje wiele réznorakich sprzezen zwrotnych, wymaga¢ dos¢ ztoZonych
przeksztatcen analitycznych. Jednak uzyskiwanie wspétczynnikébw rozwiniecia
w postaci analitycznej nie zawsze jest potrzebne, na ogét wystarcza
znajomos$¢é wartosci tych wspdtczynnikéw dla konkretnych wartosci wspotczyn-
nikbw algorytmu. V pracy £33 przedstawiono sposéb obliczania wartosci
wspotczynnikéw rozwiniecia dla algorytmu odtwarzania do czwartego rzedu
wigcznie.

Na zakoficzenie nalezy zaznaczy¢, Ze szereg czasowy stanowi forme bardzo
przydatnag do analizy metrologicznych wi#asnosci algorytmu rekurencyjnego.
Wynika to stad, Ze taka posta¢ algorytmu ujawnia bezposrednie zwiagzki
zachodzgace miedzy wynikami przetwarzania programowego a ciggiem danych
wejsciowych. Praca @ zawiera opis wykorzystania rozwiniecia algorytmu do
analizy przenoszenia przez algorytm odtwarzania przypadkowych oraz syste-

matycznych statycznych i dynamicznych btedéw danych.
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METOH HCCJIEHOBAHHH YCTOOHHBOCTM PEKYPPEHTHHX AJIFOPMTMOB OEPAEOTKM flIAKHbiX

P e 3 I0me

OnpeagjieHHe yCToSWHBOCT« aliropHTMa o6pa6oTKH AaHHUX cocTaBjraeT ochobhuh
mar onpe/iejifuomuft ero npaKTHXxecicyio nojiesHOCTb. B cTSTbe npeACTeBlieH hstoa
aHaJiH3a ycToiMHBOCTH peKyppeHTHbix ajiropuTHOB. cymecTBo XxoToporo 3axjnoHeHO
B tom, hto aliropHTM rrpeBpamae-rca bo BpeHeHHuUft paA h HccjieayeTua cxoAHHocTb
3Toro pafla. MTOA ripeACTaBjieH Ha npHHepe ero Hcnoldib30BaHHN Ana aHajn«3a
YCTofiM-BOCTH  peKyppeHTHoro  ajiropHTMa  BoccTaHOBjieHua  bxoahbdc — bbjihmk
H3MepHTejibHUX npeogpaaoBaTejieii oriHOUBaeHbix ogux<HOBeHHUIVH JH-EIHMMVH
AHSSepeHUHgjibHomH  ypaBHeHHaHH. 3 tot  adiropHTM ocHOBaH Ha AHoqeTHOH perreHHH
ypaBHBHHa coctohhhh no OTHoreHH» K bxoahoH BgiHWH-E. Ch npeBpamaeTca bo

BpeHeHHbifl pnA. xoToporo *XO3PHUHeHTU co3Aa»T reoHeTpHHeccy»
TtocAeAOBaTeAbHOCTD. B pagoTe onHcaHa npoueAypa npeBpameHHa aaropHTXxa
BoccTaHOBjieHua boBpeHeHHuUii paA h  npeACTaBlieHu npHHepHue pe3yjibTaTU

aHajiH3a ycTohHHBOCTH 3Toro aaropHTHa Aaa npeo6pa30BaTeaa BToporo nopaAxa.

A STABILITY INVESTIGATION METHID ASSIGNED FOR REOURRENT ALGCRITHVE OF DATA

PROCESSING
Summary
The basic step determining practical wusability of data processing
algorithms consists in investigating its stability. In the paper a
stability investigation method assigned for recurrent algorithms is
presented. The essence of this method consists in developing the

algorithm into a time series and searching convergence of the series. The
method is presented by examples showing its aplication to stability
analysis of a recurrent algorithm using for reconstruction of the input
quantity of the trasducer which can be described by an ordinary Ilinear
differential -equation. The algorithm is based on discrete solving the
state equation in relation to the Input quantity. The coefficients of
terms of the series create the geometrical progression. A procedure of
developing the reconstruction algorithm in the time series and exemplary
results of stability analysis ofthe reconstruction algorithm for second

order transducer are presented.



