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Streszczenie. Algorytm odtwarzania dynamicznych przebiegow
wejsciowych przetwornikéw pomiarowych oparty na rozwiazywaniu
réwnania stanu moze by¢ w pewnych warunkach pomiarowych niestabilny.
Jeden ze sposoboéw przeciwdziatania temu zjawisku polega na
realizacji algorytmu etapami: wykonujac kolejno dziatania czastkowe
wedtug prostszych, stabilnych algorytméw. Punktem wyjscia takiego
postepowania Jest dekompozycja ogdélnego réwnania rézniczkowego,
opisujacego witasnosci dynamiczne przetwornika, na ‘tahcuch réwnan
rzedu nizszego, na podstawie ktdrych budowane sa czastkowe algorytmy
odtwarzania. Takie postepowanie ma Jednak wplyw na dokladnosé
odtwarzania. Celem artykutu Jest przedstawienie metody dekompozycji
wzorowanej na sposobach stosowanych w  rachunku operatorowym
Laplace’a oraz podjecie préby scharakteryzowania wplhywu takiej
dekompozycji na podstawowe parametry algorytmu odtwarzania
okreslajgce Jego dokitadnosé.

1 Wstep

Jedna z metod odtwarzania, ogo6lnie scharakteryzowanych w pracy 13],
polega na zastosowaniu rozwigzywania réwnania stanu celem uzyskania
wartosci chwilowych przebiegu dynamicznej wielkosci wejsciowej przetwor-
nika pomiarowego na podstawie sprébkowanego przebiegu wejsciowego tego
przetwornika (11 Metode te cechuje prostota dziatan numerycznych a zatem
wzglednie duza szybkosC realizacji. Jednak tego rodzaju algorytm
odtwarzania moze byC w pewnych warunkach pomiarowych niestabilny, w
szczegolnosci dotyczy to przetwornikéw rzedu wyzszego niz drugi 2L
Przeciwdziatanie temu zjwisku moze polega¢ min. na realizacji odtwarzania
etapami, droga kolejnego wykonywania dziatan czastkowych zgodnie z
prostymi, stabilnymi algorytmami. Punktem wyjscia do tego rodzaju
dziatania jest dekompozycja ogdélnego réwnania roézniczkowego, opisujgacego
wiasnosci dynamiczne przetwornika, na #tahcuch réwnan rzedu nizszego, na

podstawie ktérych budowane sa czgstkowe algorytmy odtwarzania. W dalszym
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ciggu opisano metode dekompozycji wzorowanej na sposobach stosowanych w
rachunku operatorowym Laplace’a oraz scharakteryzowano wplhyw  takiej
dekompozycji na podstawowe parametry algorytmu okreslajace niedokiadnosé

odtwarzania.

2. Opis algorytmu

Rozpatrywany algorytm odtwarzania uzyskuje sie wychodzac z zatoZenia,
Ze wiasnosci dynamiczne przetwornika opisywane sa zwyczajnym, liniowym

réwnaniem roézniczkowym rzedu n:

<n> <rt-4> <4> <4> .« <m>

y +ar»74y 0...0a4y +y = b0 x+b4x wX CI\S
gdzie x jest zmienna w czasie wielkoscig wejsciowa przetwornika, y - jego
wielkoscig wyjsciowa, a,.a_ ., b0 ,b4,...bm, - statymi wspotczynnikami

réwnania i zachodzi m<n.

Zgodnie z definicja podana w pracy £33 odtwarzanie moZna traktowac¢ jako
rozwigzywanie réownania odwrotnego do réwnania opisujacego proces
przetwarzania pomiarowego. Dla opisu wilasnosci przetwornika w postaci
réwnania rOZniczkowego CIl) tak zdefiniowane odtwarzanie stanowi procedurg
rozwiazywania tego réwnania ze wzgledu na wielko$¢ wejsciowa x. Metode
rozwigzania oparta na zapisie rownania Cl) w postaci dyskretnego roéwnania
stanu - opisang w pracy £13 - cechuje prostota numeryczna a zatem
wzglednie krotki czas realizacji algorytmu. W wyniku rozwigzywania
dyskretnego réwnania stanu ze wzgledu na wielkos¢é wejsciowa x uzyskuje sie

algorytm odtwarzania w postaci rekurencyjnego ukiadu réwnan.:

x(k> - 1 JyCk-«>-"tiy<k>-"Niaia<k>-...-Nin?nCk>j , c2=

* g >
Y, Ck+l > |>21y<k>l-p22y2 <k>+... o Y (k)/:l—zy x<k>

3>
yT\tk+1) - ¥(k>|—*>pi2y2<k>+...+enr>‘ryy <k)+y xck>
gdzie vtk> Jest. oceng wielkosci wejsciowej w chwili t = KT, T jest. okresem
dyskretyzaciji, k - numeremchwili dyskretyzacji,k=0#%,..,y2CkK},....y"<k>
ocenami zmiennych stanu, y<k> y<k+l> - wynikami pomiaru wielkosci wyjs-
ciowej przetwornika odpowiednio w chwilach k i kM Dla statego okresu
dyskretyzacji T wspotczynniki rOwnali

przyjmuja state wartosci.
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Algorytm dziata w dwobéch etapach. W pierwszym wyznaczana jest ocena
wielkosci wejsciowej x<k> zgodnie 2z zaleznoscia <21 na podstawie wynikoéw
pomiarowych y<kl, y<k+I} oraz ocen zmiennych stanu przechowywanych z
poprzednich krokOw obliczen. W drugim etapie zgodnie z réwnaniami C3>
obliczane sg oceny zmiennych stanu ?2<k+l|,...,l;<k+ll celemm uZycia ich do
kolejnego krokudziatania aAIgorythu. Rozpoczecie obliczen wwymaga

znajomosci wartosci poczatkowych ya<O1,...,y <OL

3. Zasada dekompozycji

Dekompozycja - w sensie, wlakim Jest rozumiana w tym art ltule- polega
na przedstawieniu réwnania ogOlnego <11 w postaci tancucha rownah
czagstkowych. Odpowiada to postepowaniu polegajgcemu na przedstawieniu
przetwornika pomiarowego w postaci tancucha przetwornikéw modelujacych
kolejne fazy przetwarzania wielkosci mierzonej w sposéb zilustrowany na
rys.la. Symbolami u Lun,.N oznaczono wielkosci pomocnicze powstate

w procesie dekompozycji.

a)

b)
Rys.l. Zwiagzki zachodzace miedzy kolejnymi etapami przetwarzania a odpo-
wiadajacymi im etapami odtwarzania po zastosowaniu dekompozycji ogOlnego
modelu przetwornika; al tancuch przetwornikéw powstaty w wwyniku
dekompozycji, bl tancuch algorytmoéw odtwarzania odpowiadajacych kolejnym

etapom przetwarzania

Fig.l. Relationships between succesive steps of processing and suitable

steps of reconstructing after using decomposition of the general model of

the transducer; al chain of transducers provided as a result of decompo-

sition, bl chain of reconstruction algorithms suitable for succesive steps
of processing

Dekompozycja modelu przetwornika pocigga za soba dekompozycje algorytmu

odtwarzania. Jest on w takim wypadku realizowany etapami, przy czym na
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ka2dym etapie dziatania algorytmu wyznaczana Jest kolejno ocena jednej
zmiennej pomocniczej, poczawszy od oceny zmiennej pomocniczej ul-1
a skonczywszy na ocenie wielkosci mierzonej x, co ilustruje rys.lb.

W pracy £11 wykazano, Ze postepowanie takie Jest poprawne ogo6lnie
rowniez, w przypadku wystgpowania nieliniowosci w rdéwnaniu ogélnym. W sy-
tuacji, gdy réwnanie to Jest liniowe koledJnoSé dziatanh opisanych poszcze-
golnymi bloczkami na rys.lb moze by¢ dowolna.

Przykiad 1

Zaktadajac ogolny opis przetwornika w postaci réwnania rézniczkowego

3 rzedu
y<s>$ 2y<2?i— 2yh>_‘_ y = x

mozna Je zapisa¢ w postaci tarficucha dwoéch réwnan

WYyznaczanie oceny wielkosci wejsciowej x realizowane Jest, w tym przy-
padku. w dwoéch etapach. W pierwszym rozwigzywane jest roéwnanie <6>, co
prowadzi do wyznaczania ciagu ocen wartosci chwilowych pomocniczej
wielkosci u zgodnie z nastepujacym algorytmem odtwarzania 2 rzedu

otrzymanym na podstawie ukiadu réwnan <2= i <3=
u<ik> m - i yCK*I>-NMiy<k>-"Ni2?22<e
- > e * jL

V2CKkH> m "2iy<k>+"22y 2Ck>+"2u<k> . >

W drugim etapie rozwigzywane jest rownanie 1 rzedu <5> przy uzyciu

algorytmu w postaci:

XA - N £ UCKkH=> - B ouk>j o, <S»

w  wyniku czego otrzymuje sie oceny wartosci chwilowych przebiegu
wejsciowego x(k>, k*0,l,2,....
Jak wynika z postaci réwnania <9> algorytm -odtwarzania dla przetwornika

1 rzedu Jest zawsze stabilny. Dane zamieszczone w pracy £I3 pozwalaja na
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stwierdzenie, Ze roéwniez algorytm dla przetwornika pomiarowego 2 rzedu w
postaci réwnadé <7> i <8> Jest stabilny.

4. Procedura dekompozycji

Opisana ponizej procedura przedstawienie o0gOlnego réwnania roéZniczko-
wego za pomoca taricucha réwnad nizszego rzadu oparta Jest na wykorzystaniu
operatora roézniczkowania. Ildea tej procedury polega na przeksztatceniu
réwnania roézniczkowego w réwnanie algebraiczne, ktére w tej postaci moze
byé dekomponowane droga dziatali algebraicznych.

Oznaczajac operator roézniczkowania symbolem

® ““ 3t 7 <10=>

zgodnie z ktérym n-pochodna wielkosci y mozna zapisa¢ Jako

y(n)m sny s é‘_}tﬁf
réownanie rézniczkowe <I> mozna przedstawi¢ w postaci algebraicznej jako:
<er—...+ats—|(—)a >y s (b0+P 5+...+b]»S mex . 02}

Zapisujac powyzsze wyrazenie w postaci utamka

v b s™* . *b s+b

o« 2 1 03}

X a""*..+».s+a

i o
mozna go nastepnie - stosujac rozkiad na utamki proste - przeksztalci¢ do
postaci iloczynu utamkéw P, ° mianowniku, co najwyZej rzedu

drugiego. Wyrazenie 03} mozna zatem przedstawi¢ Jako

v u u u y
B e - FF,.P P , <14}

X X ut ui-a ui-t 1* 1

skad otrzymuje sie tahcuch réwnaé czastkowych
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Stosujgac teraz kolejno do réwnan (15) przeksztatcenie odwrotne w stosunku
do opisanego réwnaniem <l10> uzyskuje sia tancuch réwnan roézniczkowych
rzedu nie wyzszego niz drugi. Przedstawiaja one czastkowe
wihasnoSci dynamiczne przetwornika opisywanego ogélnym réwnaniem (1>
Przyktad 2
Roéwnanie roézniczkowe <4> po wprowadzeniu operatora roézniczkowania (10>

przyjmuje posta¢ réwnania algebraicznego:

S*y & 2s2y & 2sy &y e X ae=

Przedstawiajac zaleznos$¢ (16> w postaci utamka uzyskuje sie wyrazenie

ktére po rozbiciu na utamki proste ma postac

18)

Traktujac teraz poszczegodlne ulamki wyrazenia CI8> Jako operatorowy zapis
réwnania roézniczkowego, po przejsciu na odpowiadajgcy im zapis czasowy
uzyskuje sie rozdzielenie roéwnania ogélnego <4> na réwnowazny ‘taricuch

réwnan roézniczkowych <5> i <6

5. Podstawowe parametry charakteryzujgace niedoktadnos$é¢ odtwarzania

Mozna wyrézni¢é dwa podstawowe parametry okres$lajace dokitadnos¢é algoryt-
mu. Charakteryzujag one btedy wihasne algorytmu oraz wiasnoSci algorytmu w
trakcie przenoszenia bledéw danych wejsciowych na wyjScie.

Bltedy wnoszone przez algorytm w procesie odtwarzania wynikaja =z
iaktu, ze algorytm dziata na danych dyskretnych bedacych wartosciami
chwilowymi przebiegu wyjsciowego przetwornika, zatem .przy tworzeniu
dyskretnego modelu przetwornika zachodzi koniecznos$¢ stosowania aproksyma-
cji przebiegu wejsciowego miedzy chwilami dyskretyzacji. Btedy te nazywane
btedami modelowymi (dyskretyzacji> poddano analizie w pracy 113 Zalezg
one od wielu czynnikéw, m.in. od okresu dyskretyzacji i szybkoSci zmian
przebiegu wejsciowego. Dogodnym w praktyce parametrem charakteryzujacym
niedoktadnos$¢ odtwarzania dla btedu modelowego jest amplituda réznicy
przebiegu odtworzonego i wejsciowego przy zastosowaniu wymuszenia sinusoi-
dalnie zmiennego. Na rys.2 (krzywa b> pokazano przyktadowag zaleznos¢ tej
amplitudy w funkcji wzglednej czestotliwosci dyskretyzacji f~ dla wybra-

nych wartosci parametréw dynamicznych przetwornika 3 rzedu oraz sinusoi-
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dalnego przebiegu wejsciowego o puisacji wzglednej 0° = 0,5 i jednostkowej
amplitudzie. Przyjeto przy tym, Ze rozwazany przetwornik 3 rzedu daje sie

przedstawi: w postaci tancucha przetwornikéw: 1 rzedu o statej czasowej r

oraz 2 rzedu o puisacji naturalnej i stopniu tlumienia fi. Zatem
pulsacja wzgledna a° rozumiana Jest tutaj Jako stosunek v>/v>o gdzie a jest
pulsacja przebiegu wejsciowego. Natomiast wzgledna czestotliwosé
dyskretyzacji L gdzie frf Jest czestotliwoscia dyskretyzacji,
f - czestotoliwos$cia przebiegu wejsciowego.

Rys.2. Zaleznosci charakteryzujace niedoktadnos¢ odtwarzania w  funkcji
czestotliwosci dyskretyzacji fe; a> wypadkowa niedoktadnos¢ vwnikow
odtwarzania, b) amplituda btedu modelowego, c> wariancja bltedéw

przypadkowych na wyjsciu
Fig.2 Relationships describing accuracy of reconstruction in relation to
the discretization period f ; a) resultant uncertainty of results after

correction, b> amplitude model error, c> variance of output errors

Algorytmy odtwarzania Jako realizujgce tzw. zadania odwrotne £51 cechu-
je z reguty wzmacnianie bledOw przypadkowych danych wejsciowych. Oznacza
to w pewnym uproszczeniu, =& wariancja bltedOw wynikéw wyjsciowych jest
wieksza od wariancji bledOw danych Parametrem charakteryzujacym wzmacnia-

nie bledOw przypadkowych przez algorytm moZe by¢é w tym przypadku stosunek
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niepewnosci granicznej danych na wyjsciu i  wejsciu algorytmu.

Zjawisko wzmacniania bledéw ilustruje krzywa c¢ na rys.2 przedstawiajag-
ca niepewnos$¢ graniczna wynikéw wyjsciowych przy zatozeniu, Se dane wejs$-
ciowe maja rozktad normalny o odehyleniu standardowym O * 0,001 oraz

wartosci Sredniej rOwneJ zero.

6. Wphw dekompozycji na dokitadnos$¢ odtwarzania

Niedoktadno$¢ odtwarzania mozna scharakteryzowacé¢ okres$lajac wypadkowy
btad danych wyjsciowych. Pomijajac mniej znaczace zrOdia bltedébw mozna
przyja¢, Se na blad ten naktadaja sie bledy Ilosowe przenoszone przez
algorytm oraz biedy witasne algorytmu, ktCre maja charakter systematyczny.
Przyjmujac, Se miarg niedoktadnosci Jest geometryczna suma amplitudy btedu
modelowego i niepewnosci granicznej btedu przypadkowego przykitadowg
zaleZnoS¢ niedoktadnosci odtwarzania w funkcji czestotliwosci dyskretyza-
cji przedstawiono na rys.2 w postaci krzywej a Uzasadnienie takiego spo-
sobu sktadania bledOw przedstawiono w pracy (A1

Udziat poszczegdélnych skiadnikéw w niedoktadnosci wypadkowej Jest rOZny
i zaleZy gtownie od czestotliwosci dyskretyzacji, parametrow przetwornika
oraz wariancji btedéw przypadkowych danych wejsciowych. Wphw tych czynni-
kéw zbadano w pracy [43, tutaj przedstawiono Jedynie wpltyw czestotliwosci
dyskretyzacji na doktadnos$¢ algorytmu przed i po z: ‘-osowaniu dekompozycji
dla statych wartosci pozostatych parametréw. Rys.3 przedstawia wypadkowag

niedoktadnosé¢ wynikéw odtwarzania dla algorytmu bez dekompozycji akrzy-

wa a> i z dekompozycja (krzywab) w funkcji czestotliwosci dyskretyzacji.
Charakterystyczne Jest to. Ze po zastosowaniu dekompozycji minimum
niedoktadnosci wynikéw odtwarzania Jest wieksze i Jest osiggane przy

wiekszej czestotliwosci dyskretyzacji niZ ma to miejsce dla algorytmu bez
dekompozycji.

Inna sytuacje przedstawia rys.4, na ktorym przedstawiono niedoktad-
nosci wypadkowe dla zmienionych parametréow przetwornika (podanych na
rysunku), wskutek czego algorytm bez dekompozycji (krzywa a> staje sie
niestabilny. Zastosowanie dekompozycji pozwala na uzyskanie stabilnego
algorytmu odtwarzania, dla ktérego mozliwy Jest dobdér takich warunkéw, aby

uzvskaC minimalna niedokitadno$¢ przetwarzania.
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Rys.3. Wypadkowa niedoktadnos¢é wynikéw po korekcji dla: a> aJ”oryim baz
dekopozycji wiasnosci dynamicznych przetwornika, b> algorytm po zastosowa-
niu dekompozycji

Fig.3 Resultant uncertainty of results after correction for; a> the algo-
rithm without decomposition of dynamic properties of the transducer,
b) the algorithm with the decomposition



Rys.4. Wypadkowa niedoktadnos¢ wynikébw po korekcji dla; a) algorytmu bez
dekompozycji wilasnosci dynamicznych przetwornika, b> algorytm po zastawa-

niu dekompozycji Clinia przerywana - niestabilnos¢ algorytmu)
Fig.4. Resultant uncertainty of results after correction for; a) the algo-
rithm without decomposition of dynamic properties of the transducer,
b) the algorithm with the decomposition <the interleaving line sings

(instability of the algorithm)

7. Uwagi korncowe

Przedstawiona metoda dekompozycji pozwala na uzyskanie stabilnych
algorytmoéw odtwarzania dla przetwornikéw pomiarowych, dla ktérych roéwnanie
rézniczkowe <1) modelujace wiasciwosci dynamiczne przetwornika ma wszys-
tkie wspodtcznynnilci asi o rézne od zera. Oznacza to, Ze praktycznie
dla wszystkich przetwornikéw pomiarowych, ktére maja slcohczona.i rézng od
zera wartoS¢ czutosci statycznej, daje sie budowac¢ stabilne algorytmy od-
twarzania oparte na rozwiazywaniu roéwnania stanu. Niemniej Jednak nalezy
stwierdzi¢, Ze w pewnych specyficznych sytuacjach, gdy wykorzystuje sie
opisane algorytmy do roézniczkowania danych 121, moze wystgpi¢ niestabil-

nos$é, ktdédrej nie da sie usungé¢ droga dekompozycji.



Stosowanie dekompozycji pogarsza wilasnosci metrologiczne algorytmu,
a mianowicie osiggane minimum niedoktadnosci wypadkowej Jest wieksza i
Jest uzyskiwane dla wiekszej czestotliwos$ci dyskretyzacji niz dla algoryt-
mu bez dekompozycji. Wynika stad wniosek, Ze dekompozycje naleZy stosowac
Jedynie wtedy, gdy Jest to konieczne, przede wszystkim w przypadku wystag-
pienia niestabilnosci algorytmu.
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AEKOMn03HUHfl HHHAMHHECKMX CBOHCTB H3MEPHTEJ1bHOr0 nPEOBPA30BATEJI8
JUIB UEJIEH METOHA BOCCTAHOBJIEHH3 OCHOBAHHOrO HA PEDEHHM
fIMCKPEXHOrO yPABHEHHH COCTOHHHH

Pe3nme

AjiropHTH BOCCTBHOBIJieHS AHHBEKHECOHX BXOAHIX CHTHRIIOB H3HepHTejibHoDC
npeo6pa30BaTejieH ockOBBHUft Ha peneHVH ypaBHeHHH  cocTo'niiHH — kobbt b
HexoTopux ycJioBHNnx CTBHOBHTOCAl HeycToisHBUN. CAHH H3 cnocoSoB npoTHBOuefi-
cTBHl TOHy rpefiyeT nosranHoro BunojmeHHfl aJiropHTVa ¢  npHHeHeHHBH  60Jiee
npocTbix ycToflHHBuUx ajiropwTHOB Ha xaxqoH 3Tane. O-mpaBHOfi tonmkoJdS Taxoro
cJieAosaHH(fl HBJiHeTcs  AeKonnosHUHH oémero  AH$$epeHUHaJdibHoro  ypaBHeHHH
onHCUBamgero WHaKHiecxHe CBoiiCTBa npeoSpaaoBaTediH Ha uenb ypaBHeHHf
HH3mMero nopHAXxa, Ha ocHose xoTopux nocTpoeHw nacTHVIHWe ajiropHTNU
BOCCTaHOBJIBHH TaxXOB nouxoff BJMET owaxo Ha TOMHOCIb BOCCT3HOBIIBHHH
B cTaTbe onHcaH neTOA nexoHno3HUHH co3AaHuB no o6pasuy cnocoSoB
npHHBHneHux B  onepaTopHOM hchhcjibhhh Jlanjiaca. tipoBeaeHa nonuTxa
onpexielietHHH bjihshhh Taxoii AexoHno3HUHH na rjiaBHue napaHerpu ajiropHTHa
BOCCTaHOBJieHHHH OnpeneliHlomHe ero TOMHOCTb.

DECOVPCSITION OF DYNAMIC PROPERTIES OF A TRANSDUCER
DESIGNED FOR THE RECONSTRUCTION METHCD BASED OGN SOLMING
THE DISCRETE STATE EQUETION

Summary

The reconst.ruct.ion algorithm for dynamic Input quantities of transdu-
cers based on solving the discrete state equation can ba unstable under
specific measurement conditions. One of the methods counteracting the
unstability consists in realizing the reconstruction step by step using
a few simpler but stable algorithms. The starting point of such a procedu-
re is decomposition of the differential equation describing generally
dynamic properties of the transducer to a chain of low order equations on
the base of which the partial reconstruction algorithms are constructed.
Such a decomposition has an effect on accuracy of output data. In the
paper the decomposition method base on the calculus specific for Laplace
operator is described and an attempt to characterize influence of such

a method on accuracy of the reconstruction procedure is undertaken.
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