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Streszczenie. Algorytm odtwarzania dynamicznych przebiegów 
wejściowych przetworników pomiarowych oparty na rozwiązywaniu
równania stanu może być w pewnych warunkach pomiarowych niestabilny. 
Jeden ze sposobów przeciwdziałania temu zjawisku polega na
realizacji algorytmu etapami: wykonując kolejno działania cząstkowe
według prostszych, stabilnych algorytmów. Punktem wyjścia takiego 
postępowania Jest dekompozycja ogólnego równania różniczkowego, 
opisującego własności dynamiczne przetwornika, na łahcuch równań
rzędu niższego, na podstawie których budowane są cząstkowe algorytmy 
odtwarzania. Takie postępowanie ma Jednak wpływ na dokładność 
odtwarzania. Celem artykułu Jest przedstawienie metody dekompozycji 
wzorowanej na sposobach stosowanych w rachunku operatorowym
Laplace’a oraz podjecie próby scharakteryzowania wpływu takiej 
dekompozycji na podstawowe parametry algorytmu odtwarzania 
określające Jego dokładność.

1. Wstęp

Jedna z metod odtwarzania, ogólnie scharakteryzowanych w pracy I3J, 

polega na zastosowaniu rozwiązywania równania stanu celem uzyskania 

wartości chwilowych przebiegu dynamicznej wielkości wejściowej przetwor­

nika pomiarowego na podstawie spróbkowanego przebiegu wejściowego tego 

przetwornika (11. Metodę tę  cechuje prostota działań numerycznych a zatem 

względnie duża szybkośC realizacji. Jednak tego rodzaju algorytm 

odtwarzania może byC w pewnych warunkach pomiarowych niestabilny, w 

szczególności dotyczy to  przetworników rzędu wyższego niż drugi (21. 

Przeciwdziałanie temu zjwisku może polegać m.in. na realizacji odtwarzania 

etapami, drogą kolejnego wykonywania działań cząstkowych zgodnie z 

prostymi, stabilnymi algorytmami. Punktem wyjścia do tego rodzaju 

działania jest dekompozycja ogólnego równania różniczkowego, opisującego 

własności dynamiczne przetwornika, na łahcuch równań rzędu niższego, na 

podstawie których budowane są cząstkowe algorytmy odtwarzania. W dalszym
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ciągu opisano metodę dekompozycji wzorowanej na sposobach stosowanych w 

rachunku operatorowym Laplace’a oraz scharakteryzowano wpływ takiej 

dekompozycji na podstawowe parametry algorytmu określające niedokładność 

odtwarzania.

2. Opis algorytmu

Rozpatrywany algorytm odtwarzania uzyskuje się  wychodząc z załoZenia, 

Ze własności dynamiczne przetwornika opisywane są zwyczajnym, liniowym 

równaniem różniczkowym rzędu n:

<n> <rt-4> <4> <4> .«  <m> v
y +a y ♦...♦a y +y ■ b x+b x x , Cl)
7 - r» -4  4  0  4  m

gdzie x jest zmienną w czasie wielkością wejściową przetwornika, y - jego 

wielkością wyjściową, a ,...a , b ,b ,...b , -  stałymi współczynnikami
i  r>—1 0  4 m

równania i zachodzi m<n.

Zgodnie z definicją podaną w pracy £33 odtwarzanie moZna traktować jako 

rozwiązywanie równania odwrotnego do równania opisującego proces 

przetwarzania pomiarowego. Dla opisu własności przetwornika w postaci 

równania rOZniczkowego Cl) tak zdefiniowane odtwarzanie stanowi procedurą 

rozwiązywania tego równania ze względu na wielkość wejściową x. Metode 

rozwiązania opartą na zapisie równania Cl) w postaci dyskretnego równania 

stanu - opisaną w pracy £13 -  cechuje prostota numeryczna a zatem

względnie krótki czas realizacji algorytmu. W wyniku rozwiązywania 

dyskretnego równania stanu ze względu na wielkość wejściową x uzyskuje sie  

algorytm odtwarzania w postaci rekurencyjnego układu równań.:

x(k> -  1 JyCk-«>-^ł i y<k>-^iai a< k>-...-^ in ?nCk>j , C2>

y Ck+1 > * i> y<k>+p y <k>+.. .+*> y (k)+y x<k>
2 21  2 2  2 2 n  n  ^ 2

: : <3>

y tk+1) ■ y(k>+*> y <k>+...+e y <k)+y xck> ,
T\ r M 7 pi2 2 nr> 'r, ’

gdzie vtk> Jest. oceną wielkości wejściowej w chwili t  = kT, T jest. okresem

dyskretyzacji, k - numerem chwili dyskretyzacji, k=0>l,..,y2Ck},...,ŷ <k>

ocenami zmiennych stanu, y<k>, y<k+l> - wynikami pomiaru wielkości wyjś­

ciowej przetwornika odpowiednio w chwilach k i k-M. Dla stałego okresu 

dyskretyzacji T współczynniki rOwnali

przyjmują stałe wartości.
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Algorytm działa w dwóch etapach. W pierwszym wyznaczana jest ocena 

wielkości wejściowej x<k> zgodnie z zależnością <21 na podstawie wyników 

pomiarowych y<kl, y<k+l} oraz ocen zmiennych stanu przechowywanych z 

poprzednich krokOw obliczeń. W drugim etapie zgodnie z równaniami C3>
A A

obliczane są oceny zmiennych stanu y2<k+ll,...,y <k+ll celem uZycia ich do 

kolejnego kroku działania algorytmu. Rozpoczęcie obliczeń wymaga
A. A.

znajomości wartości początkowych ya<01,...,y <01.

3. Zasada dekompozycji

Dekompozycja - w sensie, w Jakim Jest rozumiana w tym art ltule - polega

na przedstawieniu równania ogOlnego <11 w postaci łańcucha rOwnah

cząstkowych. Odpowiada to postępowaniu polegającemu na przedstawieniu 

przetwornika pomiarowego w postaci łańcucha przetworników modelujących 

kolejne fazy przetwarzania wielkości mierzonej w sposób zilustrowany na 

rys.la. Symbolami u , u^,...,^ oznaczono wielkości pomocnicze powstałe

w procesie dekompozycji.

a)

b)

Rys.l. Związki zachodzące miedzy kolejnymi etapami przetwarzania a odpo­
wiadającymi im etapami odtwarzania po zastosowaniu dekompozycji ogOlnego 
modelu przetwornika; a l łańcuch przetworników powstały w wyniku 
dekompozycji, bl łańcuch algorytmów odtwarzania odpowiadających kolejnym

etapom przetwarzania 
Fig.l. Relationships between succesive steps of processing and suitable 
steps of reconstructing after using decomposition of the general model of 
the transducer; al chain of transducers provided as a result of decompo­
sition, bl chain of reconstruction algorithms suitable for succesive steps

of processing

Dekompozycja modelu przetwornika pociąga za sobą dekompozycje algorytmu 

odtwarzania. Jest on w takim wypadku realizowany etapami, przy czym na
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ka2dym etapie działania algorytmu wyznaczana Jest kolejno ocena jednej 

zmiennej pomocniczej, począwszy od oceny zmiennej pomocniczej u1- 1 

a skończywszy na ocenie wielkości mierzonej x, co ilustruje rys.Ib.

W pracy £11 wykazano, źe postępowanie takie Jest poprawne ogólnie 

również, w przypadku występowania nieliniowości w równaniu ogólnym. W sy­

tuacji, gdy równanie to  Jest liniowe koleJnoSó działań opisanych poszcze­

gólnymi bloczkami na rys.Ib może być dowolna.

Przykład 1

Zakładając ogólny opis przetwornika w postaci równania różniczkowego 

3 rzędu

<»> . . <2>. łi>, ...y ♦ 2y + 2y + y ■ x , <4>

można Je zapisać w postaci łańcucha dwóch równań

<5>

C6>

Wyznaczanie oceny wielkości wejściowej x realizowane Jest, w tym przy­

padku. w dwóch etapach. W pierwszym rozwiązywane jest równanie <6>, co 

prowadzi do wyznaczania ciągu ocen wartości chwilowych pomocniczej 

wielkości u zgodnie z następującym algorytmem odtwarzania 2 rzędu 

otrzymanym na podstawie układu równań <2> i <3>:

u<k> ■ - i  yCk*l>- ł̂iy<k>- î2?2<k>
*■ *» »* *

y2Ck+l> ■ ^2iy<k>+̂ 22y2Ck>+̂ 2u<k> . <8>

W drugim etapie rozwiązywane je st  równanie 1 rzędu <5> przy użyciu 

algorytmu w postaci:

xCk> -   ̂ £ uCk+l> - i> u<k> j , <S»

w wyniku czego otrzymuje sie  oceny wartości chwilowych przebiegu 

wejściowego x(k>, k*0,l,2,....

Jak wynika z postaci równania <9> algorytm -odtwarzania dla przetwornika 

1 rzędu Jest zawsze stabilny. Dane zamieszczone w pracy £13 pozwalają na

]■
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stwierdzenie, Ze również algorytm dla przetwornika pomiarowego 2  rzędu w 

postaci równaó <7> i <8> Jest stabilny.

4. Procedura dekompozycji

Opisana poniżej procedura przedstawienie ogOlnego równania róZniczko- 

wego za pomocą łańcucha równaó niższego rządu oparta Jest na wykorzystaniu 

operatora różniczkowania. Idea te j  procedury polega na przekształceniu 

równania różniczkowego w równanie algebraiczne, które w tej postaci może 

byó dekomponowane drogą działali algebraicznych.

Oznaczając operator różniczkowania symbolem

® “ 3t ’ <10>

zgodnie z którym n-pochodną wielkości y można zapisać Jako :

(n) n /4jvy m s  y , £11)

równanie różniczkowe <1> można przedstawić w postaci algebraicznej jako:

<sn+...+a s+a >y s  (b +b s+...+b s m>x . 02}t o  o t  1»

Zapisując powyższe wyrażenie w postaci ułamka 

y b s™*.. .*b s+b
_ « _2__________1 ° 03}
x a "*...+» s+a i o

można go następnie - stosując rozkład na ułamki proste - przekształcić do 

postaci iloczynu ułamków P , °  mianowniku, co najwyZej rzędu

drugiego. Wyrażenie 03} można zatem przedstawić Jako

y u u' u y
-  -  - i  — ... -1-—  •  F F „. P P , <14}
x x ut  u i -a u i - t  1 * ,_ ł 1

skąd otrzymuje sie  tahcuch równaó cząstkowych

-  F , <15>
x i

y
  -  F
j ii - i
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Stosując teraz kolejno do równań (15) przekształcenie odwrotne w stosunku 

do opisanego równaniem <10> uzyskuje sią łańcuch równań różniczkowych 

rzędu nie wyższego niż drugi. Przedstawiają one cząstkowe 

własnoSci dynamiczne przetwornika opisywanego ogólnym równaniem (1>.

Przykład 2

Równanie różniczkowe <4> po wprowadzeniu operatora różniczkowania (10> 

przyjmuje postać równania algebraicznego:

s*y ♦ 2s2y ♦ 2sy «*- y •  x (16>

Przedstawiając zależność (16 > w postaci ułamka uzyskuje sie wyrażenie

które po rozbiciu na ułamki proste ma postać

<17>

(18)

Traktując teraz poszczególne ułamki wyrażenia C18> Jako operatorowy zapis 

równania różniczkowego, po przejściu na odpowiadający im zapis czasowy 

uzyskuje sie  rozdzielenie równania ogólnego <4> na równoważny łańcuch 

równań różniczkowych <5> i <6>.

5. Podstawowe parametry charakteryzujące niedokładność odtwarzania

Można wyróżnić dwa podstawowe parametry określające dokładność algoryt­

mu. Charakteryzują one błędy własne algorytmu oraz własnoSci algorytmu w 

trakcie przenoszenia błędów danych wejściowych na wyjScie.

Błędy wnoszone przez algorytm w procesie odtwarzania wynikają z 

i aktu, że algorytm działa na danych dyskretnych będących wartościami 

chwilowymi przebiegu wyjściowego przetwornika, zatem . przy tworzeniu 

dyskretnego modelu przetwornika zachodzi konieczność stosowania aproksyma­

cji przebiegu wejściowego miedzy chwilami dyskretyzac ji. Błędy te  nazywane 

błędami modelowymi (dyskretyzacji> poddano analizie w pracy 113. Zależą 

one od wielu czynników, m.in. od okresu dyskretyzac ji i szybkoSci zmian 

przebiegu wejściowego. Dogodnym w praktyce parametrem charakteryzującym 

niedokładność odtwarzania dla błędu modelowego je s t  amplituda różnicy 

przebiegu odtworzonego i wejściowego przy zastosowaniu wymuszenia sinusoi­

dalnie zmiennego. Na rys.2 (krzywa b> pokazano przykładową zależność te j  

amplitudy w funkcji względnej częstotliwości dyskretyzac ji f^ dla wybra­

nych wartości parametrów dynamicznych przetwornika 3 rzędu oraz sinusoi-

-  50 -



dalnego przebiegu wejściowego o puisacji względnej 0 ° = 0,5 i jednostkowej 

amplitudzie. Przyjęto przy tym, Ze rozważany przetwornik 3 rzędu daje sie 

przedstawi: w postaci łańcucha przetworników: 1 rzędu o stałej czasowej r 

oraz 2 rzędu o puisacji naturalnej i stopniu tłumienia f i. Zatem

pulsacja względna a °  rozumiana Jest tutaj Jako stosunek v>/v> , gdzie a  jestO
pulsacja przebiegu wejściowego. Natomiast względna częstotliwość 

dyskretyzacji f “ * gdzie f rf Jest częstotliwością dyskretyzacji,

f - czestotoliwością przebiegu wejściowego.

Rys.2. Zależności charakteryzujące niedokładność odtwarzania w funkcji 
częstotliwości dyskretyzacji f°; a> wypadkowa niedokładność wyników

odtwarzania, b) amplituda błędu modelowego, c> wariancja błędów
przypadkowych na wyjściu 

Fig.2 Relationships describing accuracy of reconstruction in relation to 
the discretization period f  ; a) resultant uncertainty of results after

correction, b> amplitude model error, c> variance of output errors

Algorytmy odtwarzania Jako realizujące tzw. zadania odwrotne £51 cechu­

je z reguły wzmacnianie błedOw przypadkowych danych wejściowych. Oznacza 

to w pewnym uproszczeniu, ±& wariancja błedOw wyników wyjściowych jest 

większa od wariancji błedOw danych Parametrem charakteryzującym wzmacnia­

nie błedOw przypadkowych przez algorytm moZe być w tym przypadku stosunek
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niepewności granicznej danych na wyjściu i wejściu algorytmu.

Zjawisko wzmacniania błędów ilustruje krzywa c na rys.2 przedstawiają­

ca niepewność graniczną wyników wyjściowych przy założeniu, Se dane wejś­

ciowe mają rozkład normalny o odęhyleniu standardowym Ó  * 0,001 oraz

wartości Średniej rOwneJ zero.

6. Wpływ dekompozycji na dokładność odtwarzania

Niedokładność odtwarzania można scharakteryzować określając wypadkowy 

błąd danych wyjściowych. Pomijając mniej znaczące zrOdła błędów można 

przyjąć, Se na błąd ten nakładają sie błędy losowe przenoszone przez 

algorytm oraz biedy własne algorytmu, ktCre mają charakter systematyczny. 

Przyjmując, Se miarą niedokładności Jest geometryczna suma amplitudy błędu 

modelowego i niepewności granicznej błędu przypadkowego przykładową 

zaleZnoS ć niedokładności odtwarzania w funkcji częstotliwości dyskretyza- 

cji przedstawiono na rys .2 w postaci krzywej a. Uzasadnienie takiego spo­

sobu składania błedOw przedstawiono w pracy (11.

Udział poszczególnych składników w niedokładności wypadkowej Jest rOZny 

i zaleZy głownie od częstotliwości dyskretyzacji, parametrów przetwornika 

oraz wariancji błędów przypadkowych danych wejściowych. Wpływ tych czynni­

ków zbadano w pracy [43, tutaj przedstawiono Jedynie wpływ częstotliwości 

dyskretyzacji na dokładność algorytmu przed i po z: '-osowaniu dekompozycji

dla stałych wartości pozostałych parametrów. Rys .3 przedstawia wypadkową

niedokładność wyników odtwarzania dla algorytmu bez dekompozycji C krzy­

wa a> i z dekompozycją (krzywa b) w funkcji częstotliwości dyskretyzacji.

Charakterystyczne Jest to. Ze po zastosowaniu dekompozycji minimum 

niedokładności wyników odtwarzania Jest wieksze i Jest osiągane przy 

większej częstotliwości dyskretyzacji niZ ma to miejsce dla algorytmu bez 

dekompozycji.

Inną sytuacje przedstawia rys. 4, na którym przedstawiono niedokład­

ności wypadkowe dla zmienionych parametrów przetwornika (podanych na 

rysunku), wskutek czego algorytm bez dekompozycji (krzywa a> staje  sie  

niestabilny. Zastosowanie dekompozycji pozwala na uzyskanie stabilnego 

algorytmu odtwarzania, dla którego możliwy Jest dobór takich warunków, aby 

uzvskaC minimalną niedokładność przetwarzania.
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Rys.3. Wypadkowa niedokładność wyników po korekcji dla: a> aJ^oryim baz
dekopozycji własności dynamicznych przetwornika, b> algorytm po zastosowa­

niu dekompozycji

Fig.3 Resultant uncertainty of results after correction for; a> the algo­
rithm without decomposition of dynamic properties of the transducer,

b) the algorithm with the decomposition



Rys.4. Wypadkowa niedokładność wyników po korekcji dla; a) algorytmu bez 
dekompozycji własności dynamicznych przetwornika, b> algorytm po zastawa­

niu dekompozycji Clinia przerywana -  niestabilność algorytmu)
Fig.4. Resultant uncertainty of results a fter correction for; a) the algo­
rithm without decomposition of dynamic properties of the transducer, 
b) the algorithm with the decomposition <the interleaving line sings

(instability of the algorithm)

7. Uwagi końcowe

Przedstawiona metoda dekompozycji pozwala na uzyskanie stabilnych 

algorytmów odtwarzania dla przetworników pomiarowych, dla których równanie 

różniczkowe <1) modelujące właściwości dynamiczne przetwornika ma wszys­

tkie współcznynnilci a - ,...,a różne od zera. Oznacza to , Ze praktycznie»V-l O
dla wszystkich przetworników pomiarowych, które maja slcohczona. i różną od 

zera wartoSć czułości statycznej, daje s ie  budować stabilne algorytmy od­

twarzania oparte na rozwiązywaniu równania stanu. Niemniej Jednak należy 

stwierdzić, Ze w pewnych specyficznych sytuacjach, gdy wykorzystuje sie  

opisane algorytmy do różniczkowania danych 121, może wystąpić niestabil­

ność, której nie da sie  usunąć droga dekompozycji.
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Stosowanie dekompozycji pogarsza własności metrologiczne algorytmu, 

a mianowicie osiągane minimum niedokładności wypadkowej Jest większa i 

Jest uzyskiwane dla wiekszej częstotliwości dyskretyzacji niż dla algoryt­

mu bez dekompozycji. Wynika stąd wniosek, Ze dekompozycje naleZy stosować 

Jedynie wtedy, gdy Jest to konieczne, przede wszystkim w przypadku wystą­

pienia niestabilności algorytmu.
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AEK0Mn03HUHfl HHHAMHHECKMX CBOHCTB H3M EPHTEJ1bH0r0 nPE0B PA 30BA TEJI8 

JUIB UEJ1EH METOHA BOCCTAHOBJIEHH3 OCHOBAHHOrO HA PEDEHHM 

flMCKPEXHOrO yPABHEHHH COCTOHHHH

P e  3 n  m e

AjiropHTH BOCCTBHOBJieHHS AHHaKHHeCXHX BXOAHUX CHTHaJIOB H3HepHTejIbHbDC 

npeo6pa30BaTejieH ocKOBBHuft Ha pemeHMH ypaBHeHHH cocTo'n.iHH kobbt b 

HexoTopux ycJioBHnx CTBHOBHTbCfl HeycToisHBUN. OflHH H3 cnocoSoB npoTHBOuefi- 

cTBHfl TOHy rpefiyeT nosranHoro BunojmeHHfl aJiropHTMa c npHHeHeHHBH 6oJiee 

npocTbix ycToflHHBux ajiropwTHOB Ha xaxqoH 3Tane. 0-rnpaBHOfi tomkoJS Taxoro 

cJieAosaHHfl HBJiHeTcs AeKonnosHUHH o6mero AH$$epeHUHaJibHoro ypaBHeHHH 

onHCUBamgero WHaKHiecxHe CBoiiCTBa npeoSpaaoBaTeJiH Ha uenb ypaBHeHHfl 

HH3mero nopHAxa, Ha ocHose xoTopux nocTpoeHw nacTHMHwe ajiropHTNU 

BOCCTaHOB JIBHHH. TaXOB nOUXO ff B-JIMHeT owaxo Ha TOMHOCTb BOCCT3HOBJIBHHH.

B cTaTbe onHcaH neTOA nexoHno3HUHH co3AaHuB no o 6 p a su y  cnocoSoB  
npHHBHneHux B onepaTopHOM hchhcjibhhh JIan jiaca. tlpoBeaeHa nonuTxa 
onpexieJieHHH bjihshhh Taxoii AexoHno3HUHH na rjiaBH ue n ap aH erp u  ajiropHTHa 
BOCCTaHOBJieHHHH O npene JIHIomHe e r o  TOMHOCTb.

DECOMPOSITION OF DYNAMIC PROPERTIES OF A TRANSDUCER 

DESIGNED FOR THE RECONSTRUCTION METHOD BASED ON SOLVING 

THE DISCRETE STATE EQUETION

S u m m a r y

The reconst.ruct.ion algorithm for dynamic Input quantities of transdu­

cers based on solving the discrete s ta te  equation can ba unstable under 

specific measurement conditions. One of the methods counteracting the 

unstability consists in realizing the reconstruction step by step  using 

a few simpler but stable algorithms. The starting point of such a procedu­

re is  decomposition of the differential equation describing generally 

dynamic properties of the transducer to  a chain of low order equations on 

the base of which the partial reconstruction algorithms are constructed. 

Such a decomposition has an e ffec t on accuracy of output data. In the 

paper the decomposition method base on the calculus specific for Laplace 

operator is  described and an attempt to  characterize influence of such 

a method on accuracy of the reconstruction procedure is  undertaken.
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