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ZASTOSOWANIE POLANALITYCZNEJ WERSJI METODY
ELEMENTOW SKONCZONYCH W ANALIZIE STATYCZNEJ
PODLOZA GRUNTOWEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono podstawowe zatozenia, algorytm rozwigzania i ko-
rzy$ci wynikajace z zastosowania wersji pétanalitycznej metody elementéw skoriczonych w
analizie statycznej podtoza gruntowego uwarstwionego horyzontalnie.

STATIC ANALYSIS OF THE SOIL SUBSTRATUM BY MEANS OF THE
SEMI-ANALYTIC FINITE ELEMENT METHOD

Summary. The paper presents: basic formulations , a solution algorithm and advantages of
the semi-analytic finite element method applied to the multi horizontal layer soil substratum.

1. Wprowadzenie

Zagadnienie prawidtowego modelowania masywu gruntowego, odzwierciedlajacego wier-
nie jego rzeczywistg prace statyczna, jest zagadnieniem stosunkowo trudnym, m in. z powodu
wiasciwosci sprezysto-plastycznych i niejednorodnosci osrodka gruntowego. Osobny problem
stanowi czesto znaczny rozmiar formutowanego zadania, bedacego z natury zadaniem prze-
strzennym; tylko w nielicznych przypadkach, np. dla obliczehA przyblizonych, mozemy sie za-
dowoli¢ uproszczeniem polegajacym na przyjeciu ptaskiego stanu naprezenia lub odksztatcenia
(2D), kazde za$ zadanie w stanie tréjwymiarowym (3D) wymaga dostepu do maszyn cyfro-
wych o zwiekszonej mocy obliczeniowej (systemy wieloprocesorowe o duzej wielkosci pa-

mieci operacyjnej), co powoduje, iz koszt obliczeri numerycznych jest duzy.

W niektérych przypadkach korzystanie z wysoko wydajnych systeméw obliczeniowych

staje sie nieekonomiczne; jak np. w rozpatrywanym w pracy przypadku masywu gruntowego
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uwarstwionego w przyblizeniu poziomo. Jesli brak jest dodatkowych niejednorodnosci wynika-
jacych np. z zagtebienia fundamentu, to pole przemieszczei dowolnej warstwy mozna opisa¢

za pomocg niezaleznych od siebie funkcji tworzgcych szereg:
UX) = ¢ ¢ X x(X)-YB(Y)-Z Xo(z) (€]
\=0to-0

gdzie: X=(x,y, z),

X j(x), Ymy)- ciggi diagonalnych macierzy funkcyjnych 3 rzedu,
Z ta(z) - podwdjny cigg wektoréw funkcyjnych.

Niestety,stosunkowo skomplikowane rozwigzania analityczne wyrazenia (1) wpostaci po-
dwojnych catek Fouriera [1] ograniczone sa tylko do przypadku liniowejsprezystosci. Z kolei
przyjecie metody elementéw skonczonych w ujeciu tradycyjnym, opisujagcym pole przemiesz-
czen w obrebie tréjwymiarowego elementu skofczonego za pomocg odpowiednio dobranej
funkcji ksztattu, prowadzi do zadania o znacznym wymiarze i matej efektywnosci numerycz-

nej:

U <)(X) = N (X)-w (e (2)

gdzie: w() = {wjo, ..., w[*\ ..., w”} -jestwektorem przemieszczenh m. weztéw,

N,(x) O 0 j.eiNx O 0 i.eNmx) O 0
NX)= 0 N 0 i.e1 o0 NX 0 i 0 N,(x) 0 -funkcja ksztattu.
0 0 N,x)i.e: o 0 N,(x)j. 0 0 Nnmx)

W przypadku uwarstwionego horyzontalnie masywu gruntowego bardziej ekonomiczne
i wystarczajgco doktadne rozwigzania uzyskuje sie poprzez pewnego rodzaju kombinacje
wymienionych powyzej metod: metody analitycznej wykorzystujaca analize harmoniczng
w kierunkach poziomych z metodg elementéw skoriczonych w kierunku gtebokosci (rys. 1),
wyrazong réwnaniem (3) bedacym podstawg wersji pétanalitycznej MESL1 Znaczacy efek-
tywno$¢ wymienionej wersji uzyskuje sie poprzez redukcje wyjSciowego zadania prze-
strzennego (3D) do zadania 1-wymiarowego (ID), w sposob jaki pokazano w dalszej czesci

artykutu.

1Wersja ta zostata rozwinigta przez Witmera i Kotanchika [8], Wilsona [7] oraz Cheunga [2],
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ux)y=12 z u,Xi 3)
=00 (i)

W pracy przedstawiono podstawowe
zatozenia oraz algorytm rozwigzania uwarstwio-
nego horyzontalnie podtoza gruntowego za po-
moca wersji potanalitycznej MES. Nalezy pod-
kresli¢ wazno$¢ samej metody, jak réwniez
przedstawionych zwigzkéw dla zagadnief spre-
zysto-plastycznych rozwigzywanych w sposob
przyrostowo-iteracyjny, ktére nalezy w tym

Rys. L przypadku przedstawi¢ w postaci przyrostowej.

2. Sformutowanie zagadnienia. Podstawowe zatozenia

Rozpatruje sie wycieta z masywu gruntowego bryle podtoza o wymiarach 4 4 4 (rys 2),
obciazong na gdérnej powierzchni oddziatywaniem q(x) pochodzacym od budowli, roztozonym
na obszarze prostokata. Zaktada sie jednorodno$¢ cech materiatowych w obrebie warstwy

(v,y=const) dopuszczajac liniowg zmienno$¢ modutu Younga po gtebokosci (E=E(z2)).
Na powierzchni goérnej spetnione sa warunki rGwnowagi naprezenia z obcigzeniem

(X), X e0 ( !

XenO -> o(X):|Io_q X 20, gdzie: X = {x.y.z} , (4a)

na brzegu dolnym warunek petnego unieruchomienia
X elIN=> u(X)=0, gdzie:u={u,v,w}T, (4b)

natomiast na brzegach bocznych zachowany jest swobodny poslizg przy braku rozszerzalnosci
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X123~ v(X)=ax- (X)=M X)=°-

Rys.2.

Dodatkowo zachowane musza by¢ warunki zgodnosci przemieszczen i naprezei na styku

warstw

iu(x,y,z*)=u(x,y,z+)
.

la(x.y,z~) =cr(xy.z )

(4d)

Przedstawiong na rysunku 2 bryte podioza dzieli sie na warstwowe elementy skonczone
obejmujace cato$¢ lub cze$¢ warstwy podioza, posiadajace dwie lub wiecej powierzchni we-
ztowych w zaleznos$ci od stopnia przyjetego wielomianu interpolacyjnego (patrz szczeg6t A na

rys.2).

3. Algorytm analizy

Punktem wyjécia do sformutowania zwigzkéw okre$lajgcych stan przemieszczen i naprezen
w obrebie warstwowego elementu skorficzonego jest wyrazenie (3) opisujace aproksymacje

pola przemieszczen, ktére mozna przedstawi¢ w postaci
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S X 'S N,(z)*sinKkx mosco7ty «u XD

X=0u)=0 (i)
A O

u (X,y,z)= ZZZN,(z)-cos*7Cx-sinco7cy v (5)

X=0ci)=0 (i)

A Q
Z Z Z n”™z) scosXnx ecosco7ty sw dn

X=00)=0 (i)

gdzie: u"™ = vF, x =x:1x, y = y:l,,, Nj(z) - jest funkcjg ksztattu dla wezta 'il

(i=1..m) w postaci interpolacyjnej funkcji Lagrange'a stopnia m-1:
Ni=n[(e _Ck)/(Ci“ Ck)j. zaleznej od bezwymiarowej zmiennej ==—(z-z"j,
k=1

—h~lz, zm —zM.I7.

Pole odksztatcen e(e) = okre$lamy na podstawie zwigzkéw
geometrycznych

e=Lu@ = e@@©@=XIXXb< u 6

>:0q:0(i) Am Aoi ( )

gdzie: L - operator ré6znicowy, B - macierz odksztatced, E=),nxy p = coxy

N ,X7 cos S,cos p 0 0
0 Ni(i7tCOSECOSp (o]
2 SN
0 o] -c0s54COST
— (6a)
- N ,771sin”sinp - N7itsin”~sin p
2 8N-
0 - riameos4sinp -— — cosijsinp
i, N
. 2_SN
-N ,A7sin %cos p 0 -sin \ cosp
1 X,

Nastepnie, postugujac sie zwigzkami fizycznymi, mozemy zdefiniowaé stan naprezen dyskret-
nego elementu warstwowego
ow =D.sw =* aw =D |11B wk.u« %)
p=0p=0(k)

gdzie D -jest macierzg sprezystosci, k=1..m.
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Réwnanie metody elementéw skoriczonych, pozwalajace na rozwiazanie problemu, wyprowa-
dza sie analogicznie jak dla wersji klasycznej MES-u, wykorzystujac zasade prac przygotowa-

nych

Je'Ccla (@dV= {(iTry-gdy +Jtu”*y-adS$S (8)
(V) (V) (S)

gdzie: g = (9x,0Y,92}T, g = {ax,qy,qz] sa wektorami sit masowych i powierzchniowych.

Podstawiajac do (8) wyrazenia (5), (6) i (7), po przeksztatceniach otrzymujemy uktad réwnan
K@Om(e =R C)]

w ktéorym: R - wektor réwnowazacych sit weztowych, K - macierz sztywnosci okreslona na-

stepujaco

Kw=izZ 1Z Z 11xXyljiiB ;k D.BrdxdydC (10)

H=0p=0X=0co=0 (i) (k) 00-1

W wyrazeniu (10) w iloczynie Bjgk D B”, wystepujg catki funkcji ortogonalnych przyjmuja-

ce wartosci:

- .—dlaX=p
|sin(Xnx) min(p7tx) mx =j 2

10 dla X* p

r. - . - - —dlam=p L
Jsin(co7iy)-sin(p7ty)-dy 2 (11)
° 0 dlaco*p
. . dla X=p
J cos(X.7ix) -cos(p7ix) mx =<2
[0 dla X* p
1

Joos(coTty)'cos(prty) dy5j2 ¢ © P
0 dlami*p
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Macierz sztywnosci elementu ma zatem budowe pasmowg (rys.3), co pozwala po roztozeniu

obciazenia w szereg Fouriera rozdzieli¢ uktad réwnan (9) o wymiarze 3m(A +1)(Q +1) na

(A +1)(f2 + 1) niezaleznych od siebie réwnan o postaci:

KE-uE=R £

(12)

W ten wiasnie spos6b uzyskuje sie wspomniang wczesniej redukcje zadania przestrzennego

(3D) do zadania jednowymiarowego (ID), osiggajac tym samym znaczng efektywnos$¢ obli-

czen numerycznych.

Rys. 3.

Formowanie macierzy sztywnosci modelu ztozonego z warstwowych elementéw dyskret-

nych jest proste i przebiega wg ponizszej formuty (ilustracje stanowi rysunek umieszczony

obok):

kooik H K Nk ik ee, (i=K)a(ie(e+1)

Krcoik (S ikee (i*kyv(it(e+1)
k €e

11
21
a
3" |granica elementu i
PENGY stwy

%

granica elementu
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Nalezy zwréci¢ uwage, iz dowolny blok macierzy K ~imo postaci (13) sktada sie z wyrazow

okreslonych prostymi funkcjami (14) umozliwiajagcymi przeprowadzenie catkowania w sposéb

analityczny:

azk;, "<bk'2 xk;,

K ~k=-1Jyle XcoK’, m@2KJ2 ooK?j (13)
\k;, coKj

ko=k; 2@ N L(C).NKOd

n = ’ (1+V)(I' 2\'/55((2 !( ) ( e

PR T —— i ,

b AT STV 2w A (QN (O N K(Ode

k3=k;, =k;3=k;2= Hav- / e(C) N;(C) N*(C)dC 14

Bk kB k22 ey -2v) e(C) N;(C) N*(C) (14)

4(2-3v)

12(1+ v)(1- 2

V)JE(QN'(QN((QdC

4, Zakonczenie

Przedstawiony za pomocg wersji p6tanalitycznej metody elementéw skonczonych algorytm
rozwigzania sformutowanego modelu warstw skofAczonych podioza pozwala na efektywne
numerycznie i wystarczajgco doktadne dla zastosowan inzynierskich okre$lenie stanu naprezen
i przemieszczen w masywie gruntowym podtoza. Jednoczes$nie zastosowanie procedur itera-
cyjno-przyrostowych umozliwia uwzglednienie w#asciwosci sprezysto-plastycznych gruntu.
Po zakonczeniu pracy autora nad programem komputerowym, ujmujagcym omdéwione zagad-
nienia pracy statycznej podtoza, co miejmy nadzieje nastapi wkrétce, bedzie mozliwe przed-

stawienie szczeg6towych wynikdw analiz numerycznych.
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Abstract

This paper deals with the problem of the static analysis: of a multi layer substratum sub-
jected to a vertical load in rectangular area. The horizontal layers are linearly deformed and
isotropic. The paper presents: basic formulations, a solution algorithm and advantages with the

application of the semi-analytic finite element method.



