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SYMETRIE PROCESOW TERMOMECHANICZNYCH
W CIALACH WIELOSKELADNIKOWYCH

Streszczenie. Analizuje si¢ symetrie rownan proceséw termomechanicznych, z ktérych
otrzymano twierdzenia o wzajemnos$ci. Twierdzenia te obejmuja zaréwno liniowe, jak i nieli-
niowe przypadki oddziatywania pola mechanicznego z przeptywami ciepta i masy.

SYMMETRIES OF THERMOMECHANICAL PROCESSES IN MULTI-
COMPONENT BODIES

Summary Equations’ symmetries of thermomechanical processes are analysed from which
the reciprocal theorems are obtained The theorems considers both linear and non-linear cases
of relation between mechanical field and the heat-mass flow.

1. Wprowadzenie

Analizowa¢ bedziemy dosy¢ ogélny przypadek oddziatywan pola mechanicznego z prze-
ptywami ciepta i masy w osrodku ciggtym. Problematyka z tego zakresu jest przedmiotem za-
interesowania termomechaniki, bedacej udanym powigzaniem mechaniki i termodynamiki
osrodka ciagtego.

Typowy problem termomechaniki opisywany jest w zasadzie przez trzy grupy réwnan, a
mianowicie:

- réwnania bilanséw,
- rdéwnania tworzjce,
- warunki poczatkowo-brzegowe (lokalizacja zagadnien).

Pierwsza z wymienionych grup réwnan okresla og6lne sposoby oddziatywan p6l. Réwnania
te sg niezalezne od fizycznych wiasciwosci ciata, ktore sa z kolei badane w ramach teorii row-

nan konstytutywnych.
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W niniejszym ujeciu problemu analizowaé¢ bedziemy jedynie symetrie tkwigce w réwnaniach
bilanséw uzyskujac pewng ogdlng postac twierdzenia o wzajemnosci. Posta¢ tego twierdzenia
jest niezalezna od réwnan tworzacych. Stuszne jest wiec ono zaréwno w liniowych i nielinio-
wych réwnaniach fizycznych, a w tym np. dla nieliniowych réwnan taczacych strumienie masy
i ciepta z potami temperatur i potencjatu chemicznego. Podobnie uzyskana zalezno$¢ jest
stuszna takze dla nieliniowej lepkosprezystosci itp. Otrzymujemy wiec wynik o znacznej og6l-
nosci, ktéry wykorzystamy dalej do sformutowania ograniczen, jakie istniejg miedzy pewnym
rzeczywistym procesem termomechanicznym ajego modelem.

Wywod podstawowych zaleznosci, a w tym twierdzenia o wzajemnosci, przedstawimy w
sposob zupetnie elementarny, ktadac nacisk na fizyczng strone problematyki. Mozliwe sg wiec
uogo6lnienia zwigzane zaréwno ze sposobem opisu ruchu w osrodku, jak i z szerszym fizykal-
nym ujeciem problemu, uwzgledniajacym np. oddziatywania pola elektromagnetycznego, fil-

tracji itp.

2. Réwnania bilanséw

Analizowa¢ bedziemy uktad réwnan bilanséw procesu termomechanicznego przebiegajace-
go w ciele wielosktadnikowym. Zawiera on parcjalne bilanse masy, pedu, kretu, energii i en-
tropii. Wystepujace w nim pola sg funkcjami wspo6trzednych przestrzennych i czasu.

Wzmiankowany uktad bilanséw w zapisie przestrzennym przyjmie postac:
- parcjalne bilanse migrujacej masy sktadnika a(a =0,1,....«)

dca
p— =PRa-divr (|)

lub

- pedu
p~r - pf,+dlvo 2)

lub
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- kretu

a=01J g=Xoa

- energii wewnetrznej

du ” fi
3 di m[r+-0:d] -<fiv(q-5>T
lub
p(dU +L/{0+) + vgradU) = pr +a:d- diviqg- X M aj
mentropii
lub

p(dS +s(o,) +\gradS) =~

W réwnaniach bilanséw symbolami pa, ca = p“/ p, pR“, ja, pv = X p“v*' P >°>

a

99

©)

(4)

(5)

PU,

pS, pr, g, Ma, pR > 0 oznaczono kolejno gesto$¢, stezenie, zrodto i strumieri masy sktadnika

(a), predkos¢, site masowa, tensory naprezen i predkosci deformacji, energie wewnetrzng,

entropie, Zrédto i strumien ciepta, potencjat chemiczny oraz wewnetrzne zrodto entropii.

Zwroémy uwage, ze wszystkie z wyszczegolnionych bilanséw majg podobng budowe i o-

kreslajg zmiany w czasie pewnego pola w wyniku dziatania zrodta tegoz sktadnika i strumie-

nia.

Mozemy wiec bilanse te zapisa¢ w postaci jednego rownania macierzowego
¢V .
—-=pF-divA
p at p
gdzie wektory U, pF i A przyjma forme

Ur =[C*,v, v2,v3t/,¢>]

Pr - pRa, pF)0, pF20, pF30, pr +o:d, P + pot

a

ats oo q Ui

(6)
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lub tez w postaci rownowaznej

p(c/lU +u(o+) +ygrad u) = pF - divA 7
gdzie (U7 =\dca, dv, dU, dS]
\ygrad U] = [vgradca, \gradv, vgradU, vgrac7S]

Réwnanie (7) bedace formalnym zapisem bilanséw termomechaniki postuzy dalej do wy-

prowadzenia twierdzenia o wzajemnosci.

3. Twierdzenie o wzajemnosci

Symetria rownania (7) pozwala wydedukowa¢ twierdzenie o wzajemnosci, ktore jest u-
ogOlnieniem odpowiednich relacji znanych z klasycznej mechaniki ciat odksztatcalnych, prze-
ptywoéw ciepta oraz masy.

Rozpatrzymy w tym celu dwa uktady przyczyn i skutkow opisanych wektorami

[pUL pFL AL oraz [pU2, pF2, A2]
Wzmiankowane stany ciata opisane sg przez bilanse

c/Ul . Ju2 .
pT=pF -div A p—d;i—=pF —div A (8)

lub
p(/U' +U ‘(oD +\'gradV' = pF' -divA 1,
p(tfU2 + U2(o+) + v2gra<fu2) = pF2-divA\
Z symetrii rownan bilanséw wynika, ze
PF*U2-divA’*U2+Q"*V2=pF2*U' -divA2*U' +Q2*U1 (9)
F'*F2=fF'(t- 2)F2i)dz
Catkujac (9) po calym obszarze V ciata B, a nastepnie stosujac twierdzenie Gaussa, otrzy-
mamy zaleznos$¢

J(A*U2n dA+JpF*UVF- jA"*gradU 2V +\Q *\J AV =
\%

A \ \%

J(a2*U")iidA+jpF2*U'dV - j A2*gradU'dV +jQ 2*V'dV (10
\Y% \Y% \Y%

A
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ktéra stanowi juz pierwsza posta¢ twierdzenia o wzajemnosci. W réwnaniu (10) pojawita sie
catka po brzegu A ciata B na ktorej sa okreslone wartosci wektora A, a wiec strumienie masy,

ciepta i sita powierzchniowa oraz wektory zwigzane z warunkami poczatkowymi
Q' =p(u'(0+)+Vyai/U") i Q2=p(u2(o+)+\ 2grackK?2). (12)

Z przytoczonej zalezno$ci w przypadku liniowych réwnan fizycznych (ktérych tu nie anali-
zujemy) znikajg catki zawierajace gradient wektora U.

Ogolniejszg postac¢ twierdzenia o wzajemnosci uzyskamy po wprowadzeniu operatora sa-
mosprzezonego A. Przyjmiemy w tym celu, ze wektory Ul U2 sg elementami pewnej prze-
strzeni Hilberta oraz ze stuszna jest relacja

<ULAU2> = <U2AV'> ULU26H
ktéra stanowi istote relacji o wzajemnosci.

W wyniku podobnego postepowania otrzymamy nastepujace twierdzenie o wzajemnosci

\<A\ AV2>ndA+\<pY' ,zfu2>dV-\< A',grad’AU2>dV +{<Q ', AV2>dV =

A \2 v \%

=\<A2 AUL>ndA +f<pF2A(ul)>dV - j<Agrad’AV' >dV +f< Q a(v ")dV
A\ Vv \%

A
(12)
Przypadkiem szczegbélnym operatoréw sprzezonych sg np. operatory splotu. Réwnos$é (12)

przyjmie wéwczas forme

VA xrdY2ixdA+\pY *dI}AV -\(\'*gradd U 2)dV +\Q '**dV 2dV =
\%2

A \% A%
=\\.2*dU'ndA+\pH2*dUid V -\{\2*graddIS")dV +\g i*dV' dV (13)
A \Y \Y \Y

Podane w tym punkcie twierdzenia o wzajemnosci wykorzystamy do sformutowania ograni-

czen naktadanych na procesy termomechaniczne.

4. Grupy podobienistw

Inng rownie ogdlng cecha liniowych réwnan bilanséw termomechaniki okreslajg grupy po-

dobienstw.
Okazuje sie, ze zmiana skali czasowej t-tad, gdzie oc>0, prowadzi do nastepujgcych

grup cigglych przeksztatcen zwigzanych z réwnaniem (7), w ktdérym przyjeto, ze
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a, sG, =>[u)->aj'u(al), roy—=>F(), A()-> A()]
a2eG2=>[u(/) ->a2u(a2), F()-» F(a2), A(t) -» A(a2t)] (14)

a, eGj ufu(/)->1l(aji), F@)->a3F(a3l), A(t)-» a3A(ad)]
Warto przy tym zwrdci¢ uwage, ze stacjonarny proces termomechaniczny okresla wyma-
ganie

a—»moi —pU@/) -0
a

Podane grupy przeksztatceri dotycza jedynie zlinearyzowanych réwnan bilanséw, kiedy

pomijamy konwekcyjne sktadowe predkosci.

5. Relacje miedzy procesami termomechanicznymi

Przedstawione poprzednio wyniki, a szczeg6lnie twierdzenia o wzajemnosci, sugerujg, ze
istniejg dodatkowe ograniczenia naktadane na kazda pare dowolnych procesow termomecha-
nicznych. Ograniczenia te wynikaja z symetrii rownan bilanséw i sg niezalezne od rownan two-
rzacych. Fakt ten wykorzystamy do podania pewnej og6lnej zaleznosci zachodzacej miedzy
rzeczywistym procesem termomechanicznym a jego opisem uzyskanym w ramach przyblizo-
nych teorii.

Przyjmiemy w tym celu, ze uktad wektoréw [pUZL pF1, A1 okresla pewien rzeczywisty

proces termomechaniczny, a uktad [pU2, pF2, A2] jego aproksymacje w ramach okre$lone-

go modelu. Dla obu uktadow stuszne sg wiec ograniczenia narzucone przez przytoczone po-
przednio twierdzenia o wzajemnosci. W szczeg6lnosci mozemy przeanalizowac przypadek,

kiedy sktadowe wektora pF2przyjma postaé
(pFIf =[o0,0...pFi08 (x -x0),.....]
gdzie 6[x - xq) oznacza dystorsje 5 - Diraca o osobliwo$ci w miejscu x0.

Twierdzenie o wzajemnos$ci pozwala woéwczas na przeniesienie wynikdw z modelu na rze-

czywisty proces termomechaniczny.
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Abstract

Thermomechanical processes in multicomponents bodies are described with balances equ-
ations (mass (1), momentum (2), moment of momentum (3) energy and entropy) and constitu-
tive relations and initial-boundary conditions. Among these equations balances are independent
from concrete material properties so their analysis has a general character.

There are analysed symmetries of considered balances of mass momentum, energy and en-
tropy obtaining general reciprocal relations (10), (12) or (13) which are generality right in the

thermomechanical processes which proceed in the multicomponents bodies.



