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TWIERDZENIE O WZAJEMNOSCI
DLA NIELINIOWYCH ZADAN MECHANIKI

Streszczenie. W opracowaniu formutuje sie ogdlng posta¢ relacji wzajemnosci stuszng w
nieliniowych problemach brzegowych mechaniki ciata statego. Rezultat ten jest wynikiem sy-
metrii rownan ruchu osrodka.

RECIPROCAL THEOREM FOR NON-LINEAR MECHANICS

Summary. There was formulated a general form of the reciprocal relation which is appli-
cable in non-linear boundary value problems of the continuous body It is result of the motion
equations’ symmetry.

Wstep

Symetrie wystepujace w réwnaniach ruchu os$rodka ciggtego postuzg do sformutowania
pewnych ogélnych relacji o wzajemnosci, ktére moga by¢é wykorzystane zaréwno do kon-
strukcji metod rozwigzan zadan brzegowych, jak i do formutowania twierdzeri wariacyjnych.
Punktem wyjscia beda réwnania ruchu w opisie Lagrange’a, z ktérych po przeksztatceniach
otrzymamy poszukiwane twierdzenie o wzajemnos$ci. W calym opracowaniu stosujemy trady-

cyjny zapis wskaznikowy ograniczony zresztg do tensorow kartezjanskich
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1. Réwnania zagadnienia

Problem brzegowy opisany jest przez nastepujacy uktad réwnan:

- kinematyki
X, =xI(xt,i) (1)
X, = +0n = ) (2)
v, =" > v, = (2)

geometrycznych
f,=fK  (F-V,X) 4
w=2layj+a\7+ ax)
- ruchu

- tworzgcych, ktérych postaci na tym etapie rozwazan nie precyzujemy
- warunkéw brzegowych
dx i i

Sik gif njIXiA, =P, ™ |XaA, = "o (2)
- warunkoéw poczatkowych

u{xk,i =tQ) =ui0, u,(xk,z =0 =wb (8)
W réwnaniach tych przez X,, x, i U, oznaczono potozenie czastki X e B w konfiguracji od-
niesienia i aktualnej oraz przemieszczenie tejze czastki (ut = xi - Xi), Natomiast symbole

SU,FiJ,Eu,VI,Pi,vj,p0 sa kolejno tensorem naprezen Pioli-Kirchhoffa, gradientem deformacji

(materialnym), tensorem skonczonych deformacji Greena, wektorem sity masowej i po-
wierzchniowej, wektorem predkosci i przys$pieszenia oraz gestos$cig osrodka w konfiguracji
odniesienia. Wymienione wielkosci sa funkcjami zmiennych: X kt, czyli potozenia czastki w
konfiguracji odniesienia i czasu.

W réwnaniach okreslajgcych problem nie precyzowano réwnan fizycznych, gdyz przepro-
wadzone rozwazania nie wymagajg ich skonkretyzowania. W efekcie otrzymamy wynik stusz-

ny zaréwno dla oSrodkéw sprezystych, lepkosprezystych, jak i innych
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2. Kinematyczne relacje wzajemnosci

tatwo wykaza¢ stuszno$é nastepujacych réwnosci

: d
JPov!V| dtz\] -~ +pn, vy +Povv2

dx.
ax, Sjk dX, \+p°Fi

j-PV'V@ift = vidtw ML (9)

wynikajagcych z réwnan ruchu (6) wypisanych odpowiednio dla dwéch uktadéw pél okreslaja-
cych dwa zadania brzegowe. Dla zadan tych skonstruujemy relacje o wzajemnosci.

Z réwnosci (9) otrzymamy nastepujaca zalezno$é

V,2ZZ- j poviV2dt

vj dt- jpov2vj dt (10)

ktora posiada juz forme twierdzenia o wzajemnosci.

W wyniku catkowania po calym obszarze ciata V oraz po wykorzystaniu twierdzenia

Gaussa otrzymujemy relacje
: dvj duj dvj
g I3 1atda - 3js dtdV +
't -dxk vto *W I +~dX* 3Xj

1iPo*>2dtdV - jjpv,v,2dtdV = jjp A~y dt dV - jjpOovav dtdv

dvk  duj dvj
. rij dtdA - 3] S _ __dtdv (U)
=L \dXj dxk dXjJ
Aff
Ostateczna forma twierdzenia o wzajemnosci jest nastepujaca
f dvl duj dvj
AV gy

j| povv,2dtdV - {.JS 8Xj dxk dXjj

fjP.'vj dtdA + JjpOFjvj dtdV -

vl v il

= \\p 2vj dtdA + \\ pOF 2vj dt dV - Jjp Ovjvj dtdV
0
NL +K . (12)

. K dtd
Sikodx dxk dxj)teY
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Zalezno$¢ ta jest stuszna zaréwno dla nieliniowych geometrycznie, jak i fizycznie zadan
mechaniki W trakcie praktycznego wykorzystania tego twierdzenia nalezy skonkretyzowac
réwnania fizyczne i wprowadzi¢ je do réwnosci (12) w miejsce tensora naprezenia.

Natomiast przypadkami szczeg6lnymi relacji (12), po linearyzacji sg klasyczne twierdzenia o
wzajemnosci. Na tej drodze otrzymamy twierdzenie o wzajemnosci zaréwno dla liniowych, jak
i nieliniowych zadan sprezystych i lepko sprezystych, a takze teorii naprezen cieplnych i dyfu-
zyjnych.

Twierdzenie o wzajemnosci postaci (12) moze stuzy¢é do wyprowadzania réwnan mecha-
niki oraz poszukiwania ich rozwigzan, np. z wykorzystaniem iteracyjnych procedur opartych
na funkcji Greena Natomiast w przypadku uktadow pretowych z relacji (12) mozna otrzymacé

réwnania statyki nieliniowych geometrycznie uktadéw pretowych.
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Abstract

Symmetries in the motion of the material continuum are analysed. This symmetries belongs
from the concrete shape of constitutive and geometrical equations. On their baisis the identity
(12) can be formulated which is true for each pair of the stress S,j, surface forces P, = Stfij and

mess forces po F, and strains Eg (Green tensor).



