ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1997
Seria: BUDOWNICTWO z 84 Nr kol. 1376

Ryszard WALENTYNSKI

WARIACYJINE ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO
TARCZY

Streszczenie. W pracy przedstawiono przykfad zastosowania uogélnionej metody najmniej-
szych kwadratéw do przyblizonego rozwigzania zagadnienia brzegowego tarczy prostokatnej
0 nieciagtych warunkach brzegowych. Przedstawiono niektére metody oceny doktadnosci

aproksymacji.

VARIATIONAL SOLUTION OF THE SHIELD’S BOUNDARY VALUE
PROBLEM

Summary. There is presented an example of the refined least squares method application
for the approximate solution of the boundary value problem of the rectangular shield with non-
continuous boundary conditions. Some methods of the evaluation of the approximation error
are presented

1. Wprowadzenie

Metoda najmniejszych kwadratow jest znang w matematyce wariacyjng metodg przyblizo-
nego rozwigzania zagadnien brzegowych. Opisana jest miedzy innymi w ksigzce Michlina i
Smolickiego [1], Stosowana jest ponadto do aproksymacji funkcji lub wyznaczania krzywych
regresji dla zaleznosci otrzymanych z badan eksperymentalnych, Burden i Faires [2],

W podejsciu tradycyjnym dominuje wersja zaktadajgca koniecznos$¢ spetnienia wszystkich
warunkéw brzegowych przez funkcje aproksymujace. Ogranicza to stosowanie metody do
zadan o prostych warunkach brzegowych. Nie jest bowiem tatwo znalez¢ zbidr niezaleznych
funkcji spetniajacych nieciggte warunki brzegowe dla zagadnien wielowymiarowych.

W podejsciu uog6lnionym traktujemy wszystkie warunki brzegowe jako dynamiczne [1],

Zaktadamy, ze funkcje aproksymujace nie muszg spetnia¢ warunkéw brzegowych Warunki te
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uwzgledniamy w minimalizowanym funkcjonale. Podej$cie takie powoduje jednocze$nie
znaczne uproszczenie metody oraz jej uogdlnienie na zadania o niecigglych warunkach brze-
gowych.

Podstawy metody zostaty zaprezentowane w pracach [3, 4], W pracy tej przedstawimy
przyktad rozwigzania zadania brzegowego tarczy o niecigglych warunkach brzegowych. Za-
dania statyki sg szczegdlnie wdziecznymi przykfadami, gdyz pozwalajg na dodatkowg ocene

doktadnos$ci rozwigzania na podstawie sprawdzenia globalnej réwnowagi uktadu.

2. Tarcza o nieciggtych warunkach brzegowych

Rozpatrzmy tarcze o nieciagtych warunkach brzegowych przedstawiong na rysunku 1

Rys. 1. Schemat statyczny tarczy
Fig. 1. Statical scheme of the shield

Do obliczen przejeto:
¢ modut Younga E = 32 4 106kPa
3 . . 1
e wspotczynnik Poissona v = ry

¢ obcigzenie styczne g=10kN/m

e wymiar tarczy kwadratowej [=10m.
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Zagadnienie tarczy w wersji przemieszczeniowej sprowadza si¢ do rozwigzania dwdéch zna-

nych rownan rézniczkowych, ktérych lewe strony Ri i R2wyrazaja sie nastepujaco:

n (d2 1- v d27j 1+ v d2 px
RAV~d S+~ t 1) Weam"tedyWs+~1" 0)
1+ V a2 (d2 1- v d2) P
Ri- 2 &S5yV'+U 2+ 2 CQ wy + 8- (2)
gdzie:
e b

Sity wewnetrzne w tarczy wyrazajg si¢ jako funkcje sktadowych stanu naprezenia:

= + (3)
— R .d ] ’
ry =B\ WP Vi VA w

Dla naszego zadania powinny by¢ spetnione warunki brzegowe, ktoérych lewe strony ozna-

czymy:
nil 12,y)
B (6)
, i/12,y)-qH{y-1/2
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R,=wx(xfl), (10)
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A =wyM), (i)
gdzie H jest funkcjg Heaviside’a.

Funkcje aproksymujace dobieramy tak, aby spetniaty warunki symetrii zadania.
Rozwigzanie dokfadne zadania réwnowazne jest temu, ze R; = 0, dla kazdego przyblizenia
przynajmniej niektére z tych réwnan nie sg spetnione.

Zbudujmy zatem dla funkcji R| nastepujacy funkcjonat:

(12)

Funkcjonat ten przyjmuje wartosci nieujemne. Dobranie optymalnej kombinacji funkcji aprok-
symujacych rownoznaczne jest z jego minimalizacja. Stosujemy tu metode Ritza.

Jako funkcje aproksymujace przyjeto zbidr iloczynéw monicznych wielomianéw Czeby-
szewa wzgledem zmiennych x orazy. W prezentowanym przyktadzie przedstawiono aproksy-
macje kombinacja 196 funkcji dla kazdej sktadowej wektora przemieszczenia. Zadanie spro-
wadza sie zatem do rozwigzania uktadu algebraicznych réwnan liniowych o 392 niewiado-
mych.

Na rysunku 2 przedstawiono obraz deformacji tarczy powigkszony 5 000 000 razy.

Rys. 2. Obraz deformacji tarczy
Fig. 2. The shield defomation picture
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Rysunki 3 i 4 przedstawiajg wykres sktadowych wektora przemieszczenia.

Rys. 3. Wykres sktadowej wxwektora deformacji
Fig.3. Diagram of the Wx component of the deformation

Rys.4. Wykres sktadowej wywektora deformacji
Fig.4. Diagram ofthe Wycomponent of the deformation

Na rysunkach 5, 6 i 7 przedstawiono kolejno wykresy sktadowych tensora sit wewnetrznych.

Rys. 5. Wykres sit normalnych nx
Fig. 5. Diagram of the normal forces nx
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Rys.6 Wykres sil normalnych nr
Fig.6. Diagram of the normal forces ny

Rys.7. Wykres sit stycznych n*y
Fig.7. Diagram of the shier forces nxy

Jak tatwo sie zorientowaé z wykreséw przedstawionych powyzej, warunki brzegowe sg

spetnione dosy¢ doktadnie.

Wykresy 8 i 9 przedstawiajg doktadnos¢ przyblizenia réwnan réwnowagi. Warto zauwazy¢,
ze przyblizenie jest najdoktadniejsze w partiach srodkowych tarczy Przy brzegu, gdzie funkcje
aproksymujace ,usituja” spetni¢ warunki brzegowe, wystepuja wieksze odchylenia. Nalezy tu
dodad, ze bledy aproksymacji réwnan bywajg zwykle wieksze, gdy zaktadamy funkcje aprok-

symujgce spetniajace Scisle warunki brzegowe.



W ariacyjne rozwigzanie. 173

Rys.8. Wykres residuum réwnania Ri
Fig.8 Diagram of the residuum of the Ri equation

Rys.9. Wykres residuum réwnania R2
Fig.9. Diagram of the residuum of the R2equation

»Globalng” miarg zbieznosci rozwigzania jest malenie funkcjonatu (12). Minimum funkcjo-
natu jest znane i wynosi zero. Zgodnie z wiasnosciami metody Ritza jego warto$¢ maleje
(doktadniej: nie rosnie) [1] wraz z rozszerzaniem zbioru funkcji aproksymujacych. Zbieznosé
funkcjonatu do zera jest wskazéwka zbieznosci aproksymacji do rozwigzania doktadnego.

W przypadku zadan statyki mamy mozliwos$¢ dodatkowo sprawdzenia warunku réwnowagi
globalnej catosci lub czesci uktadu. Przyktadowo, wytnijmy myslowo fragment tarczy przekro-
jem wzdtuz linii famanej ABC (rys. 1). Dla tego fragmentu tarczy powinna zachodzi¢ réwno-

waga sit stycznych scatkowanych wzdtuz boku odcinka AB, co wyraza si¢ wzorem:
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»
g(0 =\nxy{t,y)dx, (13)
(6]

z sitami normalnymi do przekroju scatkowanymi wzdtuz odcinka BC :

/
f(t) =jnz(1/2,y)dy. (14)

t

Wykresy obu tych funkcji przedstawiono na rysunku 10 Jak wida¢,przebieg obu funkcji jest
bardzo bliski. Przyblizenie zatemnalezy uzna¢ za wystarczajgco doktadnez punktu widzenia

technicznego.

Rys. 10. Réwnowaga wycinka tarczy
Fig. 10. Equilibrium of the shield fragment

Obliczenia wykonane zostaty programem w S$rodowisku systemu Mathematica, Wolfram
[5], System ten zapewnia mozliwo$¢ wykonania obliczeri z dowolng doktadnoscia, analityczne

opracowanie wynikéw oraz graficzne przedstawienie wynikow.

3. Whnioski

Przedstawiony przykiad ilustruje praktyczng i bezposrednig mozliwos¢ wykorzystania anali-
tycznych metod wariacyjnych do rozwigzywania zagadnien brzegowych.
Wobec rozwoju systeméw algebry komputerowej rodzi sie mozliwos¢ powrotu do metod

analitycznych.
Sformutowanie zadania w ramach metody jest niezwykle proste i naturalne. Nie wystepuje

konieczno$¢ generowania ogromnych zhioréw danych.
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Prezentowana metoda daje mozliwo$¢ przyblizonego rozwiazania zadan z bezposrednig
mozliwoscig oceny dokfadnosci aproksymaciji.

Rozwigzanie dane w postaci funkcji, a nie zbioru liczb w punktach dyskretnych, nie wyma-
ga interpolacji wynikéw, obrobka wynikéw jest tatwa.

Wszystko to oszczedza czas pracy programisty-uzytkownika dajac jednoczesnie mozliwos¢

dobrej oceny wiarygodnosci rozwigzania.
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Abstract

There is presented an example of the approximate solution of the boundary value problem
of the square shield with non-continuous boundary conditions The variational method of least
squares has been applied. Results of the solution are presented.

Ways of the solution error is discussed. The solution obtained as functions can be substi-
tuted into the shield equations or the functional. If the residuum becomes smaller enough the
solution is better. Another way is analysis of an overall equilibrium ofthe static system.

The method is very simple and straightforward in application. Therefore it saves

programmer’s time and is very reliable.



