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Krzysztof GRYGIEREK

OPIS WARIACYJNY KOMPOZYTOWYCH PRETOW
CIENKOSCIENNYCH O PROFILU ZAMKNIETYM

Streszczenie. W artykule tym przedstawiono opis wariacyjny kompozytowych pretdw
cienkosciennych. Zostaly podane podstawowe okreslenia geometryczne, kinematyka oraz
réwnanie wariacyjne tych ustrojow. Poprawnos$¢ przedstawionej teorii sprawdzono na przy-
ktadzie.

VARIATONAL DESCRIPTION OF THE THIN-WALLED COMPOSITES
BEAMS WITH CLOSED CROSS SECTION

Summary. In this paper the variatonal description of the thin-walled composites beams
with closed cross-section is presented. The fundamental geometry relations, kinematics as-
sumptions and variatonal equation are given here. The correctness of the theory is checked in
the example.

1. Podstawowe okreslenia geometryczne i hipotezy

Pret cienkoscienny modelowa¢ bedziemy powtokag walcowa, cienkoscienng, wielowar-

stwowa, zamknietg, sktadajaca sie z N warstw; grubo$¢ kazdej z k-tej warstwy, oznaczymy
N

przez tk, por. rys. 1. Grubo$¢ powtoki przyjmujemy za rdwna h tak, ze h = XU ¢Powierzch-
k=1

nia $srodkowa FObedzie zbiorem punktow réwno oddalonych od powierzchni zewnetrznej

F<+)@2-\) jwewnetrznej FM ("2- _f)-
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Przy opisie geometrii powtoki bedziemy stosowaé¢ dwa podstawowe uktady wspdtrzed-
nych:

- uktad ortogonalny OX., z bazg ortonormalng E i, zlokalizowany w $rodku geometrycznym
przekroju preta, o wspo6trzednej x,= xe (0O,L),
- ukfad lokalny O §(, z baza ortogonalng e., umieszczony w dowolnym punkcie O po-

wierzchni srodkowej powtoki.

x=const
xe(0,L)

Rys. 1. Geometria preta
Fig. 1. Coordinate system of the thin-walled beam

(D

An =1, A2=ARB=cos0, -AR=AZB=sin© . Przez 9 =9(s) oznaczono kat zawarty mie-

dzy osig OX2a O ~, por. rys. 1

2. Kinematyka preta cienkosciennego

Potozenie dowolnego punktu powierzchni $rodkowej preta-powtoki po odksztatceniu be-
dziemy okresla¢ w dwdch uktadach wsp6trzednych: OXj. i 0<*.. Zalozymy przy tym, ze kaz-
dy normalny przekrdj preta ptaszczyzng x, = cosnt.,x, e (0,L), czyli profil preta cienko-
§ciennego - przy przejsciu z konfiguracji poczatkowej do aktualnej - jest realizowany przez

ruch translacyjny , rotacyjny i deplanacje. Sktadowe u;(Xj) wektora przemieszczenia u(xt)
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dowolnego punktu O (x2,x}) (powierzchni $rodkowej), uzyskanego w wyniku przeciecia
ptaszczyzng normalng do osi preta w globalnym uktadzie wspo6trzednych OXi, zgodnie z
przyjetymi zatozeniami o sktadaniu ruchéw, beda miaty posta¢ nastepujaca:
u(x:) =U(xt) +i2xr -tukE,Q|, )
gdzie:
u=ui(x,)Ei ,U=U (x,)Et,
(2.1
ii =£2 (X)Ej-,r =0Ej +x2& 2+x"E},O, =
Poszczeg6lne skiadniki po prawej stronie réwnania (2) przedstawiajg wprowadzone:
translacje (t/(jc, )), rotacje (ii{xl)) i deplanacje przekroju (-«£,£2,), gdzie przez O okreslo-
no pewnga funkcje wspdtrzednej s (funkcje wycinkowg, wspotrzedng wycinkowsa).

Skfadowe przemieszczenia {ii, (81)} w lokalnym uktadzie wspotrzednych O uzyskamy

wykorzystujac zaleznos¢ (1), co w postaci szczeg6towej da nam:

«,(£) £, + jc¥22 - x2£23—AF2,
{«(&m)}=+ U2cos0 + (/, sin6 +£2,9 (©)]
A (). -U 2sin# +U}cos0 + £2,p

gdzie przyjeto oznaczenie:

q(s) =-x}cos0 +x2sin0, -
p(s) = x3sin 0 + x 2cosO. :

Funkcje co wprowadzong w zalezno$ciach (2) i (3) mozna otrzymaé¢ wykorzystujac pod-
stawowe zaleznosci pomiedzy naprezeniami i odksztatceniami w precie cienkosciennym, my
za$ przyjmiemy ja za [5], analogicznie do pretdw izotropowych w nastepujgcej postaci:

17T
@ _, _ds, @
£2, Gl

gdzie: t(£,,s)- jest naprezeniem stycznym, a G- przedstawia ,,wypadkowy” modut sprezysto

$ci poprzecznej Kirchhoffa (sprecyzowany w dalszych rozwazaniach).

3. Stan naprezenia w kompozytowej powitoce anizotropowej

Zajmowac sie bedziemy powtoka walcowa, wielowarstwowg, lecz nie kotowa, sktadajaca

sie z N warstw, por. rys. 2. Kazda z warstwy k-tej takiej powtoki jest modelowana materiatem
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ortotropowym (jednokierunkowo zbrojona). Przyjmujemy przy tym zatozenie, iz: element
preta dsdx jest nieodksztatcalny w kierunku wspotrzednej s lub inaczej odksztatcenie obwo-
dowe powtoki jest w przyblizeniu réwne zeru, a wptyw pozostatych sktadowych £fa,yup na
naprezenia <Jp jest pomijalny, czyli: £p =0 , (a”~ 0). Po uwzglednieniu tego faktu wzor
okres$lajacy wektor naprezenia pojedynczej k-tej warstwy preta-powtoki przyjmie postac:

oo 26
KIJ* X,

powierzchnia gérna

. . warstwy k lej
powierzchnia y )

powierzchnia
dolna

Rys.2. Geometria i naprezenia w kompozytowej powtoce
Fig.2. Geometry and stresses of the composites shell

W réwnaniu (5) sktadowe macierzy [Q] obliczymy z zaleznosci:

2,, =m*(mEt) + n4(mE2) +2m2n2(m v 2£ ,) + 4/n2 2(G 12),
Gin = m(rnEl) - mrd(mE2) +(mrd - m$) (mvIEIl)+2(mn3-m &)(Gn), (6)
B~mAN1I(MEi)+nxInl(mMEL)-2m In2{rnvnEi)+(m2- n2)2(GI2),

gdzie: £,,E2-moduty Younga, G,2-modut Kirchhoffa, vI2,v2]-wspotczynniki Poissona w
ukt.  wspo6trzednych pokrywajagcym sie z  kierunkiem widkien; m =(I-V v2I)*;
m=cosa , nh=sina,gdzie a jest kagtem nachylenia wtdkien do osi OX.

Sktadowe wektora odksztatcenia (ea,yap), po przyjeciu hipotezy elementu normalnego,

por. [1], zapiszemy w postaci:
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Zdefiniujemy dalej sity wewnetrzne, por. rys. 3, ktére przyjma nastepujacg postac:

N, i
{N}=§\0a\dz=r" AToAE
-y2{zrt}t iN As  As 4 AfE A>S, ®
{Mbi\°'\ ZdZ=j"' Al As D.. As
Ui [ <Bik I A6 A6 As A«
gdzie:
:sztywnosci tarczowej: [a]=[aJ= é[ﬁj]t (zt - Z_i\A j= Aam (8.1)
-macierz sztywnosci sprzezen: [fl]= [aJ= Zi?épz,;/l (zt Aj=A.; (8.2)
é
-macierz sztywnosci zginania: [d]=[dv]=\ | [Q] (z’- 23.,) Ay =Djim (8.3)
6 k=\

Rys.3. Sity powtokowe
Fig.3. Shell loads

4. Rownanie wariacyjne kompozytowych pretdw cienkosciennych

Celem dalszej analizy bedzie wyprowadzenie réwnan wariacyjnych kompozytowych pre-
tow cienkosciennych. W tym celu zapiszemy funkcjonat okres$lajacy catkowitg energie poten-

cjalng w postaci:

{Uj{x]dv-\{u}T{x]if, 9)

zVv
w ktérym pierwszy czton okresla energie wewnetrzng odksztatcen sprezystych osrodka, a dwa
pozostate: energie potencjalng obcigzen zewnetrznych masowych i brzegowych. Rozpatrzmy
pierwszy czton funkcjonatu (9), ktéry mozemy po elementarnych przeksztatceniach zapisac:

= ijru?{£}y>K 2 A N» M' MA ds' (1°)
0 [ ~y2

(o 0
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w ktorym za fl] odksztatcenia bedg sie rownac
M i
£% " 0 0 il 4
50 'é} iii A s() 4
. Si3 Si, rt3i SV Au
o B 0 (11)
< q, 0
_ r A iitA
o Y U «sll i
co po podstawieniu zaleznosci (3) da nam:
u,
S 0 0 - Xa&, X WIL
K 0 -im, te c s ul
R WM
- C o, -s tSﬁ‘ 0 0 n,
K. 0 —ksig K ¢ idg, + e+ p+t)=;/i\)' -ke ks -
o
Wykorzystujagc w rownaniu (10) zalezno$ci na sity wewnetrzne (8) otrzymamy:
(12)
. Al [fij
gdzie: [a1= A MU [w (@)= [1 Of a1 (*)].
\D|
Drugi czton funkcjonatu (9), bez wyprowadzen, zapiszemy:
\{uJ{x]dV=[{u}Rp)ix (13)

gdzie: {i7} -{f/, U2 U2 iz, Q2 Q3 Q,} \{p}r=\n, t2 4 m m2 m *E .

W wektorzel/?}w y stepujg kolejno: sity: osiowa i tnagce, momenty: skrecajacy i zginajgce oraz

bimoment.

Analogicznie do (9) trzeci czton funkcjonatu przyjmie postac:
\{uj{x}Ifr{uj{pfn, (14)

a wystepujace tutaj przemieszczenia i sity sg zdefiniowane na brzegach x=0 i x=L.

Podstawiajgc do funkcjonatu Lagrange’a zaleznosci (12), (13), (14) otrzymamy:

h [«]=\JIW  [w(-*)fulda,dx-/{; 7}r{pldx-{u J {fI]\ (15
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Ze wzgledu na to, iz macierz VK(-*) jest symetryczna mozemy obliczy¢ wariacje funkcjo-

natu:

81
Jezeli w przedstawionych powyzej rozwazaniach wprowadzimy hipoteze Bemouliego,
obowigzujaca w klasycznej teorii ptyt i powtok cienkich, z ktorej tutaj wynika, iz:

-dUx
- Q,= » =U,, a7)

2=
Q dx dx

to wariacje energii wewnetrznych odksztatcen sprezystych osrodka zapiszemy:

o, 00 00y o § 5, 5 u A 00 Sy
sw SUZ 0 oo 12 130 < S, 0 0 S, 0 000 N
V3 0 23 122 120 < S, 0 0SS, #, 0 000
M 000 % 'aony %o %0 S0 % S0 00
|

gdzie A, SiJ 1{j,(i,j =2,3,0}) okreslaja charakterystyki geometryczno-fizyczne, pojawiajace
sie w cienkosciennych konstrukcjach pretowych warstwowych. Obliczamy je catkujac po

obwodzie macierz [w(-,*)].

5. Przykitad

Belka wolnopodparta, o schemacie i przekroju jak na rys. 4, zostata obcigzona w $rodku
momentem skrecajgcym. Belka jest laminatem zbudowanym z 5 warstw: szkto E / epoksyd o

kodzie [0 90 O 90 0] i nastepujacych charakterystykach materiatowych: £j =45GPa,

E2=12GPa, G =5.5GPa, v2=0.28.

A0
#0
A"

20[cm]

100fc; -X- 100[cmj 0.5[cm]”

Rys.4. Geometria i obcigzenie belki
Fig.4. Geometry and loads beam
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Rys.5. Poréwnanie wynikéw ID z 2D
Fig.5. Comparison results ID with 2D

Zadanie to, rozwigzano - MES, przy uzyciu liniowego, kompozytowego, cienkosciennego
elementu skonczonego, zbudowanego na podstawie przedstawionego opisu wariacyjnego
kompozytowych pretow cienkosciennych. Wyniki te, rys.5, poréwnano z otrzymanym pakie-
tem ANSYS przy wykorzystaniu kompozytowego elementu powtokowego.

Rozwigzanie, otrzymane zgodnie z powyzszym opisem, daje bardzo podobne wyniki z
tymi otrzymanymi pakietem ANSYS. Zmniejszyt sie przy tym znacznie rozmiar zadania. W
przypadku rozwigzaniu ID mieliSmy 357 stopni swobody, a w przypadku 2D 34020 stopni

swobody.
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Abstract

In this paper theory of the thin-walled beams with closed cross section made from com-
posites (fibres-reinforced laminates) was presented. The theory is based on the assumption of
the laminate plate. In the theory presented here differentiate from classical plate theory the
warping function was introduced. Finally the variatonal equation of composites thin-walled
beams was presented. In the example the results obtained by the use of the (FEM) theory and

the ANSYS programme was compared.



