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ZWIĄZKI KONSTYTUTYWNE DLA PRZEPŁYWÓW DYFUZYJNYCH 
W OŚRODKU KELVINA - VOIGTA

Streszczenie. W pracy przedstawiono związki konstytutywne opisujące przepływ y dyfu­
zyjne w obecności pola termicznego i elektrom agnetycznego w ośrodku Kelvina - Yoigta.

CONSTITUTIVE RELATIONSHIPS FOR DIFFUSIVE FLOWS IN 
KELVIN - VOIGT MEDIUM

S um m ary . Constitutive relationships for the reciprocal interacting of mechanical, thermal, 
diffusion and electrom agnetic fields in a paramagnetic have been presented in this paper.

1. Wstęp

N iniejsza praca je s t próbą wyprowadzenia równań konstytutywnych uw zględniających 

w zajem ny wpływ pola m echanicznego, elektrom agnetycznego, cieplnego i dyfuzyjnego w 

ośrodku ciągłym, lepkosprężystym. Jest ona kontynuacją prac [5,10,11] i ich rozszerzeniem  

na ciała stałe określone modelem Kelvina - Voigta.

Przy analizie zagadnienia oparto się na teorii pól połączonych, rozwiniętej w ram ach ter- 

mo-dynam iki procesów nierównowagowych głównie przez A.C. Eringena i G.A. M augina 

[3], W. N owackiego [6], H. Parkusa [9], K. Huttera [8]. Ponieważ celem pracy je s t określenie 

relacji konstytutywnych w ciele m aterialnym , rozważania nasze rozpoczniemy od nierów no­

ści C lausiusa - Duhema i bilansu energii uwzględniającego wpływy różnych pól na ciało sta­

łe, por. [3,4,6,7,9,10]. W pracy stosujem y oznaczenia przyjęte przez A.C. E ringena i G.A. 

M augina [3].
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2. Sformułowanie problemu

Przedm iotem  naszych rozważań będzie analiza w zajem nego oddziaływ ania pola m agne­

tycznego, term icznego i dyfuzji m asy w anizotropow ym  , przew odzącym  i jednorodnym  pa- 

ram agnetyku, por. [5,10].

Oznaczmy przez X  = (X ,,X 2,X 3) = {XK} w spółrzędne m aterialne punktów  ciała stałego, 

niedyfundującego w m aterialnym układzie odniesienia B, a przez x = x (X ,t)  = {xk} funkcję 

ruchu tego ciała.

Prędkość i gradient deformacji ciała określim y następująco:

Przyjm ując oznaczenia z [3] bilans energii i nierówność w zrostu entropii w  początkowym  

układzie odniesienia w ynoszą odpowiednio, por. [3,7,9]:

gdzie: e je s t energią w ew nętrzną właściwą, p0 - gęstością ciała stałego, =  x k Kx k L tenso­

rem deformacji Greena, ET KL sym etrycznym  tensorem naprężenia, B -wektorem indukcji 

magnetycznej, M  - w ektorem  magnetyzacji, E  - efektywnym  natężeniem  pola elektrycznego, 

J - w ektorem  gęstości prądu elektrycznego, c - koncentracją dyfundującego składnika, 

m - potencjałem  chem icznym  dyfuzji, T| - entropią właściwą, h  - źródłem  ciepła, Q - wekto­

rem  strum ienia ciepła, j - wektorem strumienia masy, (por. [12]), 0  - tem peraturą absolutną.

W szystkie w ielkości pola są  funkcjami zmiennych (X ,t) = (Xk ,t).

W prow adzając energię sw obodną w łaściw ą

i elim inując źródło ciepła w wyrażeniach (2.2) i (2.3) otrzymam y następującą nierówność 

residualną:

(2.1)

J K . K

(2.3)

\|/ = e - 0 r ) (2.4)
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Dla celów tej pracy przyjmiemy explicite, że energia swobodna jes t funkcją zmiennych 

niezależnych E , 0 ,  B, c, czyli

i|/ = V|/(E(X,t), 0 (X ,t) ,  B (X ,t), c (X ,t) ) , E KL(X,t) = l ( C KL- 8 KL) ,  (2.6)

gdzie Skl je s t deltą Kroneckera, a K,L = 1,2,3.

Różniczkując zależność (2.6) ze względu na czas i podstawiając otrzym ane wyrażenie do 

nierówności (2.5) otrzymamy:

T
E 1 KL - ,r .

oE kl

1

PoTl + g W p . » ^ Vdc
+

ćh|/

3b 7
Bk +

(2.7)

+  q Q k ® . K  +  j K m .K + J k ^ K

N ierów ność ta będzie podstaw ą do otrzymania równań tworzących om aw ianego procesu. 

Poszukiwane wielkości pola ( ET , T|, m, M , Q, j, J) powinny spełniać (2.7) dla każdego w ybo­

ru zm iennych niezależnych.

Niech Y i J będą wektoram i 18 - wymiarowym i określonymi następująco:

'V =  [y] ] = [ E n > K - E „ , E n , E i3, E n ;r i ; ć;Bl , B2, B } ; Q t , Q 2, Q } ;mv m 2, m } ; E l , E 2, E 3\

d\(f T  d y

1e ,.
j - \ j  1 - J t  T  T  T  T  T
J  —  l J  j  E 1  U * E  22  * E  33 ^  > E  1  \ 2  > E 1 13 ’ E 1  23

d E n à E n  L d E „  d E n d E r

d y  d y  d y  d y  d y
Po1! — ■Pom — M i ~ ^ r  2 —

dc dB, d B ,

Q 2 i ’Q Ô2 Qi ’ l i  > h  ’ Jl f>

(2.8)

(2.9)

a w - wektorem 11 - wymiarowym postaci:

w = [w j] = [E ,„ E 22,E 33,E 12,E 13,E 23; 0 ;  c; B,,B2,B 3] .

N ierów ność residualną (2.7) m ożna wówczas zapisać w równoważnej postaci

Y -J (Y ;w ) > 0. (2.10)

3. Równania konstytutywne

Przedyskutujm y konstrukcję równań konstytutywnych dla magnetodyfuzji w  ośrodku 

Kelvina - Yoigta.
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Podstaw ą do rozw iązania nierówności (2.10) jes t tw ierdzenie o rozkładzie (dekom pozycji), 

por.[l,2 ]. Zgodnie z tym tw ierdzeniem  wektor J  m ożna jednoznacznie określić relacją:

J  = V yO (Y ;w ) +  U (Y ;w ) ,  (3.1)

gdzie <J>(Y, w ) je s t potencjałem  dysypacji, a U (Y ,w ) funkcją w ektorow ą spełniającą w arun­

ki:

Y U (Y ;w )  = 0, U (0 ;w ) = 0 . (3.2)

Funkcja 0 ( Y ,w )  określona je s t równaniem:
I

<t>( Y; w ) = ń( w )+  J  p (  AY; w ) —— , (3.3)
o *

gdzie p( Y,  w )jest funkcją skalarną klasy C 2 taką, że

p( Y ,w  )>  0 ,p (0 , w )  = 0 (3.4)

Biorąc pod uw agę określenia (2.8), (2.9), (2.6) oraz wyniki prac [1] m ożna stwierdzić, że

J (  Y, w ) spełnia zredukow aną nierówność dysypacyjną w tedy i tylko wtedy, gdy

T  = - ^ L  + - ^ -  + u <T) o n = — -U ™
E S E ^  d E ^  KL’iV1 3 0  3 0

p , m = | s + ^ + u » » ,M K = i v ł i i + u r .3c 3ć K 3Bk 3B k

J - O  - ___ — ___ u <Q>- i -  3 0  U (j) J  -  d<1> U<^ (3.5)
0 Qk 3(0  k) U k ’Jk “ 3 ( m , )  Uk J k  ~  3Ek U k ’

u = [u<T), U<n), U<m), U(M>, U(Q), U(j>, U (̂ } ]
E ^ U f f + Ó U ™  + ć U (m) + M k U (kM) + 0 , k U (kQ) +  t n KU<" +<CK U^» = 0 .

W  naszych rozw ażaniach ograniczym y się do liniowych równań konstytutywnych. Żądanie 

to określa postać funkcji y  i <t>.

Przyjmujemy

V  =  ^ C uw iw j> i , j  = l ,2 , . . . , l l ,  U =  0 ,

, (3.6)
P = D,jY| Y j, 0  = j D ijŻY,YJd ż ,  i, j  = 1,2,...,20.

0
U w zględniając w pow yższym  (2.8) i (2.9) otrzym am y następujące relacje

v = } c £ > mne kle mn + | c (0>0 2 + i c < V  + | c (kbl'B kB l  +

+ C ’E kl0  +  C ^ E klc + C E klBm +  C (0c)c 0  + C (k0B)0 B k +  C£b)cB k
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*  = | d S U E 1łE mn + ± D < 0>02 Ą d ^  + ± c ™ b  kb l  +

+ D l f )E KL0  + D (̂ )E KLć +  D (1S > E KLB M +  D <0C,Ć0 + D <0B)© B K + 

+  D f> Ć B K + ^ D '® 0 ,k0 .l + ^ D (J[m.Km.L

(3.8)

gdzie K,L,M ,N = 1,2,3.

Tensory określające w łasności fizyczne materiałów, C (), występujące w równaniach (3.7),

spełniają następujące warunki:

p ( E )  _  p ( E )  _  p ( E )  _  p ( E )
W l MN — MNK.L — ^N M KL — LK.MN > ^  ^

r^ (E 0 ) — r<EQ) r ^ EB) — P ( EB> r«(Ec) _  p (E c )
'W/KL “  ^ L K  » KLM — LKM > KL LK

Podobne warunki symetrii spełniają tensory m ateriałowe D11 występujące we wzorach (3.10).

Związki konstytutywne określające proces otrzymam y podstawiając do wzorów (3.5) od­

pow iednio pochodne wyrażeń (3.7) i (3.8).

Mamy więc

T =E  1 KL
C <E> + D (e> A^  KI MN '

3t

c (Ec) + D CEc) i 
KL KL g  ^  ^ b m.

3t
0 +

p(EB) , t-n(EB)
^  KLM ^  KLM g

- o  n =  C <E0) + D iE0) —K o l  | KL T  KL ^ C <0) + D 10’ — 
3t

+ / C (0c) + D (0C) —  |c + 
3t

3 \p (E c )  n (Ec)
KL KL g

r  (0 B ) n (0B)
K K ^  ^  K >

p 0m =

+  1 C (c)+ D (c)

E kl + / C (0c)+ D (0c)^ -  0  +
3t

O ^  \  , f  r (cB) n (cB) I

3 t /  [ K K dt
B„

M =1 C <EB)+ D (EB)łVi N | ^  KLN ^  ^  KLN

3 A
r (cB) 4 .n (cB) _  

n dt

dt
E kl + / C <0B)+ D jf B,| -  J0  +-I0 -

r (B> + D (B) — 
N N dt

B.

Qk = D ^ 0 . L,jK = D (" m  ,lJ k = D ^ £ l .
(3.10)

Przytoczony tu układ równań konstytutywnych magnetotermodyfuzji w ośrodku lepkosprę- 

żystym może być pom ocą przy określaniu problemu brzegowego analizowanych zagadnień.
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A b s trac t

In the paper have been presented physical equations describing the reciprocal interactions 

o f m echanical, thermal, diffusion and elektrom agnetic fields in Kelvin - Voigt medium. The 

paper is based on the Edelen theorem [1]. Also, the linear approxim ation o f  the equations has 

been presented.


