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ZWIAZKI KONSTYTUTYWNE DLA PRZEPLYWOW DYFUZYJNYCH
W OSRODKU KELVINA - VOIGTA

Streszczenie. W pracy przedstawiono zwigzki konstytutywne opisujace przeptywy dyfu-
zyjne w obecnosci pola termicznego i elektromagnetycznego w os$rodku Kelvina - Yoigta.

CONSTITUTIVE RELATIONSHIPS FOR DIFFUSIVE FLOWS IN
KELVIN - VOIGT MEDIUM

Summary. Constitutive relationships for the reciprocal interacting of mechanical, thermal,
diffusion and electromagnetic fields in a paramagnetic have been presented in this paper.

1. Wstep

Niniejsza praca jest prébg wyprowadzenia réwnan konstytutywnych uwzgledniajgcych
wzajemny wplyw pola mechanicznego, elektromagnetycznego, cieplnego i dyfuzyjnego w
os$rodku ciggtym, lepkosprezystym. Jest ona kontynuacjg prac [5,10,11] i ich rozszerzeniem
na ciata state okreslone modelem Kelvina - Voigta.

Przy analizie zagadnienia oparto sie na teorii pdl potagczonych, rozwinietej w ramach ter-
mo-dynamiki proceséw nieré6wnowagowych gtéwnie przez A.C. Eringena i G.A. Maugina
[3], W. Nowackiego [6], H. Parkusa [9], K. Huttera [8]. Poniewaz celem pracy jest okreslenie
relacji konstytutywnych w ciele materialnym, rozwazania nasze rozpoczniemy od nieréwno-
$ci Clausiusa - Duhema i bilansu energii uwzgledniajacego wptywy réznych pdél na ciato sta-
te, por. [3,4,6,7,9,10]. W pracy stosujemy oznaczenia przyjete przez A.C. Eringena i G.A.

Maugina [3].
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2. Sformutowanie problemu

Przedmiotem naszych rozwazanh bedzie analiza wzajemnego oddziatywania pola magne-
tycznego, termicznego i dyfuzji masy w anizotropowym , przewodzacym ijednorodnym pa-
ramagnetyku, por.[5,10].

Oznaczmy przez X = (X,,X2,X3) = {XK} wspbtrzedne materialne punktow ciata statego,
niedyfundujgcego w materialnym uktadzie odniesienia B, a przez x = x(X,t) = {xk}funkcje
ruchu tego ciata.

Predkos$¢ i gradient deformacji ciata okreslimy nastepujaco:

(2.2

Przyjmujac oznaczenia z [3] bilans energii i nier6wno$¢ wzrostu entropii w poczagtkowym

uktadzie odniesienia wynoszg odpowiednio, por. [3,7,9]:

(2.3)

JK.K
gdzie: ejest energig wewnetrzng wiasciwa, p0- gestoscig ciata statego, = xkKxkL tenso-

rem deformacji Greena, ETKL symetrycznym tensorem naprezenia, B -wektorem indukcji
magnetycznej, M - wektorem magnetyzacji, E - efektywnym natezeniem pola elektrycznego,
J - wektorem gestosci pradu elektrycznego, ¢ - koncentracjg dyfundujacego sktadnika,
m - potencjatem chemicznym dyfuzji, T| - entropia wiasciwa, h - zrodtem ciepta, Q - wekto-
rem strumienia ciep}a,j - wektorem strumienia masy, (por. [12]), 0 - temperaturg absolutng.

W szystkie wielkosci pola sg funkcjami zmiennych (X t) = (Xk ,t).

W prowadzajac energie swobodng wtasciwg

\/=e-0r) (2.4)

i eliminujagc zrédto ciepta w wyrazeniach (2.2) i (2.3) otrzymamy nastepujgcg nieréwno$¢

residualng:
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Dla celéw tej pracy przyjmiemy explicite, ze energia swobodna jest funkcjg zmiennych

niezaleznych E, 0, B, c, czyli

il/ = VII(E(X,t), 0(X,t), B(X,t), c(X,t)), EKUX,t)=1(C KL-8 KL), (2.6)
gdzie Skl jest deltag Kroneckera, a K,L = 1,2,3.
R6zniczkujac zalezno$¢ (2.6) ze wzgledu na czas i podstawiajagc otrzymane wyrazenie do
nieréwnosci (2.5) otrzymamy:
N ¢hl

T
ELIKL -1 PoTl + w oy NV Bk +
GE K g P de 3b7 (2.7)

1
+ g QKkO.K + jKm K+ JkAK

Nieréwnos¢ ta bedzie podstawg do otrzymania réwnan tworzacych omawianego procesu.
Poszukiwane wielkosci pola (ET, T, m, M, Q,j, J) powinny spetnia¢ (2.7) dla kazdego wybo-
ru zmiennych niezaleznych.

Niech YiJ beda wektorami 18 - wymiarowymi okreslonymi nastepujaco:
'V=[y]]=[En>K-E,,,En,Ei3,En;ri;¢;Bl,B2,B}; Qt,Q2,Q};mvm2,m};EI,E2,E3\

d\(f T dy

j-\jo1-) T T . T . .
! —I!IJ E'I‘U dEn E 22 aEn IE 33 dE">E1\2 dEn E 113 18,. E123 dEr
dy dy dy dy dy
1— — i~ A —
Poll mPom de Mi dBr 2 4B,
Q2i'Q02 Qi’li>h *Jl >
(2.8)
a w - wektorem 11 - wymiarowym postaci:
w=[wj]l=[E,,E2EBELREIBEZ0; c; B,,B2,B3]. (2.9)
Nieréwno$¢ residualng (2.7) mozna woéwczas zapisa¢ w réwnowaznej postaci
Y-J(Y;w) > 0. (2.10)

3. Roéwnania konstytutywne

Przedyskutujmy konstrukcje réwnan konstytutywnych dla magnetodyfuzji w o$rodku

Kelvina - Yoigta.
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Podstawg do rozwiazania nieréwnosci (2.10) jest twierdzenie o rozktadzie (dekompozycji),
por.[l,2]. Zgodnie z tym twierdzeniem wektor J moznajednoznacznie okresli¢ relacja:

J = Vyo (Y w)+U(Y;w), (3.1)
gdzie <J>(Y,w) jest potencjatem dysypacji, a U(Y,w) funkcjg wektorowg spetniajacg warun-
Ki:

YU(Y;w) =0, U(o;w) =0. (3.2)

Funkcja 0(Y ,w) okre$lona jest réwnaniem:
|
(Y;w)=n(w)+Jp(AY;w)—, (3.3)
0 *
gdziep(Y, w )jest funkcjg skalarng klasy C2taka, ze

p(Y,w)>0,p(0,w)=0 (3.4)
Biorgc pod uwage okreslenia (2.8), (2.9), (2.6) oraz wyniki prac [1] mozna stwierdzi¢, ze

J(Y,w) spetnia zredukowang nieréwnos$¢ dysypacyjng wtedy i tylko wtedy, gdy

T =-"L+-"-+u<)on-= — -um™
E SE~ dEX 'ivV1 30 30

p,m :|3SC +A3é +Uu»»,M Iéz Stik* i?,é +u IL

2O s o 30 U0 - u<n (3.5)
0Qk “3(0K UkWJk* 3(m,) UKJk - 3Ek UKk’

u = [u<n), U, Um), UM U@Q, U@ U(Y

EAUFF+OU™ +6UM+M KU +0,kUKQ + tn KU<" +<CKU”» =0.

W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do liniowych réwnan konstytutywnych. Zadanie

to okresla posta¢ funkcjiy i ¢

Przyjmujemy
V="Cwiwj> ij=12,..,1, u=o,
, (3.6)
P = D,jY|Y], 0 =jD iZY,YMdz, i,j=12,..20.
0

Uwzgledniajac w powyzszym (2.8) i (2.9) otrzymamy nastepujace relacje
v=}cE£>mneklemn+ |c (00 2+ic<V + |c @WBKBI +

+ C 'EkI0 +C "E kic+C E kIBm+ C(0c)cO + C@B)0B k+ CE£b)cBk
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* =|dSU E HHEm ++D<0>02A d”~ +*c™bkbl +
+D If)EKD +D( )EKLE+DB>EKBM+ DOGCO + D<OBOBK+ (3.8)
+Df>CBK+~D'® 0 k0.1 +"D (J[m.Km.L

gdzie K,L,M,N = 1,2,3.

Tensory okreslajace whasnosci fizyczne materiatéw, C(), wystepujace w réwnaniach (3.7),

spetniajg nastepujgce warunki:

p(E) _ p(E) _ p(E) _ p(E)

W IMN = MNKL =ANMKL = (KMN > AA
[(E0) —I< roEB) —P (EB> r(E)  p(EQ)

WKL ALK Uy KLIM'— LKM> K K

Podobne warunki symetrii spetniajg tensory materiatowe D1lwystepujace we wzorach (3.10).
Zwiazki konstytutywne okre$lajgce proces otrzymamy podstawiajagc do wzoréw (3.5) od-

powiednio pochodne wyrazen (3.7) i (3.8).

Mamy wigc
= K b e A O+
E-[KL ﬁﬁ\ﬁ\l 3t 3t
¢ (Ec) + D CEo) i p(EB) , en(EBB
KL KL.g ~~ ~KIM ~KMg bm
QN |C§ED)1+DEO)A— CQ) + Dlo’a

+1C(09 +D @ fe+ TR NP L ks

KL g

3\
pom= P o Ek|+/C(Oc)+D(Oc)’:‘3£ 0+

+ 1C(C)+D (8 NN ,fr (cB) n (cB) IB,,
3t/ [ K K dt

Mn :11(:%55)“3@(“ Ew +/C<0B)+DjfB,[--P§ +
F@an@] "
"Ua g B

3.10
Qk =D "0.LJK =D('m 1 J k=D"El. ( )

Przytoczony tu uktad réwnan konstytutywnych magnetotermodyfuzji w os$rodku lepkospre-

zystym moze by¢ pomoca przy okreslaniu problemu brzegowego analizowanych zagadnien.
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Abstract

In the paper have been presented physical equations describing the reciprocal interactions
of mechanical, thermal, diffusion and elektromagnetic fields in Kelvin - Voigt medium. The
paper is based on the Edelen theorem [1]. Also, the linear approximation of the equations has

been presented.



