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Jadwiga JEDRZEJCZYK-KUBIK

JEDNOZNACZNOSC ROZWIAZAN ZADAN BRZEGOWYCH W
LINIOWEJ TEORII TERMOPIEZOELEKTRYCZNOSCI

Streszczenie. W pracy dowodzi sie twierdzenia o jednoznacznosci rozwigzania problemu
poczatkowo - brzegowego w liniowej teorii termopiezopolimeréw. Dowdd przeprowadza sie
na podstawie transformaty Laplace’a.

UNIQUENESS OF THE SOLUTION FOR THE BOUNDARY VALUE
PROBLEMS OF LINEAR THEORY'OF THERMOPIEZOELECTRICITY

Summary. In this paper the theorem about uniqueness of the solution of the boundary -
initial value problems in linear theory of thermopiezopolymer is proved. The proof is based
ou the use of the Laplace transform.

1. Wstep

W pracy analizuje sie problem poczatkowo - brzegowy opisujacy procesy piezoelektrycz-
ne w ciele lepkosprezystym. Istotnym zagadnieniem formalnym jest ustalenie warunkow jed-
noznacznosci rozwigzan zadan brzegowych, ktérym poswiecamy prace. Obszerny przeglad
literatury dotyczacy aspektu fizycznego zjawiska i matematycznego opisu zagadnien piezo-
elektrycznych w ciele statym mozna znalez¢ w pracach [4, 7, 1, 5].

Naszym zadaniem jest przeprowadzenie analizy matematycznej problemu, a mianowicie
sformutowanie warunkéw i wykazanie jednoznacznosci rozwigzania uktadu réwnan roznicz-
kowo-calkowych opisujacych zagadnienie.

Podobne problemy zostaty postawione i analizowane w pracach [3, 6, 7] i dotyczg zadan
brzegowych w piezoelektrycznosci, termopiezoelektrycznosci i piezoelektrycznosci w mikro-

polamej termosprezystosci.
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2. RoOwnania problemu

Rozpatrzmy ciato, ktére w chwili t zajmuje obszar V, ograniczony powierzchnig regularng
A. Niech x oznacza dowolny punkt tego ciata, a (xh x2, x3) jego wspotrzedne w ustalonym,
kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.

Jezeli v = v(x, t) oznacza dowolng funkcje rzeczywista, to przez v oraz v oznaczamy

pochodne czgstkowe obliczone odpowiednio ze wzgledu na zmienne przestrzenne i czas, czyli

3v 3v 3v 32v
(2.1)

Wezmy pod uwage nastepujacy fundamentalny uktad réwnan liniowej teorii piezoelek-
trycznosci w ciele lepkosprezystym [4, 1, 7]:
- prawo zachowania energii dla materiatow piezoelektrycznych
p{0~R)=aikij- q kt +DKEt (2.2)
- rébwnanie ruchu
aijj +Xx,=Pui (2.3)

- relacje odksztatcenie - przemieszczenie

(2.4)
(2.5)
j(0=d  (t- DEMMdx—j dy(i—r) 0 (Tydr

0

0 (256)

0

o]

@.7)

| |
+jrt-r0 ()dr +jwj(-T)Ej (t)dr,
0 0
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| .
pS(t)=J (i-t)¢ij(t)dr +Im(t-r) 0 (t)dr -
0 0 28
, 28)
+Iri(f-TYE(T)dT,
0

(2.9)
- rownanie przewodnictwa ciepta
PR-TOpS +qu =0
lub (po wyeliminowaniu 5 i <)
r *
p/? + (*iy0,;).-T _)t JOY(f-TART)AT +Imri-T)O(T)rfT-
0 n
(2.10)

-jlri(t-r)Ei(r)dr o,

gdzie: u,- oznacza wektor przemieszczenia, <y—tensor naprezenia, £y —tensor odksztatcenia,
£, - wektor natezenia pola elektrycznego, D, - wektor indukcji elektrycznej, e - potencjat
elektryczny, 5 - entropie wtasciwg, U - energie wewnetrzng wiasciwg, 0 - przyrost tempera-
tury, To- temperature poczatkowg, < - strumien ciepta, X, - wektor sit masowych, R - inten-
sywnos$¢ zrodet ciepta. Wszystkie wymienione wielkos$ci sg funkcjami zmiennej x it Ponadto
wystepujagce w rownaniach (2.2) + (2.10) wielkosci p, ky oznaczajg gesto$¢ masy i tensor
przewodnictwa cieplnego, a indeksy i,j, k, | przyjmujg wartosci 1, 2, 3.

Funkcje GiM = Giik(t), = Off(i), rk=rijt(t), w,,=wu(f), r,=r:{t\ m=m(t) sa
funkcjami relaksacji opisujgcymi fizyczne wihasnosci materiatu. Sg one klasy C*[0, °°]), rzedu

0(ev ) ispetniajg warunki:

GW =GUj = Gju, rk=rlk, DQy=<&, =wjt dla te (-,-)

Giju(i) =0, 'm(t)=0, ®0(t) =0, wij(t)=0, /(1) =0, m(t) =0 dla ie (w=0). (2.11)
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Z uktadem réwnan (2.3) - (2.7) i (2.10) wiazemy nastepujgce warunki poczatkowe i brze-

gowe:
W - M(x,0 xeA, 1
*t> 0
aunj =T (x0  XeA2\
0 =0(x,f) xe A3
. f>0
kijQinj =q(x,t) xeA4dj
(P =<p(x,t) xe A5
r>0
Dkut = D(x,t) XeAB;
u (x,00=  (x,0) =0(x,0) = qi(x,0) =<p(x,0) =0 xe V,
gdzie ,7), 0, q, (p, D sa funkcjami danymi, n, - normalng zewnetrzng do powierzchni A,

natomiast A,, i = 1,2,...6 sg cze$ciami powierzchni A takimi, ze
AfuA2=A u A4=A5uA6=A,
A-nA2=A,nA4=A5nA, =0.

Okreslmy klase funkcji, w ktorej analizowa¢ bedziemy problem (2.3) - (2.7), (2.10),
(2.12). Niech v(x,t) bedzie funkcja zdefiniowang w V x [0, °°). Rozpatrzmy nastepujace wa-
runki:

a) ve C'{V x[0,°°]} n C2{V x[0,«)}
b) istniejg stale s > 0 ¢> 0 takie, ze jezeli Dmoznacza pochodng czastkowg funkcji
v(x,t) rzedu m, to
|d"v(x,0] » ce” xeV, 0<t<®°, m=0,12.
Oznaczmy przez F klase funkcji utworzong przez funkcje wektorowe u, E i skalarne 0 ta-

ka, ze kazda z tych funkcji spetnia warunek a i b.

3. Twierdzenie o jednoznacznosci rozwigzan

W punkcie tym okreslimy warunki zapewniajgce jednoznaczno$¢ rozwigzan w liniowej
termopiezoelektrycznosci lepkosprezystej. Zatézmy, ze
1) spetnione sg warunki (2.11) dotyczace funkcji materiatowych,

2) kjj oraz w,j/O) sg macierzami dodatnio okreslonymi,
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3) dla kazdego tensora symetrycznego yij * 0 GiH(0) >0,
4) 1/;(0)]2< m{0)A gdzie Xjest najmniejszg dodatnig wartoscig wiasng macierzy wi/O).
Wowczas problem (2.3) - (2.7), (2.10), (2.12) ma co najwyzej jedno rozwigzanie w klasie
funkcji F.
Przypusémy, ze funkcje ,,dane” w problemie brzegowym sg identycznie rowne zero, tzn.:
X(x,t)=0, R(x,t)=0,
u(x,t) =0, T(x,t) =0,
0(x,t) =0, q(x,t) =0,
<p(x,t) =0, D(x,t) =0.

(3.1)

Niech («, 0, E) bedzie rozwigzaniem problemu (2.3) - (2.7), (2.10) zwarunkami poczat-
kowymi (2.12) i brzegowymi (3.1). Wykazemy, ze u=0, 0 =0, E=0.

Oznaczmy przez f (x, p) transformate Laplace’a funkcjif (xt)

f (x,p) =j f (x,t)e pdt.

Z rownan (2.3) - (2.7), (2.10) i (3.1) mamy:

k,
fo.,-p - p2m®© - p 2riEi =0, (3.2)
i0
Dk=p Pmev +p7kQ +p wkE], (3.3)
ou=PGitleu - p 0 - p pikEk, (3.4)
°U.i=PP2*is (35)
Du=0 E.=-ej, (3-6)
J OjjtijujdA —0, 3.7)
jku@ e jnldA =0, (3.8)
A
je DJnjdA=0. (3.9)
4

Catkujac przez czesci réwnanie (3.7) i uwzgledniajac (3.5) i (3.4) otrzymamy:

jlpp2:,“,+P G ,~ - PNijOZu ~ppikEA]dV =0. (3.10)
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Jezeli réwnanie (3.2) scatkujemy po obszarze V i wykorzystamy zaleznos¢ (3.8), dostaniemy:

J *P 8~ 6.; +p 20 LBif® +p 2m(©)2 + p'EEiadV = 0. (3.11)

Mnozac (3.3) przez Ek, catkujac po Viwykorzystujac (3.9) i (3.6) mamy:

-pfPIijAEt dV=j\priQEi +pwIEIEj\d1. (3.12)

\ \

Dodajac stronami réwnania (3.10), (3.11) i (3.12) otrzymamy:

il pp2uiui+ 0 .0 ,+ pGuueuEh +
v\ T°P (3-13)
+p[m(0)2+2r.Q Ek + WiEJEtAdV = 0.

Rozpatrzmy rzeczywiste wartosci p takie, ze p > p0= max (s, s0) .

Wykorzystujagc podstawowe wiasnosci transformat Laplace’a (por.[8)) otrzymamy:

lim p Giu= Gm (0), lim pm =(0),
P— p —»
(3.14)
lim p rt = rt(0), lim pw..= wij(0).
P— p—
Zgodnie z wynikami z [1] nieréwnos$¢
B(a,Pl)=m(0)a2+2ri(0)aPi +wij(0)PiPJ >0 (3.15)

jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych a -£0, * 0, jezeli wspotczynniki m (0),
r,(0), (0), i,j = 1,2,3 spetniaja zatozenia 2 i 4.

Biorgc pod uwage (3.15) i (3.14) oraz zatozenia 2 i 4 dowodzonego twierdzenia z (3.13)

wynika, ze

dla dostatecznie duzych, rzeczywistych p > po.
Stad i z whasnosci przeksztatcenia Laplace’a [8] mamy:
u(x,f)=0, Q(x,t) =0, E(x,t) =0,

co nalezato wykazac.
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Abstract

In this paper a system of differential integral equations describing the problem of piezo-

electricity in a deforming viscoelastic body has been analysed. Based upon the method of the

Laplace transform a proof of the uniqueness theorem has been given.



