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JEDNOZNACZNOŚĆ ROZWIĄZAŃ ZADAŃ BRZEGOWYCH W 
LINIOWEJ TEORII TERMOPIEZOELEKTRYCZNOŚCI

Streszczenie. W pracy dowodzi się twierdzenia o jednoznaczności rozwiązania problemu 
początkowo -  brzegowego w liniowej teorii termopiezopolimerów. Dowód przeprowadza się 
na podstawie transformaty Laplace’a.

UNIQUENESS OF THE SOLUTION FOR THE BOUNDARY VALUE 
PROBLEMS OF LINEAR THEORY'OF THERMOPIEZOELECTRICITY

Summary. In this paper the theorem about uniqueness of the solution of the boundary -  
initial value problems in linear theory of thermopiezopolymer is proved. The proof is based 
ou the use of the Laplace transform.

1. Wstęp

W pracy analizuje się problem początkowo -  brzegowy opisujący procesy piezoelektrycz

ne w ciele lepkosprężystym. Istotnym zagadnieniem formalnym jest ustalenie warunków jed

noznaczności rozwiązań zadań brzegowych, którym poświęcamy pracę. Obszerny przegląd 

literatury dotyczący aspektu fizycznego zjawiska i matematycznego opisu zagadnień piezo

elektrycznych w ciele stałym można znaleźć w pracach [4, 7, 1, 5].

Naszym zadaniem jest przeprowadzenie analizy matematycznej problemu, a mianowicie 

sformułowanie warunków i wykazanie jednoznaczności rozwiązania układu równań różnicz- 

kowo-calkowych opisujących zagadnienie.

Podobne problemy zostały postawione i analizowane w pracach [3, 6, 7] i dotyczą zadań 

brzegowych w piezoelektryczności, termopiezoelektryczności i piezoelektryczności w mikro- 

polamej termosprężystości.
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2. Równania problemu

Rozpatrzmy ciało, które w chwili t zajmuje obszar V, ograniczony powierzchnią regularną 

A. Niech x oznacza dowolny punkt tego ciała, a (xh x2, x3) jego współrzędne w ustalonym, 

kartezjańskim układzie współrzędnych.

Jeżeli v = v(x, t) oznacza dowolną funkcję rzeczywistą, to przez v oraz v oznaczamy 

pochodne cząstkowe obliczone odpowiednio ze względu na zmienne przestrzenne i czas, czyli

Weźmy pod uwagę następujący fundamentalny układ równań liniowej teorii piezoelek- 

tryczności w ciele lepkosprężystym [4, 1, 7]:

- prawo zachowania energii dla materiałów piezoelektrycznych

3 v 3 v 3 v 3 2 v
(2 .1)

p { 0 ~ R ) = a iJć ij- q k_t +DkEt (2 .2)

- równanie ruchu

a ijj + X , =  P ui 

- relację odkształcenie -  przemieszczenie

(2.3)

(2.4)

(2.5)

°ij (o  =  J  (t -  T) £kl (T) d x —j  d>,y ( i—r )  0  (T) d r
0 0

(2 .6 )

0

o
I I (2.7)

+ j  r, (t -  r) 0  (t) d r  + j  w.j (t - T ) Ej  (t) dr,
0 0
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I ‘
p  S( t ) = J ( i - t ) ¿¡j( t ) dr  + J m ( t - r )  0 ( t ) dr  -

0 o
/

+ J r i ( f - T ) £ , ( T ) d T ,
0

(2.8)

(2.9)

- równanie przewodnictwa ciepła

lub (po wyeliminowaniu 5 i <?,)

p R - T 0p Ś  + qu =0

r) *
p /?  +  (*iy0 , ; ) . - T „ —  JO ,y( f - T ^ 1?(T)dT  + J m r i- T )0 ( T ) r f T -  

ot n
I

- j r i( t - r ) E i( r ) d r o,

(2 .10)

gdzie: u, -  oznacza wektor przemieszczenia, <7y — tensor naprężenia, £y — tensor odkształcenia, 

£, -  wektor natężenia pola elektrycznego, D, -  wektor indukcji elektrycznej, ę  - potencjał 

elektryczny, 5  -  entropię właściwą, U -  energię wewnętrzną właściwą, 0  - przyrost tempera

tury, To -  temperaturę początkową, <?, -  strumień ciepła, X, -  wektor sił masowych, R -  inten

sywność źródeł ciepła. Wszystkie wymienione wielkości są funkcjami zmiennej x  i t. Ponadto 

występujące w równaniach (2.2) + (2.10) wielkości p, ky oznaczają gęstość masy i tensor 

przewodnictwa cieplnego, a indeksy i,j,  k, l przyjmują wartości 1, 2, 3.

Funkcje GiJkl = Gijk,(t), = O tf(i), ri]k = rijt(t), w „ = w u(f), r, = r:{ t \  m = m(t)  są

funkcjami relaksacji opisującymi fizyczne własności materiału. Są one klasy C*[0, °°]), rzędu 

0(ev ) i spełniają warunki:

Gukl = GUij = Gju,  rUk = rlkj, <D,y = <&,, = wjt dla t e  ( - , - )

Gjju (i) = 0, 'rm(t) = 0, ® 0(t) = 0, wij(t) = 0, /; (t) = 0, m(t)  = 0 dla i e (-■*=, 0). (2.11)
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Z układem równań (2.3) - (2.7) i (2.10) wiążemy następujące warunki początkowe i brze

gowe:

W, - Mf(x ,0 xeA , 1
• t>  0

a unj = T ( X’0 xe A2 \

0  = 0 (x ,f ) xe A3
f > 0

kijQin j = q(x, t ) x eA 4Ji
(p = <p(x,t) xe A5

r > 0
Dkut = D(x,t) x eA 6 i
u, (x,0) = (x,0) = 0(x,O) = qi(x,0) = <p(x,0) = 0 x e  V,

gdzie , 7), 0 ,  q, (p, D są funkcjami danymi, n, -  normalną zewnętrzną do powierzchni A, 

natomiast A„ i = 1,2,...6 są częściami powierzchni A takimi, że 

Af u A 2 = A, u  A4 = A 5u A 6 =A ,

A,- n A 2 = A , n A 4 = A5 n A ,  =0.

Określmy klasę funkcji, w której analizować będziemy problem (2.3) - (2.7), (2.10), 

(2.12). Niech v(x,t) będzie funkcją zdefiniowaną w V x  [0, °° ) . Rozpatrzmy następujące wa

runki:

a) v e  C ' { V  x[0,°°]} n  C 2{V x [0,«>)}

b) istnieją stale s > 0 c >  0  takie, że jeżeli Dm oznacza pochodną cząstkową funkcji 

v(x,t) rzędu m, to

|d '"v (x ,o | ^  c e ” x e V ,  0 < t < °°, m  = 0,1,2.

Oznaczmy przez F  klasę funkcji utworzoną przez funkcje wektorowe u, E  i skalarne 0  ta

ką, że każda z tych funkcji spełnia warunek a i b.

3. Twierdzenie o jednoznaczności rozwiązań

W punkcie tym określimy warunki zapewniające jednoznaczność rozwiązań w liniowej 

termopiezoelektryczności lepkosprężystej. Załóżmy, że

1) spełnione są warunki (2.11) dotyczące funkcji materiałowych,

2) kjj oraz w,¡/O) są macierzami dodatnio określonymi,
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3) dla każdego tensora symetrycznego y ij *  0 GiJkl (0) > 0,

4) |/;(0)|2 < m{  0)A gdzie X jest najmniejszą dodatnią wartością własną macierzy w ¡/O). 

Wówczas problem (2.3) - (2.7), (2.10), (2.12) ma co najwyżej jedno rozwiązanie w klasie 

funkcji F.

Przypuśćmy, że funkcje „dane” w problemie brzegowym są identycznie równe zero, tzn.:

X (x, t) = 0, R (x ,t) = 0,

u (x ,t)  = 0, T (x ,t)  = 0,
_ (3.1)
0 (x ,t)  = 0, q (x ,t)  = 0,

<p(x,t) = 0, D (x ,t)  = 0.

Niech («, 0 , E)  będzie rozwiązaniem problemu (2.3) - (2.7), (2.10) z warunkami począt

kowymi (2.12) i brzegowymi (3.1). Wykażemy, że u =0, 0  = 0, E = 0.

Oznaczmy przez f  (x, p) transformatę Laplace’a funkcji f  (x,t)

f  ( x , p )  = j f  ( x , t )e  p'dt.

Z równań (2.3) - (2.7), (2.10) i (3.1) mamy: 

k„
f  0 . ,  -  p -  p 2m©  -  p 2riEi = 0, (3.2)

i 0

D k = p  Pme v + p 7 kQ + p  wkJE j , (3.3)

o  u = P G,itle u -  p  0  -  p  p iJk Ek, (3.4)

° U . i = P P 2“ i • (3 -5 )

Du = 0 E . = - ę j ,  (3-6)

J OjjłijUjdA — 0, (3.7)

j k u@ e j nldA = 0, (3.8)
>4

j ę  DJ n jdA = 0. (3.9)
-4

Całkując przez części równanie (3.7) i uwzględniając (3.5) i (3.4) otrzymamy:

j l p p 2“,“, +  P G , ^  -  P^i jOZu ~ p p ijkE Ą ] d V  = 0 . ( 3 . 10)
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Jeżeli równanie (3.2) scałkujemy po obszarze V i wykorzystamy zależność (3.8), dostaniemy: 

*" ~~ ~  ^  ’ ------- dV = 0. (3.11)J f  0 , 0 . ; + p 2O lJe ijQ  + p 2m ( © ) 2 + p 1riE i©

Mnożąc (3.3) przez Ek, całkując po V i wykorzystując (3.9) i (3.6) mamy:

- p f P i j Ą E t  d V = j \ p r iQ E i + p w IJEiE j \d  1/. (3.12)
V V

Dodając stronami równania (3.10), (3.11) i (3.12) otrzymamy:

iI  p  p 2uiui + —— 0  .0  , + p G uueuEh +
v \  T°P (3-13)

+ p [ m ( 0 ) 2 +2r .Q E k + wijE jE t ^ d V  = 0.

Rozpatrzmy rzeczywiste wartości p  takie, że p  > p 0 = max (s, s0) .

Wykorzystując podstawowe własności transformat Laplace’a (por.[8j) otrzymamy: 

lim p GijU = Gm  (0), lim p m = (0),

P —> p  —»

(3.14)

lim p rt = rt (0), lim p w . . =  wtj (0).

P —> p  —

Zgodnie z wynikami z [1] nierówność

B ( a ,P l) = m ( 0 ) a 2 + 2ri(0 )a P i + w ij(0 )P iP J > 0  (3.15)

jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych a  -£ 0, *  0 , jeżeli współczynniki m (0),

r,(0), (0), i,j = 1,2,3 spełniają założenia 2 i 4.

Biorąc pod uwagę (3.15) i (3.14) oraz założenia 2 i 4 dowodzonego twierdzenia z (3.13) 

wynika, że

u = 0, 0  = 0, E  = 0 

dla dostatecznie dużych, rzeczywistych p  > po.

Stąd i z własności przekształcenia Laplace’a [8] mamy:

u( x , f ) = 0, Q (x , t )  = 0, E ( x , t )  = 0,

co należało wykazać.
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A bstract

In this paper a system of differential integral equations describing the problem of piezo

electricity in a deforming viscoelastic body has been analysed. Based upon the method of the

Laplace transform a proof of the uniqueness theorem has been given.


