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LAWA W KONTAKCIE Z POLPRZESTRZENIA SPREZYSTO-
PLASTYCZNA Z JEDNOSTRONNYMI WIEZAMI NA MODELU
PLASKIM

Streszczenie. Postugujac sie modelem poétplaszczyzny sprezystej, poddanej dziataniu okre-
Slonych sit kontaktowych oraz np. wptywow gorniczych, tatwo wyznaczy¢ w niej podobsza-
ry, w ktdrych przyjety warunek plastycznosci nie jest spetniony. Mozna wéwczas w potptasz-
czyznie wyrozni¢ trzy typy podobszaréw: typ sprezysty, sprezysto- plastyczny i typ podob-
szarOw degradacji (rozluznienia i spekan). W pracy opisano te trzy typy podobszaréw.

THE LONG STRIP FOUNDATION IN THE CONTACT WITH A ELASTIC
PLASTIC HALF PLANE WITH UNILATERAL CONSTRAINS IN THE
PLANE MODEL

Summary. Using the model of the elastic half-plane, subjected to the defined contact
forces and for example mining influences, it is possible to find in it some subdomains, in
which accepted condition of plasticity is not satisfied. Then it is possible to distinguish three
types of subdomains: the elastic, plastic and the degradation (loosing, fracture) ones. These
types of subdomains were described in the paper.

1. Wstep

Poszukuje sie rozktadu sit kontaktowych pomiedzy tawa a potprzestrzenig w kierunku po-
przecznym tawy fundamentowej obcigzonej sitami przejmowanymi z nadbudowy. Sztywnosc
tawy fundamentowej w jej kierunku poprzecznym jest na ogo6t tak znaczna , ze mozna tawe
uzna¢ za nieodksztatcalng w tym kierunku. Model podtoza stanowi pdtprzestrzen sprezysto-
plastyczna z jednostronnymi wiezami. Dla prostoty przyjeto staty rozktad sit kontaktowych w

kierunku podtuznym fawy. Pozwolito to na sformutowanie .jako ptaskiego” zagadnienia wci-
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skania lawy w poétprzestrzen sprezysto-plastyczng. W niniejszej pracy podjeto prébe mode-
lowania zagadnien brzegowych, z ktéorymi mozemy mie¢ do czynienia w rozpatrywanym za-

daniu kontaktowym.

2. Obszary uplastycznienia polptaszczyzny

Przyjeto, ze w przekrojach dostatecznie odlegtych od koricéw lawy przy matym poczatko-
wym obcigzeniu teoretyczny rozktad sit kontaktowych jest bliski rozktadowi znanemu z za-
gadnienia stempla wciskanego w poétprzestrzen rys. la [4]. Sity kontaktowe na krawedziach

lawy daza do nieskofnczonosci zgodnie z rGwnaniem:

(9

W przypadku mimosrodowego (w granicach rdzenia) wciskania stempla mozna postuzy¢
sie wzorem [3]:
P-(A ey +B)
r-Ab +y)-(c-y)’

4-(b- 3-(b+c)2
gdzie (b-c) ( ©)

b W pewnym obszarze przy krawedziach
P= " b tawy potptaszczyzna ulega uplastycznieniu.
Zasieg tych obszaréw uplastycznienia dla

obcigzenia brzegowymi sitami kontakto-

wymi (1) mozna wyznaczy¢ wstawiajgc do

okreslonego warunku plastycznosci napre-

zenia wyrazone nastepujacymi wzorami

catkowymi:

Rys.l.
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a = je [C.y,P()-a(s)-ds, )
&ii~

gdzie: a 7=\ax,<7,,r | - tensor naprezenia w zapisie wektorowym,

q(s)T= (.?),ty, m} jest obciazeniem krawedzi pélptaszczyzny.

Macierz £1 x,y,P{s)j mozna otrzymaé¢ z e(x,y), wstawiajgc zamiast x<—x-",

y y —f|, gdzie & i7j sg wspbétrzednymi punktu na krawedzi pélptaszczyzny, okreslonego
wspotrzedngs.

W pracy autora [2] wyznaczono podobszary poélptaszczyzny obcigzonej miedzy innymi
sitami kontaktowymi (1), w ktérych warunek plastycznosci Coulomba-Mohra nie jest spet-
niony. Rozlegtos¢ i ksztatty tych podobszaréw sg zalezne miedzy innymi od wielkosci obcia-
zenia. Przy niewielkim obcigzeniu i zatozeniu zerowych wartosci skfadowych stycznych sit
kontaktowych podobszary uplastycznienia sa mate w poréwnaniu z wymiarami przekroju po-
przecznego tawy, np. z jej szerokos$cig i mozna wowczas calg potptaszczyzne traktowac jako
ptaszczyzne sprezystg. Przy znacznym obcigzeniu skfadowe styczne sit kontaktowych nie
mogajuz by¢ réwne zeru. W zwigzku z tym przyjeto w catej potptaszczyznie naprezenia wy-
razone sitami kontaktowymi pomiedzy tawg a pOiprzestrzenia, tj. pionowymi sitami w piono-
wych wiezach jednostronnych i poziomymi sitami w poziomych wiezach dwustronnych o
ograniczonej nosnosci wg relacji (2). Naprezenia w postaci (2) sa szczegdlng catka roznicz-
kowych réwnan réwnowagi (axx+Ty=0, ayy+T,x=0), stad rozwigzanie zagadnienia: dla okre-

Slonego wektora sit kontaktowych {?xo(y),<?w0o(}")] wyznaczy¢ nowy wektor ]gt,qy), spetnia-

jacy nastepujace warunki:

h 3
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jest przyblizonym rozwigzaniem zagadnienia wciskania tawy w potprzestrzen sprezysto - pla-
styczng. Warunek (31 jest przyjetym do obliczen warunkiem idealnej plastycznosci Coulom-
ba-Mohra. Sa to zadania programowania nieliniowego.

Statycznie dopuszczalne pole naprezen o (2) spetnia: réwnania rownowagi wewnetrznej
w calej potptaszczyznie, warunki brzegowe na granicy obszaréw sprezystej i plastycznej pra-
cy pOtptaszczyzny, a takze najej brzegach (x=0, x —>°°), nie przekracza warunku plastycz-
nosci, 0. Tak postawione zagadnienie stanowi 0 bezpiecznej ocenie wyznaczonego
wektora sit kontaktowych przy poszukiwaniu max qjr dla ustalonej wartosci H lub max H
przy ustalonej wartosci gér.

Wykorzystujagc MES lub MRS dla okreslonego podziatu tawy na cze$ci mozna naprezenia

O, w kazdym punkcie pdtptaszczyzny sprezysto - plastycznej przedstawi¢ rGwnaniem macie-

rzowym:
0= q

gdzie A jest macierzg liczbowg q i a - wektorami wartosci sit kontaktowych w punktach
x oy

podziatu. Pozwala to na linearyzacje nieréwnosci (3i) wg relacji

I p@)+gE_"6cet- 0-

Niezaleznie powinny by¢ spetnione nieréwnosci:
4, +8q\ >0,
I"y+8 gy\<(gx +5 gx)-tg(p +c,
(pionowe sity kontaktowe nie mogga by¢ rozciggajace, a sity styczne, powinny spetnia¢ waru-

nek poslizgu) w kazdym punkcie podziatu tawy.
Przyk¥ad

Rozpatrzono tawe fundamentowg o szerokosci 1,5 m, obcigzong pionowymi sitami kon-

taktowymi o qsr = 0,11 MPa przy qy=0, cp=20°, c=19 kPa. Na rys.2 pokazano otrzymane roz-

ktady sit kontaktowych dla podziatu fawy na 7 - 14 czesci z doktadnos$cig do 5% w stosunku

do wypadkowej sit kontaktowych qsr @ =const. Na ostatnim rysunku natozono otrzymane

rozktady w tej samej skali [2].
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Al
WE K% K% 1 KT

Rys. 2

Do utworzenia macierzy (li) zamiast wzoréw Flamanta i Cerrutiego mozna wykorzysta¢
odpowiednio przeksztatcone wzory Boussinesaa i Cerrutiego dla potprzestrzeni [2,4], Pierw-

sza i druga kolumna analogicznej do (2i) macierzy przyjmujg wéwczas postac:

q(y)-a \xi (3-r2-a2) xm —
n 1 S-rt r'mn =

g{y)ay \x2-{83r2-a2) y2-{3-r2-a2
n.r { r2-r: r2-r:

gdzie: a =— -potowa dtugosci tawy

ro= x2+y2+a7, r(?:x2+y2.
Utworzona z tych kolumn macierz 3/2 w granicy, przy a dgzacym do nieskonczonosci,

prowadzi do macierzy (22) utworzonej z wzoréw Flamanta i Cerrutiego.

lim ~Bous. £ j —» Flamanta £

a_)oo

3. Potptaszczyzna w sprezysto-plastycznym zakresie pracy

Mozna zauwazy¢, ze dla naprezen w postaci (2) w obszarze sprezystym Qi (rys. lb) pot-

ptaszczyzny istnieje funkcja naprezen Airy’ego

F(x,y)= \] f TIxy,P(s)) a(s) ds,
dit, ~
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gdzie wektor

f T{x,y)=—\x-yarctg—,y-x arctg—1,
n i y x\

a wektor f T[x vy, P(s)) otrzymuje sie tak samo jak w przypadku macierzy (22).

Funkcja ta spetnia réwnanie biharmoniczne

V4F =0
i mozna nig wyrazi¢ naprezenia znanymi wzorami [1],
d 2F d2F '
dy?2 dxdy
- d2F d2Fr
dx 3y dx2

a po obliczeniu pochodnych funkcji naprezen i odpowiedniej modyfikacji koniecznej ze
wzgledu na przedstawienie w (2) tensora naprezenia w postaci wektora, a nie macierzy jw.-
wzorami (2). Postugujac sie wiec tym przedstawieniem naprezen, np. przy poszukiwaniu roz-
ktadu sit kontaktowych w kierunku poprzecznym tawy fundamentowej na poétprzestrzeni
sprezysto-plastycznej, modelujemy w istocie potprzestrzen poéinieskonczong tarcza. Petni ona
w rozpatrywanym tu zagadnieniu role nazwanej tak za Andermannem [1] ,,tarczy macierzy-
stej”, za pomocga ktérej mozna opisaé stan naprezenia w podobszarze sprezystym £2] pét-

ptaszczyzny w sprezysto-plastycznym zakresie pracy (rys. Ib).

Stan naprezenia w podobszarze sprezystym jest wowczas okreslony fikcyjnym obcigze-
niem, ktdére tgcznie z obcigzeniem danym pochodzacym od ptaskiego nieodksztatcalnego
stempla oraz sitami brzegowymi na granicy obszar6w sprezystego i sprezysto-plastycznych

czyni zado$¢ naprezeniowym warunkom brzegowym (rys.3).
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Stan odksztatcenia w obszarze sprezystosci pétnieskonczonej tarczy mozna opisa¢ wzo-

rami:

4)

W podobszarach sprezysto-plastycznych powinny byé spetnione: badz rownos$é w warunku
plastycznosci i rownania rownowagi, badz, gdy zachodzi rowno$¢ w warunku plastycznosci,
mozna ten podobszar potraktowac jak ciato z jednostronnymi wiezami wewnetrznymi i wow-
czas komplementarna praca naprezen, ktére moga w tych wiezach jednostronnych wystapi¢,

na mozliwych w nich odksztatceniach, w kazdym punkcie tego podobszaru jest réwna zeru :

k dx
Ya 30
k dy
®)
VPe Q2:rr((50 T(p)-£ (i*J=0.
Oznaczenia:
y - ciezar objetosciowy gruntu,
yw- ciezar wody,
k - wspétczynnik filtracji.
Odksztatcenia w tych podobszarach sprezysto-plastycznej pracy Q 2 narastajg [5]
£E—£ +£ +df,
A
gdzie
¢ciuc uc i0m» A (6)

—« -/> -e (7 (T

dX=>0.
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/ jest macierzajednostkowg, dopéty, dop6ki zachodzi rownos$¢ w relacji

)
\ /
Przyjeto przy tym, ze w procesie odksztatcenia zmiany objetosci moga by¢ wytgcznie sprezy-

ste
l-2-v
trde=—-— trda. (8)
Wynika stad, ze

trde =dXtr

W przypadku warunku plastycznosci Coulomba-Mohra postaci

Dla zachowania warunku odwracalnosci odksztatcen objetosciowych nalezatoby w tym
przypadku przyjac, ze wg prawa (61) zachodzi zmiana jedynie plastycznych sktadowych od-
ksztatceri postaciowych tensora przyrostu odksztatcenia. Byloby to rownoznaczne z przyje-
ciem tzw. niestowarzyszonego prawa ptyniecia ([6] str.36). Teoretycznie mozliwe sg: mody-
fikacja kryterium Coulomba-Mohra, zapewniajgca odwracalno$¢ odksztatcen objetoSciowych
badz dopuszczenie nieodwracalnosci odksztatcen objetosciowych z oceng wptywu zaniecha-
nia utrzymania tego wymagania na prace potprzestrzeni w zakresie sprezysto-plastycznym.

Moc dysypowana wynosi:

4. Podobszary degradacji

Grunt w podobszarach rozluznienia i wypierania go spod fundamentu wptywa¢ moze na

stan naprezenia i odksztatcenia w podobszarach sprezystej oraz sprezysto - plastycznej pracy
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jedynie swoim ciezarem. W przypadku osrodka sypkiego, nie przenoszgcego naprezen roz-
ciagajacych, mozna go w kazdym podobszarze traktowacé jak ciato z jednostronnymi wiezami.
Podobszary degradacji i wypierania w rozpatrywanym zagadnieniu ptaskim sg okreslone
uktadem nieréwnosci:

-ax=>0,
-deta >o0.

Powinny by¢ w nich spetnione rownania réownowagi (5]).

5. Fikcyjne obcigzenie brzegowe

Fikcyjne obcigzenia brzegowe podobszaru sprezystosci wystepujg na krawedzi potnie-
skonczonej tarczy, a takze na granicach podobszaru sprezystosci i podobszaréw plastycznosci.

Moznaje wyznaczy¢ z uktadow rownan catkowych. Przesledzimy to na przyktadzie potnie

b)

WYY Y. Y. YV -y y= T

Rys.4

skonczonej tarczy z otworem (rys.4). Dane obcigzenie krawedzi i otworu oznaczono qip, a

obcigzenie fikcyjne g ip . Naprezenia w potplaszczyznie sprezystej wywotane otworem

oraz ewentualnym dodatkowym obcigzeniem naziomu przyjmujg postac:
<7= qg+q ds+ j £ p+p Os, (10)
dii * 1 i, -p

gdzie p =y s -diag{\, k}-n, £ jest macierzg postaci (4.3), a p i q - fikcyjnymi sitami

- (m 1 1

brzegowymi.
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Rownania wigzace tensor naprezenia i sktadowe sit brzegowych za posrednictwem wekto-

ra normalnej zewnetrznej do brzegu majg postac:

SIEREE, ®

Tensor naprezenia ma tu postaé macierzy w odréznieniu od jego wektorowej postaci w
(10). Wykorzystujac odpowiednie wiersze macierzy (22) mozna go zapisa¢ utrzymujac te ma-

cierzowajego postac

8= 7 JE -O-*» £ | c ()% (12)
$ii,,--'3 " ao,, -3

Wskazniki (13 i 32) wskazujg na wybrane z macierzy (22) wiersze, tworzace kwadratowe

macierze £ 1£ .Sumowanie przeprowadzono po krawedzi potptaszczyzny i brzegu otwo-

-13 -32
ru (krawedziach potptaszczyzny i brzegach otworéw). W nawiasach jest miejsce na sity od-
powiadajace brzegom i oznaczenia krawedzi lub brzegu.
Za pomocg wzoréw (11) i (12) tatwo wyrazi¢ sity fikcyjne na krawedzi pétptaszczyzny

nastepujacym wzorem:

H & . p+p mH
Op T igh
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Abstract

On a model of the half plain disk of arbitrary edge configuration, the contact problem of
long strip pushed into elastic-plastic half plain with unilateral constrains was analysed.

Elastic subdomain of the half plain disk was described using concept ot the primary disk.
In the plastic domains the incremental description was applied.

In the degradation range —dislodging of soil from under the long strip, requirement of

positively definite matrix, represented the stress tensor was accepted.



