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ROZWIAZANIA FUNDAMENTALNE ZAGADNIENIA
QUASI-STATYCZNEGO STACJONARNEJ
TERMODYFUZJI LEPKOSPREZYSTEJ

Streszczenie: W opracowaniu analizowane jest zadanie poczatkowo-brzegowe dotyczace
wyznaczenia stanu przemieszczenia w os$rodku lepkosprezystym z uwzglednieniem przepty-
wow masy i ciepta, opisanych réwnaniami dyfuzji i przewodnictwa cieplnego.

Rozpatruje sie guasi-statyczne zagadnienia szczegélne termodyfuzji lepkosprezystej,
w ktérych pomija sie wptywy niestacjonamosci na rozwigzania zadan brzegowych.

FUNDAMENTAL SOLUTIONS FOR THE QUASI-STATIC PROBLEM
OF STATIONARY VISCOELASTIC THERMODIFFUSION

Summary: There is analysed an initial-boundary problem of the displacement evaluation
in the viscoelastic body with the flow of mass and heat consideration, described with diffusion
and conductivity equations.

1 Wprowadzenie

Zagadnienie quasi-statyczne stacjonarnej termodyfuzji lepkosprezystej opisane jest ukia-
dem pieciu réwnan rézniczkowo-catkowych typu splotowego, okreslajacych charakter wza-
jemnego oddziatywania pola cieplnego i dyfuzyjnego oraz pola naprezen. Posta¢ tych réow-
nan(por.[2]) dla czterech réwnowaznych termodynamicznie sformutowan problemu jest na-

stepujaca :
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-p*dul]j - (X+/i)*dujJj + ys*dSj + yc *dci = pF(

\ys*dudj + ma>*dS + IW=*dc\u - P\ (1)

*dUii * - _ Pn2
-\yc *dUjj + la)*dS + nai*dc] =

-p*duid - (A+/u)*dujjl + yT*dO( + Yc*dc, = pF:

T @

U&*du +112*dd +n(2)*dc]’U = PL_

- p*duiji - (A+p)*duju + Ye*ddj + Ym *dMj = PF,

- k'e. = pr< 3
I T (3)

—k2M a = pr2

~P*du,jj ~ (h+p)*dujli + Ys *dS, + Ym *dM , = pFi
. P 2r,
Bys *duhj + m*dS + | B*dM],, @)
k.,
-k2MM = pr2
gdzie Aip oraz 7S=«i (3A+ 2/t), Yc=ac(3A+ 2/i), yT=ar(3A+ 2p),

TM~aMB3A+2/i), miB, nk), I (d dla k =1,2,3,4 oznaczajg odpowiednio funkcje mate-
riatowe i funkcje relaksacji, natomiast ut, S, M, 6 i c poszukiwane wielkosSci, tj. pole

przemieszczen, entropie, potencjat chemiczny, temperature i koncentracje.

W uktadach (1)-(4) symbole p Ft, prn p r2, k,, k2 oznaczajg odpowiednio sktadowe

wektora sit masowych, Zrédto ciepta i masy, wspdtczynnik przewodnosci cieplnej

i dyfuzyjnej, natomiast
+0
f *dg := jf(t-z)dg{T)dT

oznacza splot funkcji.
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W rozwazaniach korzysta sie z zatozenia, ze funkcje materiatowe fi i A oraz funkcje re-

laksacji m(° , nlkl, 1K) sg postaci:
fi(t) = M.n(t) , A = Aon(t)

mk,(t) = mkn(t) . nik,@f = n'kI7(r) , 1 = 1IKYFI(L) (5)
gdzie n (t) jest funkcjg okreslong nastepujgco:
77(i) = (z+/3e~ri)tf(i), (6)

natomiast no, A0, m0, n0Oi 18 oraz a , y sa statymi, a //(i) - funkcja Heaviside’a
Przy wyznaczaniu rozwigzania uktadéw (l)-(4) stosowana bedzie transformacja Fouriera,

ktéra dla dowolnej funkcji f{xi,t) okre$lonej w przestrzeni 91* zdefiniowana jest wzorem:

F 0e I’X'Si+t°~dxidt, @)

gdzie s = {s,,s2,53), a powtarzajgce sie indeksy oznaczajg sumowanie od 1do 3.

Transformate odwrotng okresla wyrazenie:

f{x,t)=F “[/(i,,E»)]=" )2 jf(snco)eXiSi+tC°/dsidco 8)

Zdefiniowane przeksztatcenie ma nastepujace wiasnosci:
F [dkf{xi,t)]=isj{si,a) , F [dIf(xi,t)]=iaJ(si,co) 9)
oraz
. (10)
przy czym

f(x,,t)* g(x,,t)= \f{xi-x"i,t-t")g{x".,t")dxidt"
$4

oznacza splot funkcji fi g .

Ponadto dla funkcji g{xjtt) takiej, ze g(xi,0)=0, prawdziwa jest zalezno$¢:

F [f{xi,t)*dg(xi,t)] = (ircfia>f(st,ca)g(s,a>). (11)
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Wykorzystane zostang réwniez nastepujace relacje

5(r)

F [io(r)] = s

d
=N
4n2s2+idw’

Plr«M |

pPfcM 1= kR2s2+/dco

i i -Hk
L (7-A) r (),
~j2n iafl(a) a +13
gdzie : W =yj(xix.)
_j o d (¥X)
axt] 2 - 4 dla t>0
0
dla t>0
r(t) = A= 3
o} dla t<0 a + fi

Rézniczkujac pierwsze z réwnan w uktadach (1)-(4) i wprowadzajac dylatacje przemiesz-

czania

e = w. = du: 13
) dxt (13)

otrzymuje sie uktady trzech réwnan rézniczkowych:

(A+ 2n)*deu + ys *dSM + Yc*dc.u = PFu

mys *deu - m@*dSu - la) *dcu = - ' (14)
K,

- Yc*den ~1 *dSu - n *dcM =
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-(A +2Ji)*deu + yT*ddu + yc *dcii = pFii

-k'% , = B!
O
~Yc*deli - 14*ddu - n@ *dcu = P -

k2

- (A+2p)*deM + yT*d6M + yM*dMM = pFu
=k (3le.

t
—hmMji = pr2

-{X +2p)*deu + ys *dSu + yM*d M = pFu

o2V
m-Ys *deu - m{4, *dSu - Ilw *dMu = "
ki

-h @M,, = pr2

w ktérych przyjeto oznaczenia

2. Rozwigzanie fundamentalne

Rozwazane uktady (14)-(17) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:
A*'(d,d,) y<» = [<»,
gdzie:

2,
Pijl
Kj

(yme = [c,s,c] (@) PFu

W2J = [e,e,c] ., 0 1T = pF 'RI1.

2
P r2
k2

135

<15>

(16)

(17)

(18)

(19)



136 J.Kubik, B.Wieczorek
e . Pri
G mf={e,e,M] mgFi= 7" pr,

(yr3=[e.S.M] (>pRy= PN spp

przy czym macierz ukfadu jest okreslona nastepujaco:

—A+ 2/i)* dd - Ys *ddu Ys *dd,,
-Ys *ddu -m @*ddu -1 ¥
-Yc*ddu -1 *ddu -n 11 *dx)u

—(A+2/r*ddu  vgxddu Ys*ddu
0 -k 2 *ddu 0 (20)
-y c*ddu -L % — (2 *ddu

-(A+2n)*ddu vy xqqdu 7« *ddu ’
A'30,a,) = 0 -k °trddu 0
0 0 -h 3 *ddu

“(A+2n)*ddu  ysxgd«  Ym*dd,
~Ys *ddu -m 14 *ddn »—‘I *
0 0 -h (4 *ddH
Dla zagadnien opisanych uktadami réwnan rézniczkowych (18) wyznacza sie rozwigzanie
podstawowe operatora termodyfuzji (por.[1]) poszukujac dystrybucji E e dla k= 1,23,4,
spetniajacej réwnanie

Atk'(d,,d,) Em = S, (21)
gdzie:
8 =17 S(x)5(t). (22)
Rozwigzanie uktadéw (21) sprowadza sie do wyznaczenia macierzy niezaleznych dystry-
bucji temperowanych E Ik).
Po wykonaniu transformacji Fouriera réwnan uktadéw (21) zgodnie ze wzorem (7) otrzy-
muje sie uktady réwnan:

A . E Si, = ‘o1, 23
wisw) Ew(sio) = (23)



Rozwigzania fundamentalne

137

ktére sg uktadami réwnan algebraicznych, a macierz | jest macierza jednostkowa. Macierze

uktadoéw (23) sa okreslone nastepujaco:

(a+ 2fi)ia>s2 -y sicos2 - ycicos2
Ysicos2 mlllicos2 la)iws2

ycicos2 la)icos2 na)icos2

(a+2p)icos2 - yTicos2 -ycicos
Am = 0 k,2v 0

7¢ ‘ws2 I U)icos2 fa)iws2

(i+2fi)icos -y Ticos -yMicos

K@V 0
0 h@aV
(X+ 2fijicos -y Ticos -7 yiols
AMl = ysicos® i@ iws2
0 hi 2

przy czym s2=52+5S) +52.

Rozwigzaniem uktadéw (23) jest macierz:

"‘_é\: C_SIE) r-(k)“

£ k> = i?%) r-(QIE) i7(k)
ck) £
A31 k)

ktérej elementy £ ‘K po uwzglednieniu zatozenia (5) przyjmuja postac:

y w1 1
E-IJ 4712 w'2" fi(co) icos2

1 1 dla i,jt2
-E(z) i H2Z fi{co) icos2 U
n 42r2 w'a
— dla pozostatych
o dla i=j=1
(o

-1 n{co) icos2
£@3 =
87 w9y " §

)

pozostatych

(24)

(25)

(26)
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g dla
0 (4) 1 W4 fi(w) icos

Ea Wed>
4n2 ~Y dla pozostatych

s
gdzie fi (oj) jest transformacja Fouriera funkcji /7 (i), natomiast state wjfi wf' okreslo-
ne sg wzorami :

YK -iYJ YYC-<Y

YYc-YY {I’CJ +n'U(A,+2M,)  -YcYes-Y (K + 4 )
loY$-KYc -YcY°s-I'A{*0+2p0) (y°J +mil'{Xe+2n0)

YYr-1oYc k2Yc
0 (ref+Y+YOK 2 0 (27)
-k 2Ve -YcYr-(K +2mliL2 (A, +2/tJk(
_ ksh h*3y° kl3lr«
& _ o (A,+2i0h'F 0
0 0 (A, +2/r,)kB
h m, h,dys <'YU-10Ys
-h"Ys h4,(A,+2/0 -y”y0-1"4l1(A0+2M
0 0 (y°Jd + m~(A0+2MO).
oraz
= Y'(y°J +mll(y»)2-2IL1Y" Yy + (A0+ 2/tj(mLLn:l, -(1IL1)2)
= k-((y™-n-(A,,+2M) (28)
w'3 = hIBKI3(AD+ 2po)
<™ = h<4((y;)2-m-(A0+2/tj)

Wykonujac transformacje odwrotngwg wzoru (8) elementéw macierzy £ (K otrzymuje sie

macierz rozwigzan podstawowych uktadéw (21) okreslong nastepujaco :

o  C(ki o pm
1l 2 CuU
ex= 4 W Pl (29)

ik ik
ﬂg P IZZ) fIZZ)
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gdzie :
., «41.F - dla Kl
Em = & W& -J2k ico fi (co) dla k=1234,
il Ak vkl 5(0 dla K2
przy czym :
wszystkich dla k=1 brak dla k=1
i,y*2 dla k=2 pozostatych dla k=2
Kl = K2 =
i=7=1 dla k=3 pozostatych dla k=3
pozostatych dla k=4 7=3 dla k=4

3. Rozwigzanie og6lne
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(30)

(1)

Okre$lona wzorami (29) i (30) macierz rozwigzan podstawowych zawiera 9 niezaleznych

dystrybucji i moze postuzy¢ do wyznaczenia rozwigzania Zrédtowych zagadnien stacjonarnej

termodyfuzji zgodnie z relacja

yw = E'M*f°,
gdzie wektor /" okreslony jest zaleznoscia:

(T M 1,,1,118(x)8(t).

Woéwczas
<50 Lol e di
lid A2k ico i (co)
Ak w™  5(Q,
( fi dla

Kl

K2

Pole przemieszczen u, uzyskuje sie analizujac transformate Fouriera réwnania:

-firdu™  -(A+n)*d{y?'l + r,*, {1 +r2* 4~} = 1i S(x)8(t),

(32)

(33)

(34)

(35)
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gdzie:
Ys k=1 Yc k=1
Yt k=2 Yo k=2
Yi = =
Ty, k=3 yzem o k=3
Ys =4 Ym k=4

ktéra ma postac:
icos2«!k - (zi+/i)icow, {yjkl} + y, icois™y'"} + y2icois”y~1}) = 1,, (36)

przy czym t jest transformatg wymuszenia jednostkowego 1i S(x)8(t).

Po wykonaniu transformat rozwigzan (32), podstawieniu do (36) i uporzgdkowaniu otrzy-

muje sie nastepujaca zaleznos¢:

is, HKI "+ H 1, i dla Kl
1 icos4 n(co) J icos n(eo) @7
N
WO T LB v ot g dla K2
~T7fj icos n{co)
okreslajaca transformate pola przemieszczen.
Stale wystepujace w réwnosci (37) okres$lone sg wzorami:
1
H i(K + YJty)' - Yi ty*! - Y2ty)']
2VoWb
38
1 (38)
-J2TOHD

Wykonujac transformate odwrotng wyrazenia (37) otrzymuje sie odpowiednio dla ukfadu

réwnan zalezno$¢, okres$lajaca pole przemieszczen:

1
*1i8 8(t 39
47 N ~j2n icon (co) 18098 (39)

lub w réwnowaznej postaci:

— o(Hye*  +HjtM *F
4K mJljc ico n (co)

gdzie:

\ 1
HYl=pm o dla Kl
-J2n ico A (ta) (41)

10 dla K2
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Znajac rozwigzania fundamentalne catego zadania stacjonarnej termodyfuzji lepkosprezy-
stej mozna poszukiwaé rozwigzan zrédiowych dla sit masowych oraz zrédet masy i ciepta
réznej postaci. Ponadto z twierdzen o wzajemno$ci mozna uzyskiwa¢ rozwigzania innych
probleméw brzegowych, dotyczacych sprzezonych przeptywéw masy i ciepta oraz p6l napre-
zen w ciele statym.

Rozwigzania zrédiowe termodyfuzji uzyskuje sie na podstawie réwnosci (32)

po uwzglednieniu wptywu rzeczywistych rozktadéw zrédet /°°. Przyjmuje ona woéwczas

postaé :
ylkl _ Ek> +y R” (42)
gdzie wektory/Ik dla okreslone sg zaleznosciami (19).
Woéwczas
. -1 1 w, K dla Kl
wony _ | V\((k) R0 -J2n ia>n(co) (43)
4n w®
-Ar* fiR dla K2

Pole przemieszczen ut uzyskuje sie analizujac transformate Fouriera réwnania :
-n*du<» - (a+n)*d{Yik}. + YI *i/{y2K}. + ra*Ay™\ = pf>- 44)
ktéra ma postac :
\2n{fi icos2u]k - + ift)i's{y;kl} + yrcois~rYAY + y2icuc{FIH| = pF ,(45)

przy czym pFi jest transformatg czynnika pFt , natomiast state y, i y2 zdefiniowane sg

zaleznoscig (36).
Po wykonaniu transformat rozwigzan (42), podstawieniu do (45) i uporzgdkowaniu otrzy-

muje sie nastepujaca zalezno$¢:

2
UK P o P Lk gk

. p
1 jcosAn(w) icos n(a=t (46)
i ! ! " dla K2
(}a() s,J)  + Zi.cos\ n(0)) a

okreslajaca transformate pola przemieszczen.

State wystepujgce w réwnosci (46) okre$lone sg wzorami (38).
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Wykonujac transformate odwrotng wyrazenia (46) uzyskuje si¢ odpowiednio dla kazdego

z uktadoéw réwnan zalezno$¢ okreslajaca pole przemieszczen :

WD wen,  =F ! L v @7)
1 4Sr icon (co)

jm= 1
J An

lub w réwnowaznej postaci:

-J ! (48)

icori {co)

gdzie H90 okresla zaleznos$¢ (41).

Uwzgledniajac teraz w zaleznosciach (39) i (40) oraz (47) i (48) posta¢ transformaty od-

wrotnej funkcji 77 (t)okreslonej wzorem (12) uzyskuje sie nastepujacg ich postac:
«r =8 {a, (E</*/;)+ Hr| }*1 $(*)s(f)], (49)

oraz odpowiednio

(L),

;
K- 1 B.MNOFLIK)+H | ="*pFi (50)
8T 0

przy czym

(51)

4. Podsumowanie

W przedstawionym ujeciu termodyfuzji lepkosprezystej przeanalizowano uktady réwnan,
okreslajgce charakter wzajemnego oddziatywania pola cieplnego i dyfuzyjnego oraz pola
przemieszczen. Wynikajg one z réznych uje¢ termodynamicznych problemu i ze sposobu od-
dziatywania pél rozpatrywanego zagadnienia. W ukfadach tych jako niewiadome wystepuja

odpowiednio temperatura, koncentracja, entropia i potencjat chemiczny oraz pole przemiesz-
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czen. W wyniku analogicznych przeksztatcen uzyskuje sie rozwigzania uktadéw réwnan (1),
(2), (3) i (4), ktére majg identyczng posta¢. R6znice wystepujgjedynie w postaci statych, kto-

re zalezg bezposrednio od wspétczynnikéw wystepujacych w odpowiednich uktadach.
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Abstract

The problem of quasi-statical convoluted viscoelastic thermodiffusion in described with
the system of fine partial-integral differential equations, describing character of mutual reac-
tion of the heat, diffusion and stress fields. There was four different forms of these equations
systems, resulted of the way of fields reactions.

There was presented the method of the solution for one of the equations’ system. With
the Fourier transformation, its propertied and theory of distribution was build a fundamental
solution of that system. On their basis was obtained the solution of the basic system.

Per analogy the solution was obtained for two rest equation systems which describe

the thermodiffusion problem.



