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Streszczenie: W opracowaniu analizowane jest zadanie początkowo-brzegowe dotyczące 
wyznaczenia stanu przemieszczenia w ośrodku lepkosprężystym z uwzględnieniem przepły­
wów masy i ciepła, opisanych równaniami dyfuzji i przewodnictwa cieplnego.

Rozpatruje się ąuasi-statyczne zagadnienia szczególne termodyfuzji lepkosprężystej, 
w których pomija się wpływy niestacjonamości na rozwiązania zadań brzegowych.

F U N D A M E N T A L  SO L U T IO N S FOR TH E Q U A SI-S T A T IC  PR O BL EM  
O F S T A T IO N A R Y  V ISC O E L A ST IC  T H E R M O D IFFU SIO N

Summary: There is analysed an initial-boundary problem of the displacement evaluation 
in the viscoelastic body with the flow of mass and heat consideration, described with diffusion 
and conductivity equations.

1. Wprowadzenie

Zagadnienie quasi-statyczne stacjonarnej termodyfuzji lepkosprężystej opisane jest ukła­

dem pięciu równań różniczkowo-całkowych typu splotowego, określających charakter wza­

jemnego oddziaływania pola cieplnego i dyfuzyjnego oraz pola naprężeń. Postać tych rów- 

nań(por.[2]) dla czterech równoważnych termodynamicznie sformułowań problemu jest na­

stępująca :
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- p * d u l]j -  (X + / i ) * d u jJj + y s * d S j + y c * d c i = pF( 

\ y s *duJj + ma>*dS  + l 11’ * d c \ u -

-\y c *dU j j  + 1 a ) *dS  +  n a i *dc ]  =

P \
k,

P^2

(1)

- p * d u iJJ -  (A + /u)*dujjl  + y T * d O ( + Y c *  d c , = pF:

T
Pr,
T

\yc * du + 1 121 * dd  + n (2) * dc]  = P  —U C ,U L

(2)

-  p *  dui jj -  (A + p ) * d u j u  + Yt * d d  j  + Ym * d M j  = PF,

- k ' e .  =  p r <
T„ T„

— k 2M a = p r2

(3)

~ P *  du,.jj ~ (h + p ) * d u j]i + Ys * dS,  + Ym * dM  , = pFi

■\y s * d u hj +  m141 * dS + l l4> * d M ] „ P 2r,

k ,

- k 2M M =  p r 2

(4)

gdzie A i p  oraz 7S = « i (3A + 2 /t), Y c = a c (3A + 2 /i) ,  yT =  a r (3A +  2p ) ,

7 M ~ a M\3A +  2 /i) ,  m115’ , n <k), l (kl dla k =  ],2,3,4 oznaczają odpowiednio funkcje mate­

riałowe i funkcje relaksacji, natomiast ut , S ,  M , 6  i c poszukiwane wielkości, tj. pole 

przemieszczeń, entropię, potencjał chemiczny, temperaturę i koncentrację.

W układach (l)-(4 ) symbole p  Ft , p r n  p  r2, k , , k2 oznaczają odpowiednio składowe 

wektora sił masowych, źródło ciepła i masy, współczynnik przewodności cieplnej 

i dyfuzyjnej, natomiast

+oo
f  *dg := j f ( t - z ) d g { T ) d T

oznacza splot funkcji.
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W rozważaniach korzysta się z założenia, że funkcje materiałowe fi i A oraz funkcje re­

laksacji m(l° , n lkl, l lk) są postaci:

fi(t) = M.n(t) , A(r) = Aon(t)

m,k,(t) = mlk,n(t) , n |k,(f) = n'kl/7 (r) , l (k,(f) = 1 lk)FI(t) (5)

gdzie n  (t ) jest funkcją określoną następująco:

77 (i) = (z + /3 e ~ r i ) tf(i) , (6)

natomiast n o, A0, m0, n0 i 18 oraz a , y  są stałymi, a / / ( i )  - funkcją Heaviside’a.

Przy wyznaczaniu rozwiązania układów (l)-(4 ) stosowana będzie transformacja Fouriera, 

która dla dowolnej funkcji f { x i , t)  określonej w  przestrzeni 91* zdefiniowana jest wzorem:

F 0 e  l X̂'S i + t °^dxid t , (7)

gdzie s = {s , , s2,s3) ,  a powtarzające się indeksy oznaczają sumowanie od 1 do 3.

Transformatę odwrotną określa wyrażenie:

f { x „ t ) =  F ‘[ / ( i , ,£»)]= ^ ) 2 j  f ( s n co)e^XiSi+tC°^dsi dco (8)

Zdefiniowane przekształcenie ma następujące własności:

F [dkf { x i , t ) ] = i s j { s i , a )  , F [dlf ( x i , t ) ] = i a J ( s i ,co) (9)

oraz

F ( 10)

przy czym

f ( x , , t ) *  g (x , , t ) =  \ f { x i -x ' i, t - t ' )g{x' . , t ' )dxidt'
$4

oznacza splot funkcji f i g .

Ponadto dla funkcji g{xjtt )  takiej, że g(xi,0) = 0 ,  prawdziwa jest zależność:

F [ f {x i , t ) * dg (x i ,t)] = ( i rcf  i a> f ( s t ,ca)g(s„a>).  (11)
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Wykorzystane zostaną również następujące relacje

5(r)
n  s

F [ io (r )  | =

P [ r« M l  = ^

ns

d
4n 2 s2 + i d w  ’

( 12)

p f c M ] = i p

gdzie : \x\ =  yj(xi x.)

i i

~j2n i a f l ( a )

_ j  d (XjX )
4* t ]  2 ~ 4t

4n 2 s 2 + /dco ’

-H k

a  +13
(7-A) r ( f),

0

r ( t )  =
o

dla t > 0 

dla t < 0

dla t > 0

A =  “J  . 
a  + fi

Różniczkując pierwsze z równań w układach (l)-(4 ) i wprowadzając dylatację przemiesz­

czania

du:
e =  w.. =

dxt

otrzymuje się układy trzech równań różniczkowych:

(A +  2 n ) * d e u +  y s * d S M + Y c * dc .u =  PFu

■ y s * de u -  m(11 * dS u -  1 a) * dc u = -  r'
k,

(13)

(14)

-  Y c * de.n ~ 1 *d S  u -  n * d c M =
P 2'',
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- ( A + 2 J i ) * d e u + y T * d d u + y c * d c ii = pFii

• - k ' % ,  = P/ '  ’ <15>
O

~ Y c * d e li -  1<21 * dd  u -  n (2) * dc u = P -
k 2

-  (A +  2 p ) * d e M + y T * d 6 M + y M * dM M = pFu

■ - k (3l e .  , ( 1 6 )

t;

— h m Mj i  = p r 2

- { X  + 2 p ) * d e  u + y s * d S u + y M * d M = pFu

o 2 V
■ - Y s * d e u -  m {4, * d S u -  l w  * d M  u = '  '  , ( 1 7 )

k i

- h (41M „ = pr2 

w których przyjęto oznaczenia

2. Rozwiązanie fundamentalne

Rozważane układy (14)-(17) można zapisać w postaci macierzowej:

A * ' ( d „ d , )  y <» = /< » ,

gdzie:

( y 11)1 =  [ c , s , c ]  , ( / (1))T =

W 2)J  =  [ e , e , c ]  , 0 121)T =

PFu

2  2
P j l  P r2
kj k2

p F  ' R I l . P J l  
T„ k,

(18)

(19)
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G •m'f = { e , e , M ], (/■” ’) ' =

( y " ’J  = [ e . S . M ], ( / ' » ) ’ =

przy czym  macierz układu jest określona następująco:

E- Pri
p f u • T ’ Pr2

p- P lriPFU • , > P r2k,

— (A + 2 /i)*  dd  - Ys * d d u Ys * d d „

- Y s  * d d u - m (11 * dd u * i—1l

. - Y c * d d u - l ‘łl * d d u - n 111 *dx)u

— (A + 2/r)* d d u Yt * d d u Ys*  dd  u
0 - k 121 * d d u 0

- y c * d d u * i—1l — n (2) * d d u

- ( A + 2 n ) * d d u Yt * d d u 7«  * d d u ’
0 - k  ° ' * d d u 0

0 0 - h (3) * d d u

- ( A + 2 n )* d d u Ys * d d « Ym * d d „

~ Ys * d d u - m 14’ * d d n

*i—1 1

0 0 - h (4) * dd H

(20)

A '3,0 „ a , )  =

Dla zagadnień opisanych układami równań różniczkowych (18) wyznacza się rozwiązanie 

podstawowe operatora termodyfuzji (por.[ 1 ]) poszukując dystrybucji E tk> dla k =  1,23,4 , 

spełniającej równanie

A tk' ( d , , d , )  E m  = S ,  (21)

gdzie:

8 =  7 S(x )5( t ) .  (22)

Rozwiązanie układów (21) sprowadza się do wyznaczenia macierzy niezależnych dystry­

bucji temperowanych E lk).

Po wykonaniu transformacji Fouriera równań układów (21) zgodnie ze wzorem (7) otrzy­

muje się układy równań:

A w ( s , , w )  E w ( Si,o>) =  ‘ 1 ,
\2n)

(23)



Rozwiązania fundamentalne 137

które są układami równań algebraicznych, a macierz I  jest macierzą jednostkową. Macierze 

układów (23) są określone następująco:

(a + 2 fi)ia>s2 - y s icos2 - y c icos2 

Ysi cos1-2 m111 icos2 l a ) i w s 2

y c icos2 1 a ) icos2 n a ) icos2

A m =

(a + 2 p) i cos2 - y T icos2

0 k,2V

7c ‘ws2

- y c icos

0
l U)icos2 ñ a ) i w s 2

( í + 2 fi) icos - y T icos

k (3V  
0

A 141 =

(X +  2fi j  i

y s icos

0

icos - y T icos
2

- y M icos

o
h(3V

- 7 u iCÚS 
i (4) i w s 2 

h141 i 2

przy czym s2 = s 2 +  s) + s 2.

Rozwiązaniem układów (23) jest macierz:

(24)

<cq"
1

c-(k)
12

r-(k)“

£ ,k> = í?(k)
21

r-(k)
22

Í7(k) (2 5 )
c-(k)
^31

£<k)
32 i5

!'
i

której elementy £ ‘kl po uwzględnieniu założenia (5) przyjmują postać:

1E-U) _  Eij ~
1 W*1’ 1

47T2 w'2' fi (co) icos2 

1 1
jn (2 )
En

i H 21
4?r2 w’21

dla i, j ± 2
f i  {co) icos2

—  dla pozostałych

£ (31 = 1 %
" 4k 2 w‘3)

dla i =  j  = 1
n{co)  icos2

- i -  dla pozostałych

(26)
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0 ( 4 )

Ea
1 w'4'

4 n 2 w«4>
f i  (w) icos

dla

~Y dla pozostałych
s

gdzie f i  (oj) jest transformacją Fouriera funkcji /7  (i), natomiast stałe w j f  i w f '  określo­

ne są wzorami :

oraz

Y Y C~ < YY ' K ' - i Y ' J

Y Y c  - Y Y  {rćJ + n '1’(A„+2M„) - Y c Y °s -  Y ' ( K + ^ „ )  

1 o Y ś - K Y c  -YcY°s- l'01){*.0+2p0) (y°J + ml0l'{Xe +2n0)

Y Y r  - 1  o Y c k,2Yc

0 ( r e f + Y + Y 0K 2' o

- k ,2Vc - Y c Y r - ( K  + 2mJiL2’ (A „+ 2/tJk (:

r,(3i _
k<3>h<3) h ‘3ly° kl3lr«

0 (A „ + 2 iO h '3’ 0

0 0 (A„+2/r„)k131

h m„ h,4,ys° < ' Y U - 1  o Y s
- h " Y s h‘4,(A „ + 2 /0  - y ” yJ0 - l ' 4l(A0 + 2MJ  

0 0 ( y °J  +  m^(A0 +2M0) .

= Y '( y ° J  + mlll(y»)2 -2lL1’y”y” + (A0 +2/tj(mL1,n:l,-(lL1))2) 

= k -((y ^ -n -(A „ + 2Mj )

(27)

(28)

w'3’ = h l31kl31(A0 + 2 p o)

< "  =  h <4,((y;)2 - m - ( A 0 + 2/t j )

Wykonując transformację odwrotną wg wzoru (8) elementów macierzy £ (kl otrzymuje się 

macierz rozwiązań podstawowych układów (21) określoną następująco :

E <k) =

■<k)
II
(k)
21

Z7(k)
Ł 3I

c-(ki p m  
12 C ,U

t-(k) p  (kl 
22 22

p i k )  p i k )  
22 c 22

(29)
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gdzie :

1 w'uE m  = — 2—
11 A k  vw'kl

« 4 1 .  F -
-J2k  ico f i  (co)
5(0

dla KI

dla K2

dla k  =  1,2,3,4,  (30)

przy czym :

K I  =

wszystkich dla k = 1

i , y * 2  dla k = 2

i = 7 =  1 dla k = 3

pozostałych dla k = 4

K 2  =

brak dla k = 1

pozostałych dla k  = 2

pozostałych dla k = 3

7 = 3 dla k  = 4

(31)

3. Rozwiązanie ogólne

Określona wzorami (29) i (30) macierz rozwiązań podstawowych zawiera 9 niezależnych 

dystrybucji i może posłużyć do wyznaczenia rozwiązania źródłowych zagadnień stacjonarnej 

termodyfuzji zgodnie z relacją

y w = E ' M * f ° ,  (32)

gdzie wektor / "  określony jest zależnością:

( T M  1 „ ,1 , l ] 8 ( x ) 8 ( t ) .  (33)

Wówczas

' '  Ak  w ™

Pole przemieszczeń u, uzyskuje się analizując transformatę Fouriera równania:

- f i * d u ™  -  (A + n ) * d { y ? ' l  + r , * ¿ { ^ ’1  + r 2 * 4 ^ ’},: = 1i S (x )8( t ) ,  (35)

<5(0
|jc|

5 ( 0 ,

1 1
^ 2 k  ico ń  (co)

f j

* f °  dla KI  

dla K 2

(34)
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gdzie:

Ys k = 1 Yc k = l

Yt k = 2
y 2 =■

Yc k = 2

Y t k =  3 Y m k = 3

Y s k = 4 Ym k =  4

Y i  =

która ma postać:

icos2 «!k) -  (źi + / i )  ico w, {y jkl}  +  y ,  i c o i s ^ y ' " }  +  y 2 ic o is^ y ^ 1}) = 1,, (36)

przy czym t  jest transformatą wymuszenia jednostkowego 1i S (x)8( t ) .

Po wykonaniu transformat rozwiązań (32), podstawieniu do (36) i uporządkowaniu otrzy­

muje się następująca zależność:

is, H (kl ^  1 f "
11 icos4 n(co )  J

+ H, 1 , i  dla KI  
icos n (ęo)

u(k) ^ r  o
~ 7 fj +  B2   Y - f J i

icos n{co)

(37)

dla K 2

określającą transformatę pola przemieszczeń.

Stale występujące w  równości (37) określone są wzorami: 

1H,
2VoWo

1
-J2 TCHo

i ( K  +  ) t y ) '  -  Y i  t y * !  -  Y °2 t y ) '  ]

(38)

Wykonując transformatę odwrotną wyrażenia (37) otrzymuje się odpowiednio dla układu 

równań zależność, określającą pole przemieszczeń:

4 71

lub w równoważnej postaci:

4 K

N

— • ( Hyk> * +  Hj-tM  * F

gdzie:

H '/1 = h™
\ 1

-J2n ico ń  (ta) 
]<5(r)

1 1
~j2n ico ń  (co)

■Jljc ico ń  (co)

dla KI  

dla K 2

*1i8 (x )8( t ) (39)

(41)
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Znając rozwiązania fundamentalne całego zadania stacjonarnej termodyfuzji lepkospręży- 

stej można poszukiwać rozwiązań źródłowych dla sił masowych oraz źródeł masy i ciepła 

różnej postaci. Ponadto z twierdzeń o wzajemności można uzyskiwać rozwiązania innych 

problemów brzegowych, dotyczących sprzężonych przepływów masy i ciepła oraz pól naprę­

żeń w  ciele stałym.

Rozwiązania źródłowe termodyfuzji uzyskuje się na podstawie równości (32) 

po uwzględnieniu wpływu rzeczywistych rozkładów źródeł / ° ° .  Przyjmuje ona wówczas 

postać :

ylkl _  £(k> + y  (k) ^

gdzie w e k to r y /lkl dla określone są zależnościami (19).

Wówczas

(42)

i w(k)
J /O l)  _  1 V

4 n  w (k)
;JCj

- ^ r *  f' jk)

_1 1_
-J2n ia>n(co)

■ / , lkl dla KI  

dla K2

(43)

Pole przemieszczeń ut uzyskuje się analizując transformatę Fouriera równania :

- n * d u <» -  (a + n ) * d { Y i k)}.  + Yl * i/{y 2<k’},. + r 2 * Ą y ™ \  = p f > - (44)

która ma postać :

\ 2 n { f i  icos2 u]k) -  + ift)i's,{y;(kl} + y ^ c o i s ^ Y ^ }  + y 2 ¡cu«,{FJ(k||  = p F  ,(45)

przy czym pFi jest transformatą czynnika pFt , natomiast stałe y ,  i y 2 zdefiniowane są 

zależnością (36).

Po wykonaniu transformat rozwiązań (42), podstawieniu do (45) i uporządkowaniu otrzy­

muje się następująca zależność:

1 1
p t ,  dla K l

.•» 1
(46)

? 1u<k)  ̂ 1 r(k)
11 ¡co s Ą n ( w )  '

+ H, p  /•', dla K l
ico s n(a>)

j(k)a s, J)
1 1 ^

+ 2 . \ ‘ 
¡co s n (o ) )

dla K2

określającą transformatę pola przemieszczeń.

Stałe występujące w równości (46) określone są wzorami (38).
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Wykonując transformatę odwrotną wyrażenia (46) uzyskuje się odpowiednio dla każdego 

z układów równań zależność określającą pole przemieszczeń :

jm = 1 J H '10 * / ! kl +  H, * F
Ąn  1 "

lub w równoważnej p ostaci:

1 1
4 S r  i co n  (co)

_ J  1

i co r i  {co)

* p  Fi (47)

(48)

gdzie H90 określa zależność (41).

Uwzględniając teraz w  zależnościach (39) i (40) oraz (47) i (48) postać transformaty od­

wrotnej funkcji 77 (t)określonej wzorem (12) uzyskuje się następującą ich postać:

« r  = 8 {a, (£</' * / ; ) +  H r | } * 1, <5 (* )s ( f ) j ,

oraz odpowiednio

87T
•<k' -  1 J a . (h^0 * / . lkl) + H ‘ | ~ ' * p F i

r ( t )

0

(49)

(50)

przy czym

(51)

H

4. Podsumowanie

W przedstawionym ujęciu termodyfuzji lepkosprężystej przeanalizowano układy równań, 

określające charakter wzajemnego oddziaływania pola cieplnego i dyfuzyjnego oraz pola 

przemieszczeń. Wynikają one z różnych ujęć termodynamicznych problemu i ze sposobu od­

działywania pól rozpatrywanego zagadnienia. W układach tych jako niewiadome występują 

odpowiednio temperatura, koncentracja, entropia i potencjał chemiczny oraz pole przemiesz­
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czeń. W wyniku analogicznych przekształceń uzyskuje się rozwiązania układów równań (1), 

(2), (3) i (4), które mają identyczną postać. Różnice występują jedynie w postaci stałych, któ­

re zależą bezpośrednio od współczynników występujących w odpowiednich układach.
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Abstract

The problem o f quasi-statical convoluted viscoelastic thermodiffusion in described with 

the system o f fine partial-integral differential equations, describing character of mutual reac­

tion o f the heat, diffusion and stress fields. There was four different forms o f these equations 

systems, resulted of the way o f fields reactions.

There was presented the method o f the solution for one of the equations’ system. With 

the Fourier transformation, its propertied and theory of distribution was build a fundamental 

solution o f that system. On their basis was obtained the solution o f the basic system.

Per analogy the solution was obtained for two rest equation systems which describe 

the thermodiffusion problem.


