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ZASTOSOWANIE REGULARNYCH PRZEDZIALOWYCH
MACIERZY JACOBIEGO DO OBLICZANIA EKSTREMALNYCH
WARTOSCI WIELKOSCI MECHANICZNYCH

CZESC | - PODSTAWY TEORETYCZNE

Streszczenie. W pracy przedstawiono dwie nowe metody obliczania ekstremalnych warto-
$ci funkcji uwiktanych z,(r). Jesli pewne specjalne przedzialowe macierze Jacobiego bedg

regularne to znak pochodnych czgstkowych bedzie staty dla wszystkich ie T i ekstre-

my
malne wartosci Li ='«/{z,(0:ie Th z-=sup{zi(t).te t} mozna obliczy¢ na podstawie wierz-

chotkdéw przedziatu Te IrR".

APPLICATION OF REGULAR INTERVAL JACOBIAN MATRIX TO
CALCULATION OF EXTREME VALUES OF MECHNICAL QUANTITIES.
PART | - THEORETICAL BACK-GROUNDS

Summary. In this paper, two new methods for calculation of extreme values of implicit
functions z,(r) are presented. If some special interval matrices are regular then sign of partial

derivatives dii is constant for all ieT and extreme values Li=inf{zi(t)-te T},
i

z, =sup{zj(f):te t}. We can calculate using vertices of interval Te IrR".

1. Wprowadzenie

Problem modelowania tolerancji w uktadach mechanicznych mozna sprowadzi¢ do zagad-
nienia znalezienia obrazu obszaru tolerancji Tc/?'" poprzez uwiktane odwzorowania z(t)
okre$lone jako rozwigzanie uktadu nieliniowych réwnan algebraicznych F(z,t)=0 (gdzie

F :R" x R"* —R"). Zbior wszystkich rozwigzan okreslony jest nastepujgco:

M ={(z,t): F(z,t) =0,te T}= {(z(t),t):te T}. (D
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W pracy opisane sg teoretyczne podstawy nowej metody obliczania parametrow z,,zf :

b, =inf{zi(i):16 T}, z, =sup{z,(i):1e T} 2)

2. Przedzialowe metody obliczania ekstremalnych wartosci funkcji uwikia-
nych oparte na sprawdzeniu monotonicznosci
Podstawowym wynikiem tej pracy jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1

Niech danajest ciggta funkcja F :R" xAm3 (z,r)—F(z,/)e R" oraz m-wymiarowy prze-

dziat T = x” ,tt Jc R'". Na podstawie wierzchotkéw przedziatu T okreslamy n-wymiarowy

przedziat Z = x[z/,z. Jc R", gdzie
1=1

Z- =min\zi(t"):t* e V }, z- = max\zi(t"):twe V ]. ?3)

Vjest zbiorem wierzchotkéw przedziatu T (odpowiednie wierzchotki mozna wybra¢ na pod-

stawie znaku pochodnych ~Z‘** ~ obliczonych dla dowolnego t 6 T ). Jesli:
Aj

1) w(z()*0 dlai=l,...,n,

2) funkcja F jest r6zniczkowalna w sposéb ciggty w kazdym punkcie pewnego otwartego
zbioru U c: R" xR ™',

3) dla kazdego t0e T réwnanie F(z,t)=0 posiada jednoznaczne rozwigzanie z(f0). (w ukta-
dach mechanicznych wtasno$¢ tajest zwykle zagwarantowana),

4) przedziatowe rozszerzenie nastepujgcych macierzy Jacobiego

(F(z~ vz, T 3, (F(Z zZ,T, T.) R m
o d[z, Zl-,,t3,Zi+,..., zZn)

sg regularne, to

ii =inf{Zi(t):te T}, z, =sup{zi(t):te T} dlai=lI,...,n. (5)
Dowdd
P - . . . . dF(x) . .
Z rozniczkowalnosci funkcji F wynika, ze jakobian J{x)= m, R" x R”x R™ (n-wierszy,
d(z,t)

n+m kolumn) jest funkcjg ciggtg J :R" X Rmz> X 3x —/(*)e R" x R" x Rm. Zatem dowol-
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JH
ny podwyznacznik M(x) =det — x) (M :R"XR"*“~"X3x-> M{x)e R) macie-
d Xu,”- "XJ
rzy Jacobiego jest réwniez funkcja ciggta w X. Z witasnosci przedziatlowego rozszerzenia
funkcji oraz regularnosci macierzy (4) wynika, ze:

Vx‘e X, det * 0, det *0 (6)
dz

Na podstawie wtasnos$ci Darboux funkcji ciggtych wszystkie wyznaczniki

det —j——q—IE x)_ t (7)

majg taki sam znak dla wszystkich x’ e X .Z zatozen (1-3) oraz twierdzenia Gavesa [3] wy-

nika, ze pochodne funkcji uwiktanych mozna obliczy¢ na podstawie wzoru:

M *) dF(x) dF{x) o
dt. d{zl,....Zi.1,tj, dz ©)
Poniewaz oba wyznaczniki majg state znaki, zatem pochodne M ) maja rowniez stale
dt:

znaki dla wszystkich te T .Zatem wszystkie funkcje
z,(";)= z21{F,,../H Nl C) 9)
sg monotoniczne w T przy dowolnym wyborze warto$ci t*e [r,,r, j. Jesli funkcje (9) sa mo-

notoniczne, to ich ekstremalne wartosci mozna obliczyé na podstawie wierzchotkéw prze-

dziatu T. Poszukiwanie odpowiednich wierzchotkéw mozna znacznie skrécié, jesli znamy

wartoéci pochodnych w dowolnym punkcie i*e T . Pochodne te mozna obliczyé na
Aj

podstawie twierdzenia o pochodnej funkcji uwiktanej:

V drkdzj dFk

+ = dzle k=f,...nii=l,... 10
~[dzj dti dti : (10)
Uwaga. Aby funkcja z,(i,)= ) byta monotoniczna przy dowolnym
wyborze wartosci f*e wystarczy aby przedzialowe rozszerzenia nastepujacych dwoch
macierzy Jacobiego
3F(X) dF(X)
(V)

dz cdfzr .. zH, b, ZiH, Zn)
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byty regularne. Jest to bezposredni wniosek ze wzoru (8). W4asno$¢ te mozna wykorzystaé¢ w

przypadku, gdy nie wszystkie macierze (11) sa regularne.

3. Obliczanie ekstremalnych wartosci funkcji uwiktanych-przypadek
jednowymiarowy

Dalej bedziemy rozpatrywali tylko przypadki, w ktérych uwiktana funkcja
z:R3 T —»R" jest krzywg w przestrzeni R". Zaktadamy, ze funkcja z jest ciggta w T oraz
réznowarto$ciowa.

Twierdzenie 2
Niech dane jest ciggta funkcja z:S3T->Ji' oraz n-wymiarowy przedziat

Z = x\ii,z, ],okre$lony nastepujaco

i, =min{z,(i),z,(F)}, z, = max{z, (t),zI(i)}. (12)
Przedziat X okres$lony jestjako X =Z x T ¢ R" xR .Jesli

1) w(Z,)* 0 dlai=l,...,n,
2) istnieje taki punkt t' e int(T), ze z(t*)e int(Z),

3) <3XnM ={(z(t),f),(z(i),?)}, gdzie zhiér M okreslony jest nastepujgco:

M={(z(t),t):te T}, (13)
to
ii -inf{zt(t):t€ T}, zt = sup{zi(t):te T} dlai=l,...,n (14)
Dowoéd
Z zatozenia (1) i (3) wynika, ze zbiory M i 9X posiadaja tylko dwa punkty wsp6lne. Niech
istnieje taki Fe T, ze punkt (z(i),F)gX. Wtedy istnieje takie ,i”, ze z,(F)<z, (lub

Z (F)> z, mPoniewaz funkcja z,(t) jest ciggta, zatem przyjmuje wszystkie wartos$ci posrednie
pomiedzy z,(i*)oraz z,(F). Czyli istnieje takie Fe T, ze z,'(f)=z,-. Zatem zbiér d X n M

sktadatby sie ztrzech punktéw "{(z(I).i), (z(F),F), (z(F) F)j. Jest to sprzeczne zzatozeniem
Ze sprzeczno$ci tej wynika nastepujgcy wniosek:

Vte int(T) 1, < Zj(t)< zt dlai=l,...n (15)

@)
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Poniewaz z, Z, =max
Vte int{T) < Zjil)- Zi dlai=l,...,n, (16)
czyli funkcje z, (i) osiggaja swoje kresy w przedziale T, co kofAczy dowéd.
Twierdzenie 3
Niech danajest funkcja F : R" zdU 2> X 3x —F(x)e R" rézniczkowalna w spos6b ciagty
w pewnym otwartym zbiorze U. Jeéli istniejgdwa punkty x,,x2e X (t, # x2) takie, ze
F(x,)=F(x2)=0, 17)

CdF(X) ..
to macierz —~— me jest regularna.
ax

Dowod
Na podstawie zatozen twierdzenia mozemy napisac:
0=F(x2)-F{x,). (18)

Wprowadzamy funkcje pomocniczg <p(i)= F(x, + s(x2-x,)). Dalej mozemy napisa¢:

1
0 =F{x2)~ F(x,)= (p(1)~ <p(0)=j(p'(s)ds, (19)
0
1 /
JP@E)ds =J F' (x, +s(x2 x,))dsm(x2—x/). (20)
0 0

Z twierdzenia o warto$ci $redniej dla catek otrzymujemy:

fiF' t -y A gdzis e [0.1]. (21)
i dxi *>

Poniewaz, gdy i*e [0, 1], to x, + s*(x2-x,) =jc*e X oraz
~ F  (x,+s(x2- x,)" _ dFf(r, +5° fc- x,)) dF, (r*)”3F (x) ™ A
i dxi dxi dxj dxj
czyli
tsag > . (23)
Z (21) i (22) mamy:
0=F(x2)~ F(x,)=A(x2- xi). (24)
Poniewaz x2- x, *0, zatem réwnos$¢ (24) moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy:

det(X)=0. (25)
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. .~ <?F(X) . dF(X)
Poniewaz A e —-—", zatem macierz — —
ox dx

me moze byc regufarna. Co konczy dowad.

Twierdzenie 4

Niech F :R" xR z»U 3 (z,t)—>F(z,t)e Rn gdzie te T oraz Z = é|z.,?- 1, gdzie

z, =Inf«{z,(f),Z,(f)}» Z = max{zi(t),zi{i)} dlai=I,...,n. (26)
Przedziat X okreslony jestjako X = Z xT ¢ R" xR .
Jezeli:
1) w(Z, 0 dlai=l,...,n,
2) F jestrézniczkowalna w sposéb ciggty w pewnym otwartym zbiorze 6/ z X ,
3) dla kazdego te T réwnanie F(z,t) =0 posiada jednoznaczne rozwigzanie z(t), (w ukila-

dach mechanicznych witasno$¢ tajest zwykle zagwarantowana),

4) wszystkie macierze

........ Z-T), Z- T\ dlg
dz zj Az,...z1i,rz,+;,...,2j

sg regularne,
5) istnieje takie r'e T, ze (z(f*)r)e int(x),
to
i- = "«/{,, W' "e T}, zj =sup{z, (r).-1e T} dlai=I,...,n. (28)

Dowéd

Na podstawie rézniczkowalnos$ci funkcji F oraz regularnos$ci macierzy AN twierdze-
dz

nia Gavesa wynika, ze uwiktana funkcja z{t) jest ciggta oraz rézniczkowalna. Z zalozenia
zbiér 3X , M = {(z(r),r): te T} majg co najmniej dwa punkty wspélne:
(z(1),1),(z(i)J). (29)
Z zatozenia (1) wynika, ze kazda $ciana przedziatu X zawiera tylko jeden z punktéw (29).
Wspotrzedne punktéw (29) sgrozwigzaniami nastepujacych uktadéw réwnan (patrz rys.l)
IF(z,t) =0 iF(z,t)=0
.o _ dla i=l,...,n. (30)
ZA~ii =0 [z;-2,=0
Jesli rownania (30) beda miaty wiecej niz jedno rozwigzanie, to zbiér dX n A/ bedzie

sktadat sie z wiecej niz dwu punktéw (29). Réwnania (30) mozna zapisa¢ w postaci:

(27
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f{z, zi_,,zi,zM,...,z,,,t)=0, ¥ (z, zi,,zi,zM,....Z,,,1)=0. (31)

Na podstawie twierdzenia 3, je$li macierze Jacobiego uktadéw réwnan (31)

f(z *..Z-T), f(2 z- T\ dli-1 (32)

beda regularne, to uktady te posiadajgjednoznaczne rozwigzanie. Czyli zbiér dX n M skiada
sie z dwu punktéw {z(l),t),(z(t),t). Poniewaz na podstawie zatozenia (5) istnieje punkt

(z(r*)t*)e int(x), to uwiktana funkcja z = z(r) spetnione sg wszystkie zatozenia tw. 4 czyli:

L ~'nffe(O:te Tl>% =sup { Z i T}dlai=l,...,n, (33)

co konczy dowdd.

Rys.l. Funkcja z,(r) spetnia warunek z,<z, (r)< z, dla kazdego te (t,t)

Fig.1 Function z,(t) satisfy condition zf <z,-(i)<zi forall te (t,t)

4. Whnioski

W pracy przedstawiono teoretyczne podstawy dwu nowych metod modelowania tolerancji
w uktadach mechanicznych. Opracowane algorytmy mozna zastosowaé¢ do uktadéw mecha-
nicznych, ktérych matematyczny model dany jest za pomocg uktadu nieliniowych réwnan
algebraicznych postaci F(z,t)-0, gdzie F :R" xRm3(z,t)—>F(z,t)e R" i ieTc Rm. Inne
przedziatowe metody rozwigzywania uktadéw réwnan zaleznych od parametréw z pewnego
zbioru T ¢ R'n mozna znalezé¢ w pracach [1,2,4-7], Klasyczng metodg poszukiwania zbioru
rozwigzah M = {(z,f).' F(z,t) =0,te T} jest metoda kontynuacji [8]. Do znalezienia rozwig-
zan uktadéw nieliniowych réwnan algebraicznych mozna réwniez wykorzystaé wyniki teorii
multifunkcji [9], Zastosowania przedstawionych tutaj algorytméw w mechanice opisane sg w

drugiej czesci tej pracy.
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Abstract

In this paper, theoretical back-grounds of modelling interval uncertainties using interval
arithmetic are presented. It is shown that if some special interval matrices are regular, then

implicit functions zf(r) are monotone in interval T. Using these facts, we can calculate ex-
treme values of the functions z,(t) where te T and F(z(t),t)=0 (i.e. we can calculate num-
bers =sup{zi(t):te T}, z, =sup{zXt):te T} i=l,...,n). We can apply the presented

method in sensitivity analysis of structures. Engineering applications of these algorithms are

presented in the next part of this paper.



