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ZASTOSOWANIE REGULARNYCH PRZEDZIALOWYCH MACIERZY
JACOBIEGO DO OBLICZANIA EKSTREMALNYCH WARTOSCI
WIELKOSCI MECHANICZNYCH

CZESC Il - PRZYKLADY NUMERYCZNE

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowania regularnych przedziatowych macierzy
Jacobiego do okreslania ekstremalnych wartosci wielkosci mechanicznych. Przedziatowych
algorytméw uzyto do obliczania przemieszczeri konstrukcji pretowych. Teoretyczne wyniki
pierwszej czesci pracy wykorzystano rowniez do modelowania problemoéw nieliniowej teorii
sprezystosci.

APPLICATION OF REGULAR INTERVAL JACOBIAN MATRICES TO
CALCULATION OF EXTREME VALUES OF MECHNICAL QUANTITIES.
PART Il - NUMERICAL EXAMPLES

Summary. In this paper, application of regular interval Jacobian matrices to calculation of
extreme values of mechanical quantities was presented. Interval algorithms were used to cal-
culate the displacement of rod structures. Theoretical results of part | of this paper were ap-
plied to modelling of problems of nonlinear theory of elasticity.

1. Wprowadzenie

Poniewaz idealny pomiar wielkosci fizycznych nie istnieje, istotnym zagadnieniem jest
wiec rozwijanie metod modelowania niepewnosci w uktadach mechanicznych [1, 8], W przy-
padku gdy dysponujemy duzg liczbg pomiaréw, stosujemy metody probablistyczne [8], Jed-
nak gdy ilos¢ pomiardw jest mata, do modelowania nieokreslonosci mozna wykorzysta¢ zbio-
ry liczbowe (tolerancje) [1,3,5,7].

Ekstremalne wartos$ci wielko$ci mechanicznych mozna obliczy¢ nastepujgco:

Si =inf{zi{t).ie T}, z, =s«p{z,(i). if T} i=l,..,n. D
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W pracy przedstawiono przykiady zastosowan przedziatowych metod obliczania ekstre-

malnych wartosci z,,Z,, ktére opisano w pierwszej czesci lartykutu [6],

2. Modelowanie przedziatowych nieokres$lonosci przy uzyciu komputero-
wych metod mechaniki ciata statego

Wspotczesne metody komputerowe (MES,MEB,MRS itp. [4]) sprowadzajg problemy
brzegowe mechaniki ciata statego do problemu rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych o
jednej z nastepujacych postaci:

Kg=Q(t), K{Hg=Q, K{tg=Q(H), @
gdzie (e T ¢ R™ oznacza wektor niepewnych parametréw uktadu mechanicznego. Uwiktane

funkcje qgi(t) bedg monofoniczne, gdy nastepujace macierze:

Kk ko €T g = nj=..m @)

KTy, 2HM <)) gia iz, nj=1,...m @
X{T) A, (T ) dQ0) i=1,...nj=

K(T), M) Ultj( ) G dlaishenj=lm (5)

bedg regularne. Macierze K' powstaja z macierzy K poprzez skreslenie i-tej kolumny oraz

q(T) jest przedziatowym rozszerzeniem rozwigzania odpowiedniego uktadu réwnan (3, 4 lub
5). Przedziatowe rozszerzenie q(j) mozemy obliczy¢ jako rozwigzanie odpowiedniego prze-
dziatowego uktadu réwnan liniowych Kq=Q(T), K(j)g = Q lub K{T)gq =GIT). Jesli zna-
my rozwigzanie réwnania

4 .,

dla dowolnego punktu t e T czR"*, to po przyjeciu nastepujacych oznaczen:

tsm@) _ " >gdy sgn(@a)=-1, t & =it gdy sgn(a) = +1 @)

mozemy otrzymac potencjalnie doktadne rozwiazanie q(T)= x[<y., qt], gdzie
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w skrécie bedziemy pisac:

Rozwigzanie to bedzie doktadne, jesli regularne sa odpowiednie interwatowe macierze (3-5).
Mozemy wyréznic¢ nastepujace przypadki szczegdlne:
a) Nieokreslone jest tylko obcigzenie Q.
b) Nieokreslone sg state materiatowe (C) i charakterystyki geometryczne uktadu (B).
c) Nieokre$lone sg zarowno charakterystyki geometryczne(B), state materiatowe (C), jak i

obciazenie zewnetrzne Q.

3. Modelowanie przedziatowych nieokreslonosci w konstrukcjach preto-
wych

Rozwazymy uktad pretowy przedstawiony na rysunku 1.

X X X X

Rys. 1. Tréjwymiarowa rama - problem przyktadowy

Fig. 1. 3D frame - a model problem
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Wyréznimy nastepujace przypadki:
a) Nieokreslonymi parametrami bedg tylko obcigzenial
= Pt (obcigzenia skupione) lub tj =qj (obcigzenia ciggte). (20)
b) Nieokreslonymi parametrami charakterystyki materiatowe oraz A'i J.
t=E, f-=A.,t =Jt. (11)
W przypadku (a) macierze (3) sg punktowe, co znacznie utatwia obliczenia. Do macierzy o
postaci (3) prowadzg ukfady pretowe, w ktérych oprdcz sit nieokre$lone sg réwniez state ma-
teriatowe oraz parametry A i J (state materiatlowe oraz parametry A i J mozna przenie$¢ do
wektora prawej strony). W przypadku (c) lub (d) nalezy sprawdzi¢ regularno$¢, odpowiednio

macierzy (4) lub (5). W obliczeniach przyjmujemy nastepujace dane liczbowe: E = 2.0 105
[MPa], G=8.5 100 [MPa], J = J = ~L [m4], Jn=0.14+0.054 [m4], A=0.05J] [nr],
12

L =h =3 [m], P=[l, 2] [KN], Wyniki obliczen przedstawione sa w tabeli 1.

Tabela 1

np 2 3 4 4 5 6

nw 2 2 3 4 4 4

ne 42 63 160 260 325 390

nn 27 36 80 125 150 175

dim 108 162 384 600 750 900
(x.y,2) (0,0,6) (0,0,9) (0,0,12) (0,0,12) (0,0,15) (0,0,18)
mKh 0.039626 0.088654 0.110452 0.085405 0.132182 0.189022

0.079251 0.177307 0.220905 0.170810 0.264365 0.378043

Objasnienia: np - liczba pieter w ramie z rys. 1, nw - liczba pretéw o dtugosci L w jednym
boku podstawy ramy przedstawionej na rysunku 1, ne - liczba pretéw, nn - liczba weztdw,
dim - liczba stopni swobody ukfadu, (x,y,z) - wspotrzedne punktu, w ktérym wystepuja mak-

symalne przemieszczenia nmeq, e IR . NieokreSlone sg sity P, macierze (3) sg punktowe.

1W przypadku gdy nieokre$lone sg tylko sity, to przemieszczenia sg liniowga funkcja obcigzenia q =K 'Q .
Ekstremalne wartosci funkcji liniowej okre$lonej na wielowymiarowym przedziale zawsze znajduja sie w wierz-
chotkach przedziatu okre$lonosci.
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Ekstremalne wartosci przemieszczen okreslamy na podstawie wrazliwosci wektora prze-

mieszczen (na podstawie wzoru (9)):

Al =]e =i, (12)
dpt dp,

gdzie np jest liczba sit dziatajgcych na ukfad.

Rozwazymy konstrukcje pretowg przedstawiong na rysunku 2.

Rys. 2. Dwuwymiarowa rama - przyktad

Fig. 2. 2D frame - a model problem

0.05 0.055
W obliczeniach przyjmujemy Es j2.1105,2.2-105] [MPa], Je 1 1 [m 4],
Ae [0.052,0.0552) [m 2], L= H =1 [m], P =1 [kN],
Tabela 2
9/ R 9/ 9* 9; %

0.035716 0.000008 -0.011230  0.035716  -0.000021  -0.011230
0.037414 0.000009 -0.010718  0.037414  -0.000017  -0.010718

57 o* 9 90 91/ 92
0.082163  0.00009  -0.007494  0.082163  -0.000033  -0.007494

9/ 0.086067 0.000010 -0.007151 0.086067 -0.000026 ~ -0.007151
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4. Analiza przedziatowych nieokreslonosci w problemach nieliniowej teorii
sprezystosci

W zagadnieniach nieliniowej teorii sprezystosci obliczenia przeprowadzamy metodami ite-
racyjnymi [4], Rozwazania ograniczymy do obcigzen jednoparametrowych, tzn.
2=e(T)eQ (r)elr, (13)
gdzie Q \R —» IR" jest obcigzeniem okre$lonym z doktdnoscig do przedziatu liczbhowego oraz
re [0,1]. Po zastosowaniu MES statyczne zagadnienia nieliniowej teorii sprezysto$ci mozna
sformutowac nastepujaco [4]:
K{a(z.t\)q(x,t)=Q(z,1). (14)
Rozwigzaniemozna przedstawi¢ w postaci parametrycznej g =9q(z,t)=qT(t), gdzie
rs [Ol],reT. Analiza przyrostowa polega na dyskretnymprocesie kontynuacjiprocesu
obliczen. Kolejne przyrosty przemieszczen obliczamy zgodnie z nastepujacymi wzorami [4]:
Ki;AAQ'=AQi;A (15)
g»*(f)=a'{f)+Aq’(1), (16)
gdzie K]fhT jest efektywng macierzg sztywnosci oraz AQ'JA jest efektywnym wektorem
obcigzenia. Powyzszy algorytm mozna uog6lnié¢ na przypadek interwatowych obcigzen.
Zatozymy teraz, ze znamy przedziat gh(r) =hull{gh(r,t) "'te T }, gdziegh oznaczarozwig-
zanie otrzymane zapomoca metody przyblizonej (15). Przyrost przemieszczenbedacy roz-
wigzaniem rownania (15) jest funkcja przemieszczen poprzedniej iteracji qTe qr, nieokre$lo-
nych parametrow toraz wektora obcigzenia AQe AQ.
Aq'=AqT(t,q',AQ)e \Agr(t,q'tAQ): te T,q' e a\AQe AQj 17
Aq' e Agr =hullfaqr:te T,qTe qr,AQe AQ). (18)
Za pomoca procedur opisanych w pierwszej czesci pracy mozna pokazaé, kiedy AqT zale-
zy monotonicznie od parametrow t,q,AQ. Gdy wiasno$¢ monotonicznosci zostanie wykaza-
na, to konce przedziatlu Aqr mozna obliczy¢ na podstawie koncow przedziatow T,q,AQ,
czyli:

Aqr = AqT[l,t,q',9",AQ,AQ). (19)
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Na podstawie przyrostu (19) mozna obliczy¢ przedziat, ktéry zawiera przemieszczenie

qT+&T .
qrA = qr + Aqr. (20)
Szukamy ekstremalnego przemieszczenia g” = sup\cjft):te T). Jesli na podstawie twier-

i

dq, (i
dzenia 1z pierwszej czesci pracy stwierdzimy, ze pochodna & -(---2 mastaty znak, to w dal-
dij

szych obliczeniach przedziat T mozemy zastapi¢ m-1 wymiarowym przedziatem:
T =\i,J, tm]. (21)

Podczas dalszych obliczen powstaja przedziaty o nastepujacej postaci:

s A ] x-xtxL/MNIx. ... X
x Yh-,.th ,ixtf X \WIH,F,H]x...xYJt ,,th ,Ixtf X [JIt+Lijl+1]x ... X im]

Zwykle funkcja g, (t) jest monotoniczna wzgledem wszystkich swoich zmiennych. Prze-
dziat T zostaje zredukowany do punktu T =>T-' J =>tJ In= (a°,...,i*°)e R1. Maksy-
malne przemieszczenie g* mozna wtedy obliczy¢ jako:

% =supk,, (f)-fe T}=g. ("' °tf ). (23)

W przypadku gdy nie wszystkie pochodne majg state znaki, przedziat T moze zosta¢ zre-
dukowany jedynie do T-'1 X (gdzie k<m), mozna podzieli¢ przedziat T na sume podprze-
dziatow T/ tak, ze T* il =uT/* X oraz int"T/’ T/1 ¥)=0 dlai, *i2.Jesli
rozwigzanie jest monotoniczne we wszystkich podprzedziatach, Tf ik, to jest monotoniczne

w catym przedziale T.

5. Whnioski

W pracy przedstawiono zastosowania regularnych przedzialowych macierzy Jacobiego do
modelowania niepewnosci parametréw uktadéw mechanicznych. Na podstawie teoretycznych
wynikéw pierwszej czesci pracy obliczono ekstremalne wartosci przemieszczen w przykia-
dowych konstrukcjach. Wyrézniono trzy typy ukfadéw z niepewnymi parametrami. Do bada-
nia regularnosci macierzy sztywnos$ci mozna zastosowac przedziatowg metode eliminacji

Gaussa. Jesli po przeprowadzeniu eliminacji na gtéwnej przekatnej nie ma przedziatow za-
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wierajgcych elementy zerowe, to macierz jest regularna. Przyktady numeryczne pokazuja, ze
przedstawiony algorytm umozliwia analizowanie przedziatowych nieokreslonosci dla linio-

wych problemdw o kilkuset stopniach swobody.
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Abstract

In this paper, applications of regular interval Jacobian matrix are presented. Theoretical
back-ground of this method was published in the first part of this paper. Extreme values of
displacements in uncertain frame structures are calculated using described interval method.
Numerical results show that these interval methods are very effective and efficient methods
for modelling interval uncertainty of parameters. Algorithm of calculation of extreme values

of mechanical quantity in nonlinear problems of elasticity is also presented.



