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PLYTY CIENKIE O MINIMALNEJ PODATNOSCI

Panu Profesorowi Szczepanowi Borkowskiemu z okazji 70-tej rocznicy urodzin, z podzieko-
waniem za wprowadzenie do nowoczesnej mechaniki ciata statego i zyczliwos¢.

Streszczenie. Przedstawiono podstawowe pojecia zwigzane z projektowaniem piyt dwu-
sktadnikowych o minimalnej podatnosci. Ptyte optymalng otrzymuje sie poprzez relaksacje
odpowiedniego funkcjonatu w powigzaniu z homogenizacjg. Rozpatrzono réwniez zagadnie-
nie optymalizacji ksztattu ptyt o minimalnej podatnosci. Szczegélnym przypadkiem tego
ostatniego zagadnienia sg ptyty o malej objetosci. Wykazano, ze ptyty takie sg ptytami ideal-
nie usztywniajgcymi sie.

THIN PLATES OF MINIMAL COMPLIANCE

Summary. Basic motions related to the optimal design of two-phase plates of minimal
compliance have been discussed. The optimal design is linked with the relaxation and homog-
enization of the corresponding functional. The shape optimization of plates of minimal com-
pliance has also been considered. It has been shown that plates of small volume are perfectly
locking plates.

1. Wprowadzenie

Jedno z istotnych i ciekawych zagadniern dotyczacych ptyt cienkich mozna sformutowacd
nastepujaco: niech beda dane dwa materialy o zadanej catkowitej objetosci c. Niech bedzie
zadany obszar i2, bedacy ptaszczyzng $rodkowa ptyty. Nalezy tak roztozyé materiaty, aby
catkowita podatnos$¢ ptyty, czyli praca obcigzenia zewnetrznego, przyjmowata warto$¢ mini-
malng. W ten sposéb otrzymuje sie ptyty najsztywniejsze, por. [7]. Zagadnienie tak sformu-
towane nie posiada w ogélnosci rozwigzania, czyli problem jest Zle postawiony. Aby zagad-
nienie byto dobrze postawione nalezy dokona¢ tzw. relaksacji odpowiedniego funkcjonatu. Z
fizycznego punktu widzenia relaksacja oznacza, ze plyta o minimalnej podatnosci posiada

mikrostrukture. Matematycznie osigga sie to przez wykorzystanie homogenizacji.
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Zagadnienie projektowania optymalnego otrzymuje sie wtedy gdy ptyta zbudowana jest
tylko z jednego materialu. Oznacza to, ze w mikroskali dopuszczamy istnienie pustek. W
skrajnym przypadku, gdy c jest ,,male”, okazuje sie, ze ptyta optymalna jest ptytag idealnie
usztywniajacg sie (ang. perfectly locking plate). W tym ostatnim modelu zwigzek konstytu-
tywny wigze tensor zmiany krzywizny z tensorem predkosci momentéw. Innymi stowy plyty

optymalne o malej objetosci nie sg ptytami sprezystymi.

2. Plyty dwusktadnikowe o minimalnej podatnosci: relaksacja

Oznaczmy przez F brzeg obszaru i2 , tzn. F = ¢)Q . Zaktadamy, ze plyta jest utwierdzona
na czeéci FO brzegu, czyli

dw
w=0 — =0 na r,, (2.1)
dn

gdzie w oznacza przemieszczenie pionowe piyty, a n = (na) jest wektorem normalnym do

brzegu F i skierowanym na zewnatrz obszaru Q . Zalézmy, ze plyte nalezy zbudowaé z
dwusktadnikowego materiatu izotropowego, czyli tensor sztywnosci/) ma postac:

D = X\(x)D[+X2(x)D2, (2.2)
gdzie Zi(x)+ Xi(x)= 1 x e Q . Funkcja X\ oznacza funkcje charakterystyczng obszaru zaj-
mowanego przez materiat (1); definicja funkcji Jest podobna (w odniesieniu do materiatu
(2)). W catej pracy wskazniki greckie przyjmujgwartosci 1,2. Izotropia oznacza, ze

Da =2kal + 2fial, (2.3)
gdzie
Aapin ~ = +A j ~ fi )m (2.4)
Pole momentéw M = (Map) nazywamy polem statyczniedopuszczalnym, jesli
M ¢ S(i2), gdzie

S(i2)= {M e L2(Q,[ )IIMapKap(v)dx =\qvdxyv e V(£2)}, (2.5)
n n

przy czym V(£2) oznacza zbiér przemieszczen kinematycznie dopuszczalnych:
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Tutaj E 2 oznacza przestrzen symetrycznych macierzy 2x2; M(x) e E 2 x g Q . Jedli cho-

dzi o tensor krzywizny « , to w punkcie x e Q bedziemy pisa¢, ze k (x) e EJ .

Dla ptyt cienkich i matych przemieszczen mamy

Wariacyjna posta¢ zagadnienia rGwnowagi ptyty jest nastepujaca:
znalez¢ weV(£2) takie, ze
a(w,v) =f(v), VueF(i2)’

gdzie
a(w,u)= \D a” tIkap{w)KXtli{v)dx\ w,ve H 2(Q), (28)
n
f(v) = J qudx . (2.9)
a

Z postaci funkcjonatu/ wnioskujemy, ze na plyte dziata obcigzenie roztozone g.
Funkcjonat J.L°°(Q) —P 1,

J(X2)=fM Xi))" (2.10)
nosi nazwe catkowitej podatnosci ptyty. Jego argumentem jest funkcja Xi ktéraokresla roz-
ktady materiatéow (1) i(2) w obszarze O ; przypomnijmy, iz % ~ 1_ Xi #Wesli Xi jest dane,
to zadanie (P) mozna rozwigza¢, a nastepnie, majac w(%2), obliczyé J(Xi)

Niech ¢ oznacza pewng dodatnig stata. Zagadnienia minimalnej podatnosci formutuje sie
nastepujaco:

min{J(j2)|/2 el°°(i2,{0,1}), jx2dx=c, w - rozwiazanie zadania (P)}. (2.11)
n

Korzystajac z twierdzenia Castigliano mozna zadanie (2.11) przeksztatci¢ do réwnowaznej

postaci
min L"Wn, 1(CafiXfiM aiiM X"+ 2*2 )dx > (2-12)
gdzie C =D~I, za§ A jest mnoznikiem Lagrange’a. Korzystajac ze stynnego twierdzenia

Rockafellara [7,9] otrzymujemy:

Armn” jUmin{M:(C2M)+A, M:(C\M)}dx, (2.13)
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gdzie

Ca=\KalA Lal, Ka ={kay \ La=(na)-". (2.14)

Przyjmujemy nastepujace uporzadkowanie
k2 >ku p2>Hi.
Zwréémy uwage na fakt, ze funkcja Xi przyjmuje warto$¢ 1 w podobszarze £22 zajmo-
wanym przez materiat (2), oraz zerow £2\£22-

Funkcja podcatkowa we wzorze (2.13) jest niewypukia, a samo zadanie jest Zle postawio-
ne, por. [7]. Wynika stad koniecznos¢ relaksacji interesujgcego nas funkcjonatu. Mozna wy-
kaza¢, ze zrelaksowana posta¢ zadania projektowania ptyty cienkiej na minimum podatnosci

jest nastepujaca:

ax f[ 2 qv (x) K ap(uk-a,(u)+ Xm2{x)]dx . (215)

min min_ m
DeGP™ ueF(fl) »

Zbiér G~ oznacza domkniecie zbioru ptyt o mikrostrukturze periodycznej, przy czym
udziat fazy drugiej wynosi m2(x), x e G . Zwr6émy uwage na fakt, ze w ostatnim zadaniu
funkcja m2 przyjmuje wartosci z przedziatu [0,1]. Mozna wykazaé, ze minimum po D i mak-

simum po v sg przemienne. Dowd6d tego faktu nie jest prosty; jest on wazny ze wzgledéw

numerycznych, por. [7].

3. Optymalizacja ksztattu

Rozpatrzmy zagadnienie optymalizacji ksztattu ptyty Kirchhoffa o minimalnej podatnosci.

Tym razem zaktadamy, ze ptyta poddana jest momentom zaginajagcym i sile poprzecznej

Q° dziatajagcymi wzdtuz 7j ¢ rJQ . Plyta jest utwierdzona na cze$ci r0 = T \ Tj brzegu. Ob-

jetos$¢ ptyty jest zadana. Tensor sztywnos$ci D jest izotropowy, staty w podobszarach i ma
postac:

D(x) = 2k{x)1 +2p(x)I, (3.1)
gdzie x = (xa)e i2 . Zagadnienie relaksacji zostato przedyskutowane w monografii [7], por.
réwniez [1]. Zadanie zrelaksowane mozna otrzymac¢ przechodzac formalnie do zeraz k i P\
w zadaniu rozpatrzonym w punkcie poprzednim. Wnioskujemy stad, ze projekt optymalny

dopuszcza pustki w zakresie mikroskali, czyli w tych podobszarach, gdzie k\= 0, jtg = 0.
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Przejdzmy do sformutowania zadania zrelaksowanego. Oznaczmy przez 9,

9 e L°°(i2,[0,1]) udziat objetosciowy fazy statej. Warunek izoparametrycznyma postac:

j9(x)dx = ¢, (3.2)
Si
gdzie c jest ustalong statg dodatnig.
Zadanie zrelaksowane ma postac:
min{|F~(M(x))ife|M e 5,(42)}, (3.3)
gdzie
FX(M)= mm[2W"(M,9) + X9]. (3.4)

Zbiér S](i2) momentéw statycznie dopuszczalnych ma postac:

Si(42)={M e DI MapKal)(v)dx =/(u)yp v ~ef'r0}. (3-5>
gdzie
f(v)= j[M%(-— )+ Q°v]ds, VFo={veH 2(i2)\v=0, na ro0}. (3.6)
"

Potencjat dopetniajacy (dualny) W* ma postaé, por. [7, podrozdziat 26]:
W*(M,e)=Wo{M)+ty-g(M), (3.7
gdzie

(3.8)
g(M) =\K tr2M +{L[[21(M)[+|A2(M)[]2

Tutaj A,(M) i A22(M) oznaczajg gtdbwne momenty zginajgce, trM = Maa ; ponadto
(M) =-j=trM , I I (M) = ~j~(tr2M - 4detM)&.

Wréémy do zadania (3.4). Minimalizujac po 9 otrzymujemy:

i(1-77)2  jesli 17<1,
1

(3.9)
[ O jesli 77>1,

Fa(4/)=2<(M ) +A-A
AV 0

gdzie 77 = (g(M)/A)-~ . Funkcja F2 jest funkcjag poliwypukta o wzroscie kwadratowym. Wy-

nika stad, ze zadanie zrelaksowane (3.3) posiada przynajmniej jedno rozwigzanie.
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4. Plyty optymalne o maltej objetosci

Rozpatrzmy obecnie przypadek, gdy c jest ,,mate”. Oznacza to, ze w zaleznos$ci (3.9) wa-

runek T) < 1 przewaza i funkcje F\(M) mozna aproksymowa¢ nastepujaco:
FX(M) = XAG(M)= G(A~M), (4.1)
gdzie
G(M) = [KtriM +L (\(A)|+|A2{M)\)2 . (4.1q)
Zauwazmy, ze funkcja G(M) jest funkcjg o wzroscie liniowym. Wynika stad, ze ptyta o
matej objetosci jest plyta idealnie usztywniajacq sie, por. [11]. Oznacza to, ze obecnie M
przedstawia predko$¢ momentéw, a nie momenty, por. réwniez [5],
Stosujac teorie dualnos$ci mozna przedstawi¢ zadanie (3.3), gdzie FA ma posta¢ (41), w
nastepujacej postaci:
supj/jwJlwe Vpo, K(w(x))e B, xei2}. (4.2)
Zbiér B odksztatcen dopuszczalnych przez warunek usztywnienia ma postac:
B={K=(Kap)e [&Wa(K)\<(K+L /\ sign(\(k)(A, (k)- A (*)) < (2L)X}, (4.3)
gdzie L> K .
Zwigzek konstytutywny opisujacy ptyte o matej objetosci wygodnie jest zapisa¢ w postaci

subrézniczkowej

M ed I B(K), (4.4)
gdzie 1B oznacza funkcje indykatorowg zbioru B, por.[6,8]
b (k)= \i 0 J;eéi”_ ie_B 5)
[+o° jesdli Ki B.
W przypadku ptyty niejednorodnej B zalezy od x e i2 .
Odwrotny zwigzek konstytutywny ma postac:

k e dFA(M) lub ks dG(M), (4.6)
poniewaz A jest nieujemne. We wzorach (4.4) i (4.6) d oznacza subrézniczke, por. [8]. Sam
zbiér B jest wypukty i domkniety oraz K = 0 nalezy do jego wnetrza.

Podstawowe wtasnos$cifunkcji G

i) G(0)=0.

i) Istniejg state C, > CO > 0 takie, ze CO|M|< G(M) < C\\M\,
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iii) G jest funkcjg dodatnio jednorodng, tzn. G(aM) = aG(M), jesli a > 0. W szczegdlnosci

FX(M)= G (t/2V) =¢y*G(M).

Matematyczna analiza zwigzana z istnieniem rozwigzan nie wymaga konkretnej postaci
warunku usztywnienia plyty, czyli szczegdlnej postaci zbioru B. Wystarczy przyjaé¢ nastepu-
jace zatozenia, por. [3,4,10]:

(@) Bc [ ~jestzbiorem wypuklym i domknietym.
(b) Istniejg state 0<r <R < +=< takie, ze 7C(0,r)<zB c: K(0,R), gdzie KI(),r)oznacza
koto o srodku w zerze i promieniu r.

Zbiér B dany wzorem (4.3) spetnia oczywiscie warunki (a), (b).

Funkcja podpierajaca zbioru B jest okreslona nastepujaco, por. [8]:

G (M) = sup{MapKap\K e B}, Mel?&. 4.7)

W szczeg6lnosci, jesli zbiér B ma postac (4.3), to G{M) ma posta¢ (4.la).

W przypadku pilyt idealnie usztywniajacych sie zadania ekstremalne nie moga by¢ sfor-
mutowane w takiej postaci jak dla ptyt sprezystych, por. [2]. Rozpatrzmy najpierw zagadnie-
nie wyznaczania przemieszczen poprzecznych plyty o malej objetosci. Zadanie pierwotne
formutujemy nastepujaco:

(P) sup{/(w)lwG U, «k{w{x))e B, x e B},
gdzie
U= {we V/-\w = ue)\, dw/dn =ue2 nal/]}.

W funkcjonale/ wielkosci Q° i M,° nalezy rozumieé¢ jako polemnoznikéwwagowych,
por. [2]. Tutaj ea, a = 1,2 sg zadanymi funkcjami parametru se I~j, za$ u, ktdre moze zale-
ze¢ od s, oznacza intensywno$¢ przemieszczen uog6lnionych (w,dw/dn). Zagadnienie jed-
noparametrowe jest oczywiscie przypadkiem szczegélnym zadania (P). Wodwczas
A = ue ™ 1ljest po prostu mnoznikiem przemieszczen uogélnionych. Problem istnienia pola
przemieszczen w , bedacego rozwigzaniem zadania (P ), rozstrzyga nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.1. Niech bedga spetnione zatozenia (a), (b) i niech

\(QO0e,-M*°ne2)ds* 0. (4.8)
rt

W éwczas zadanie (P) posiada rozwigzanie w eU takie, ze k(w(x)) g B, xe Q .

Analiza zadania (P) zwiazana jest z zadaniem dualnym, ktére przyjmuje nastepujaca postac:
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(V) iaf{G(M)\M e !'?(£2,E{), Mapjia=0w £2 Q=0°, Mn=A,° na 7]}.
Z teorii dualnos$ci wynika, ze zachodzi réwnos¢, por. [6,7]
supP=infpP*, (4.9)
PrzejdZzmy do zagadnienia jednoparametrowego, gdy:

w = Awn, di)wz waI na 7j. (4.10)
n

Funkcje w° i wlsa zadane. Zbior przemieszczen dopuszczalnych Uod(A) przyjmuje postac:

n dv 1
Uod(A)= {we H~(£2)\w=0 na TO0; w=Aw , d—:AW na /]}. (4.11)
n
Potézmy
Sq= {Ale/.2(i2,[ 2) | divM =0 w72}, (4.12)
= {we//2(.i2)|x:(w<(;t))eS, xei2>. (4.13)

Analiza no$nosci granicznej ptyt usztywniajacych sie sprowadza sie do rozwigzania naste-

pujacej pary zadan dualnych:

(e sup{A\Bg n U od(£2)*<p},
(0%) mf{\G{M{x))dx\M e S0, \{Qw® - Mnwxds = 1}.
a r

Mozna wykaza¢, ze zachodzi réwnosé
Ai =sup0 = infQ* < +°°. (4.14)

Tutaj A/ oznacza mnoznik graniczny.
Chcac wykazaé, ze rozwigzanie zadania (Q) istnieje, wygodnie jest wprowadzi¢ nastepuja-

cg perturbacje tego zadania:
(Qs) sup{-A +"(v(w),ffg|Ae|> ",weU ad(A)},

gdzie 8 > 0 oraz
Bd ={peL2(Q,[8)\p(x)eB, xe£2}.
Funkcja d(K(w), Bd) okresla odlegto$¢ elementu k(w) od zbioru Bd . +tatwo wykaza¢, ze
rozwigzanie zadania (Qg) istnieje. Rozwigzanie zadania (Q) otrzymuje si¢ przechodzac z
parametrem 8 do zera.

W materiale usztywniajacym sie mogg powstaé¢ powierzchnie nieciagtosci predkosci na-

prezen (w przypadku tréjwymiarowym) lub linie nieciggtosci (w przypadku dwuwymiaro-
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wym), por. [4], Linie nieciggtosSci sa analogonami, znanych z teorii idealnej plastycznosci,
linii poslizgu. Oznacza to, ze zadanie dualne (Q*) nie posiada rozwigzania w przestrzeni SO0-
Przestrzen tajest po prostu za mata. Mozna wykazaé, ze rozwigzanie zadania (Q*) istnieje w

sensie uogblnionym. W tym celu nalezy wprowadzi¢ zadania zrelaksowane (RQ*), ktére

posiada rozwigzanie w odpowiednio dobranej przestrzeni predkosci momentéw, bedacych

miarami ograniczonymi [11].

5. Uwagi koncowe

W niniejszej krétkiej pracy nie omowiliSmy zagadnien zwigzanych z tym, jakie mikro-
struktury posiadaja ptyty o minimalnej podatnosci. Zagadnienie to jest szczegétowo przedys-
kutowane w monografii [7], W zagadnieniach dotyczacych projektowania optymalnego piyt
sprezystych pozostaje wiele probleméw otwartych. Nie bedziemy ich tutaj wszystkich wyli-
czaé. Wymienmy tylko niektére z nich. Zatézmy, ze przynajmniej jedna z faz jest anizotro-
powa. W tym przypadku nie wiadomo, jaka mikrostruktura realizuje ptyte o minimalnej po-
datnosci. Opracowanie efektywnych procedur numerycznych rozwigzywania zadan przedsta-

wionych w punktach 3 i 4 réwniez pozostaje otwarte.
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Abstract

The aim of the paper is to study three optimization problems for thin plates within the the-
ory of small displacements. The first problem concerns the minimization of compliance of
two-phase plates, where the phases are isotropic. This problem has form (2.11) and is ill-
posed. Hence the need for a relaxation. The relaxed problem is given by (2.14). It appears that
the layout of the optimal plate is realized by a microstructure, not necessarily isotropic, cf. [7],
The second problem concerns the shape optimization. The relaxed problem is now given by
(3.3). The optimal layout admits voids at the microlevel. Both relaxed problem (2.14) and
problem (3.3) involve homogenization. The third problem is studied in Sec.4 of the paper and
is obtained from the one investigated in Sec.3, provided that the plate volume is small. The
optimal plate of small volume is no longer elastic, but its behaviour is perfectly locking, cf.

also [11],



