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Czestaw WOZNIAK

MODELOWANIE KOMPOZYTOW O BUDOWIE PERIODYCZNEJ.
HOMOGENIZACJA A MODELE NIEASYMPTOTYCZNE

Streszczenie. Celem pracy jest krytyczne spojrzenie na fizyczng poprawnos$¢ rezultatéw
znanej w literaturze metody homogenizacji asymptotycznej, por. [2, 3], zwrdcenie uwagi na
jej usterki i ograniczenia, a nastepnie propozycja usuniecia tych niedomagan poprzez ostabie-
nie fizycznych zatozen homogenizacji. Wykazano, ze proponowane podejscie prowadzi do
pewnych usrednionych modeli nieasymptotycznych, ktére w szczegélnych przypadkach sg
zgodne z rezultatami uzyskanymi metoda homogenizacji. Rozwazania przeprowadzono na
przyktadzie rownania przewodnictwa cieplnego.

MODELLING OF COMPOSITES WITH PERIODIC STRUCTURE.
HOMOGENIZATION VERSUS NONASYMPTOTIC MODELS

Summary. The aim of contribution is to discuss certain aspects of the known asymptotic
homogenization method cf. [2, 3] related mainly to the physical reliability of its results and to
propose a new modelling approach by retaining some terms neglected in the homogenization
procedure. It will be shown that the proposed approach leads to an averaged but nonasymp-
totic model which only for special problems coincides with the homogenized one. The analy-
sis is carried out for the heat conduction equation.

1. Wprowadzenie

Problemy fizyki i mechaniki kompozytéw o periodycznej strukturze sg opisywane z reguty
za pomocg réwnan rézniczkowych czastkowych o periodycznych, nieciggtych i silnie oscylu-
jacych wspétczynnikach funkcyjnych. Ogolna idea homogenizacji polega na zastgpieniu tych
wspoétczynnikow pewnymi statymi usrednionymi modutami, co prowadzi do przyblizonego
opisu problemu fizycznego, w ktérym mamy do czynienia z réwnaniami o statych wspotczyn-
nikach. W szczeg6lnosci, gdy rozpatrujemy problem przewodnictwa cieplnego w anizotropo-

wym kompozycie A-periodycznym, zajmujacym obszar Q (A jest komorka periodycznosci),
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mamy do czynienia ze znanym réwnaniem dla pola temperatury, 6= 9(x,t), xe O, ijest wspot-
rzedng czasowa:

V-(A-V0)-cfifef, Q)

gdzie f jest gestoscig zrddet ciepta, natomiast A = A(X) jest tensorem przewodnictwa ciepl-
nego oraz ¢ = ¢ (x) cieptem whasciwym. W kompozycie periodycznym A(-), c(-) sa silnie
oscylujacymi funkcjami A-periodycznymi, kawatkami statymi, a homogenizacja polega na
zastgpieniu rownania (1) rownaniem
V «(A° V0 0)- c°00=f, )
w ktorym pole temperatury oznaczyliSmy symbolem 90 oraz gdzie A° jest niezalezne od x i
nazwane zostato homogenizowanym tensorem przewodnictwa cieplnego, natomiast c°= < ¢
>, gdzie < ¢> oznacza usrednienie po komorce A Formalnego przejscia od problemu (1) do
(2) dokonujemy asymptotycznie, ktadagc AEXx)= A(x/e), cEx)= c(x/e), £6(0,1], co prowadzi
do klasy probleméw dla rownan
V+(AE*VOE)- cD®=f ©)
opisujagcych przewodnictwo cieplne w formalnie wprowadzonych “kompozytach” eA-
periodycznych. Dla £—0 mamy wiec do czynienia z sytuacjg, w ktorej wymiary komorki pe-
riodycznosci daza do zera. Dla ustalonego pola temperatury oraz przy zatozeniu OEG Hl(iZ),
fe H Xiz)wykazuje sie wtedy (por.[2], str.14), ze (f—0° stabo w H*(Q) oraz Ae-V¢f—A°V0°
stabo w L2(Q), tj. wraz z £—0 ciag rozwigzan (f problemu dla réwnan (3) dazy stabo do
rozwigzania 9° odpowiedniego problemu dla réwnania (2); podobna zbiezno$¢ zachodzi takze
dla strumieni ciepta q£ = - A" V(f, ktére daza stabo do g° = - A° V0°. Otrzymujemy takze
oceny rozwigzan a priori postaci 10°-¢f 1<k £, gdzie k>0 jest statg niezalezngod £oraz 1
mlljest normg w L2(A). Jednocze$nie wykazuje sie, ze homogenizowany tensor przewodnic-
twa cieplnego A° mozna przedstawi¢ w postaci A° = <A + A mVN>, gdzie A-periodyczne
pole wektorowe N jest rozwigzaniem pomocniczego problemu periodycznego V « (A *VN) =
-V mA, N 6 (H'(A)3 (por. [2], str. 18), a powyzsze rezultaty uogdlnia sie takze na przypadek

niestacjonarnego pola temperatury.
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Homogenizacja rozumiana jako matematyczna teoria badajgca zwigzki miedzy zagadnie-
niami dla réwnan rozniczkowych czastkowych o eA-periodycznych wspoétczynnikach przy
£—0 (takich jak np. réwnanie (3)) aréwnaniami o statych wspdtczynnikach (jak np.
réwnanie (2)) ma oczywiscie charakter scisty. Jak powyzej stwierdzono, dla dostatecznie
matego £ > 0 rozwigzania probleméw dla réwnan postaci (3), mozna przyblizy¢ rozwigza-
niami odpowiednich problemoéw dla réwnania postaci (2). Jednakze w zagadnieniach inzy-
nierskich mamy do czynienia nie z rodzinami problemoéw postaci (3), lecz z kompozytem o
okre$lonej wielkosci komorki A, ktéra odpowiada sytuacji £ = 1 Teoria homogenizacji nie
daje wiec wyraznej odpowiedzi, kiedy badany fizyczny problem, opisany réwnaniem (1),
mozna analizowa¢ postugujac sie rGwnaniem homogenizowanym (2). Latwo tu podaé przy-
ktady, w ktorych korzystanie z réwnania (2) prowadzi do wynikéw pozbawionych sensu fi-
zycznego. W zwigzku z powyzszym formutuje sie niekiedy dodatkowe wymagania, by wy-
miary liniowe komorki periodycznej A byty bardzo niewielkie wobec najmniejszego charakte-
rystycznego wymiaru liniowego obszaru £2, zajetego przez kompozyt, co w zagadnieniach
inzynierskich ma czesto miejsce. Niemniej jednak przejscie asymptotyczne £—0, zwilaszcza
w zagadnieniach niestacjonarnych, czesto zaciera niektore wtasnosci kompozytéw, ktore sa
istotne w fizycznej analizie problemu (np. zjawisko dyspersji przy badaniu propagacji fal). W
zwigzku z tym dokonamy przejécia od réwnania (1) do rdwnania (2) nie korzystajac z podej-
$cia asymptotycznego. Pozwoli to najpierw sformutowac zatozenia natury fizycznej, przy kté-
rych réwnanie (1) mozna zastgpi¢ przez (2), a nastepnie ostabi¢ te zatozenia usuwajac w ten

sposob pewne ograniczenia, ktére narzuca homogenizacja na opis fizyki problemu.

2. Analiza

Zatozmy, ze komorka periodycznosci A ma srodek geometryczny w punkcie x = 0 prze-
strzeni fizycznej E3 . Tym samym A(x) = X + Ajest komoérkg o Srodku w punkcie x. Oznacz-
my £2°:= (xe£2 : A(x)c £2} i zatézmy, ze £2\£2° tworzy cienka przybrzegowa warstwe w O.
Usrednienia dowolnej catkowalnej funkcji (), okreslonej w £2, po komdrce A(x), xe£2°,

oznaczmy przez <cp>(x). Tym samym

<<p>(x) = — Jep(y) dy ,  xef£2°, (4)
mesA AU
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przy czym dalej oznaczamy <(p>=<<p>(-)- Dostatecznie gtadkg funkcje F() okreslong
w £2 nazwiemy wolno zmienng wzgledem A, gdy dla kazdego xe £2° spetnia ona warunek
<F>(x)=F(x), przy czym podobny warunek spetniajg takze wszystkie pochodne funkcji F();
piszemy wtedy Fe SV(A). Niech ponadto y x(y) oznacza funkcje A-periodyczng wzgledem y
(a wiec okreslong prawie wszedzie w E3) oraz wolno zmienng wzgledem xe £20. Funkcje \[/(-)
0 wartosciach \[/(x) = \|/Xx) okre$long prawie wszedzie w £2° i spetniajagcg warunek <\|/>(x) =
<\|/x >(x) , xe£2°, nazwiemy funkcjg A-periodyzujgca, piszac \(/ePL(A). Obie wprowadzone
definicje, aby byty Sciste, winny takze precyzowac tolerancje =, ktérag mozna charakteryzo-
wac rozne doktadnosci obliczer badz pomiaréw.

Przejscie od réwnania (1) do réwnania (2) zrealizujemy wprowadzajgc dwa zatozenia.

Pierwsze z nich sprowadza sie do ograniczenia p6l temperatur oraz zrodet ciepta do takich
tylko, ktére mozna przedstawi¢ odpowiednio w postaci 9=6°+v, 0°eSV(A), uePL(A) oraz f
=f° + (p, gdzier =<f>e SV(A), (pePL(A); zatozenie to znajduje jasng motywacje fizyczng w
A-periodycznej strukturze kompozytu. Rozktad 0=6°+v staje sie jednoznaczny po wprowa-
dzeniu warunku normalizujgcego postaci np. <I)> =0 lub <c v> = 0. Po podstawieniu powyz-
szych rozktadow do (1) oraz usrednieniu tego réwnania podtug dowolnego A(x), xe£2°, z
uwagi na 0°eSV(A), uePL(A) otrzymamy:

V< A-(V0°+Vux)>(x)-< c> (x) >=< f>(x), xe£2°, (5)
gdyz w dowolnej komorce A(x), xe £2° funkcje v mozna aproksymowac funkcja periodyczng
ux (w dziedzinie zawezonej do A(x)). Poniewaz 9°e SV(A), przeto dla vx otrzymamy na pod-
stawie (1) rownanie wariacyjne:

<Vu* A-Vux>(x) + <v*ct® > (x) = <u*f>(x) -
- <ure> (Xfl® (x, 1) - < Vu* eA > (x)eV9 °(x, t),
ktére winno by¢ spetnione dla kazdej periodycznej funkcji testowej v*.
Drugie zatozenie, stanowiace fizyczng podstawe homogenizacji, polega na pominieciu w (5)
1(6) wyrazow zawierajacych <cri¢>, <u*ciS¢>, <v*c> oraz ograniczeniu rozwazan do roz-

ktaddw zrodet ciepta feSV(A), tj. f = f°. Problem (6) dla ux, u eH'per(A) oraz <vx > =

* (o)
<t>> =0 ma wtedy jednoznaczne rozwigzanie, prowadzace do Vvx =VN V9 (x,t);
|
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wektor Ne H"eRA) jest tutaj rozwigzaniem problemu periodycznego V ¢ (A-VN) = - V mA.
Tym samym roéwnanie (5), po wprowadzeniu macierzy jednostkowej I, jest rownaniem o
statych wspdtczynnikach
V m(<a- (i+vn> «VE°)-<c>& c% =,
a po oznaczeniu ¢®° =< ¢ >, A° =<A- (I +VN)> sprowadza sie do réwnania (2).
W celu uogo6lnienia modelu zhomogenizowanego odrzuémy drugie z powyzszych zatozen,

ktére w przeciwienstwie do pierwszego nie ma jasnej interpretacji fizycznej. Otrzymane tg

droga modele nazwiemy modelami nieasymptotycznymi. Tym samym punktem wyjscia dal-
szych rozwazan sg rownania (5) i (6), w ktorych f=f° + g gdzie f° = <f>, <cp>=0 oraz
OQ, 1% SV(A), zas v , vx, (pePL(A). Rozwazmy niezaleznie przypadki: ustalonego i zmien-
nego w czasie pola temperatury.
Gdy pole temperatury jest niezalezne od czasu, przy warunku normalizacyjnym <vx >=0,
cu >= 0, réwnanie (6) dla vxe Hlper(A) i przy zatozeniu qxe szer(A) prowadzi do warunku:
<Vit/ A-Vux>(x) = -< Vu* -A >(x)-V0°(x)+< tlcpx > (x), @)
dla kazdego '[)*e H lPer(A). Poniewaz <<px> = 0, przeto rozwigzanie problemu (7) dla kazdego
xe£2° jest jednoznaczne z doktadnoscig do statej adytywnej, por. [2], str. 10. Tym samym
Vux= VN mV0°(x) + Vi7x, gdzie ux zalezy od tpx, natomiast N jest okreslone jak poprzednio.
Przy zatozeniu istnienia funkcji i7ePL(A) rownanie (5) daje wtedy:
V +(A° «V0°) + V «< A-Vti> - f°= 0. ®)
Gdy cpePL(A) jest jednocze$nie funkcjg periodyczna, tpe H*per(A), to p = 9x na kazdym
A(X), xe Q°, a tym samym mamy do czynienia z jednym i tym samym problemem periodycz-
nym (7) dla kazdego xe Q°. W przypadku ogo6lniejszym funkcje ux nalezy wyznaczac nieza-
leznie dla poszczeg6lnych komérek, co znacznie utrudnia sformutowanie rownania (8). Okre-
$lony tym réwnaniem nieasymptotyczny usredniony model przewodnictwa cieplnego w kom-
pozycie uwzglednia oscylacje zrddet ciepta w poszczeg6inych komorkach kompozytu; gdy
oscylacja taka nie wystepuje, to C=0 i otrzymamy z (8) rownanie analogiczne do réwnania
w teorii homogenizacji. Tym samym dla ustalonych zagadnien przewodnictwa cieplnego,

w ktorych ponadto zrédta ciepta mozna opisa¢ funkcjami wolno zmiennymi wzgledem ko-

morki A, model nieasymptotyczny jest identyczny ze zhomogenizowanym.
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Dla nieustalonych zagadnien przewodnictwa cieplnego funkcje t>x(y,t), yeA(x) wyznaczy-
my z rownania (6) postugujac sie metodg ortogonalizacyjng i przyjmujac <u> = 0. Zagadnie-
nie wiasne odpowiadajgce (6) jest zagadnieniem periodycznym danym przez

V e(A Vh)+Xch=0, ©)
w ktérymX jest wartoscig wiasng oraz funkcja h jest A-periodycznai spetnia warunek <h> =
= 0 itesame warunkiregularnosci jak pole temperatury. Oznaczajagc przez hA, A=l, 2,..
uktad funkcji wtasnych powyzszego zagadnienia dla dowolnego xeQ ° przyjmiemy:

Ux(y,t) = hA(y) VA(x,t), ye A(x), (10)
przy czym A, B=I, 2, ... , N (obowigzuje konwencja sumacyjna), natomiast VA(x,t) sa nowy-
mi niewiadomymi. Niewiadome te dla kazdego xe£2° muszg spetnia¢ warunki ortogonaliza-
cyjne, ktére otrzymamy z (6) przyjmujac v = hA, A=l, 2, ... , N. Z warunku uePL(A) otrzy-
mujemy, ze VA(-,t)eSV(A). Podstawowymi niewiadomymi problemu sg wiec odwzorowania
t—» 0 (-t), t—=VA(-,1), gdzie 0°(-t), VA(-,t) sq okreslonymi na Q° funkcjami wolno zmien-
nymi, przy czym z (5) i (6) otrzymamy dla 0°, VA, A =12, .. , N nastepujacy ukiad
rownar:

V ¢ (<A> +V0° + <AVhA>VA) - < ¢ >0®- <c hA>"A=f0

<c hAhB> "B+ <VhA *A VhB>VB+ <c hA>6S>+ <VhA A > V0°=< h\>. (11)

Sg to réwnania o statych wspoétczynnikach, reprezentujace nieasymptotyczny model prze-

wodnictwa cieplnego dla zagadnien nieustalonych. Gdy warunek normalizacyjny przyjmiemy
w postaci < c v >= 0, wtedy w (11) znikajg wyrazy zawierajgce <c hA>, natomiast <hA(p >

A
zmieni¢ nalezy na <h f > . Charakterystyczng cechg tych réwnan jest, ze dla niewiadomych

A
V otrzymano uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych; sytuacja jest tu podobna do opisa-

nej w [5], a tym samym funkcje V mozna nazwaé¢ funkcjami zmiennymi wewnetrznymi.
W przeciwienstwie do modelu przewodnictwa cieplnego dla zagadnierr ustalonych (por. (8))

otrzymany tu model moze byé formutowany z r6zng doktadnoscia, ktéra zalezy od liczby

A
funkcji wiasnych h , A=Il, 2,..., N, w rozwinieciu (10).
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3. Whnioski

Przedstawione usrednione réwnania przewodnictwa cieplnego (8) oraz (11) w kompozytach
periodycznych otrzymano poprzez ostabienie zatozen zawartych implicite w znanej metodzie
homogenizacji asymptotycznej. Tym samym opisujg one rowniez te problemy fizyczne, kto-
rych nie mozna bada¢ za pomocg modelu zhomogenizowanego asymptotycznie. W przypadku
zagadnien stacjonarnych jest to wptyw oscylacji zrodet ciepta na rozktad temperatury, okre-
$lony drugim sktadnikiem réwnania (8). Dla zagadnien nieustalonych efekt ten ujmuje prawa
strona drugiego z réwnan (11). Otrzymany model opisuje takze bardzo istotny w problemach
niestacjonarnych wptyw wielkosci komérki periodycznosci na przewodnictwo cieplne (efekt
skali), gdyz state wspotczynniki <c hA E >, <c hA> w réwnaniach (11) (w przeciwienstwie
do pozostatych wspotczynnikéw), zgodnie z (9) zalezg od wielkosci komorki. Ten efekt skali
nie wystepuje w zagadnieniach stacjonarnych, opisanych réwnaniem (8) . Ponadto model
okreslony rownaniami (11) uwzglednia takze wptyw mozliwych silnych oscylacji pola tempe-
ratury w chwili poczatkowej to na przewodnictwo cieplne przy zatozeniu, ze oscylacje te

mozna przedstawi¢ z wystarczajgca doktadnoscig formuta (10) dla t = to. Wplyw ten opisujg

warunki poczatkowe dla funkcji VA(X,O, xe£|0.

Jak zaznaczono we wstepie, problem fizycznej wiarygodnosci modelu zhomogenizowanego
jest raczej otwarty, gdyz pominiecie pewnych wyrazéw w (5) i (6) (wymienionych po wzorze
(6)) moze mie¢ istotny wptyw na rozwigzanie problemu. W przypadku postugiwania sie nie-

asymptotycznymi modelami warunki fizycznej poprawnosci otrzymanych rozwigzan winny
by¢ sprawdzone a posteriorijako 9°e SV(A) w modelu dla zagadnien ustalonych oraz 0°(-,t),
VA(-,t)eSV(A) dla nieustalonych zagadnien przewodnictwa cieplnego. W tym drugim przy-
padku sa to jedynie warunki konieczne, gdyz doktadno$¢ rozwigzania zalezy takze od liczby

N wyrazéw w rozwinieciu (10). Nalezy jednakze zaznaczy¢, ze rozwigzanie periodycznego

zagadnienia wiasnego dla réwnania (9) jest trudne, a w wiekszosci problemow funkcje wiasne
A

h otrzymuje sie metodami przyblizonymi. Sytuacja jest tu jednakze podobna jak w przypad-
ku homogenizacji, gdzie rozwiazanie N problemu periodycznego, poza przypadkami jedno-

wymiarowymi, rowniez otrzymujemy metodami przyblizonymi.
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Pewne zastosowania réwnan (11) mozna znalez¢ w [4], a analize szczeg6lnego przypadku
tych rownan w [1], Nalezy podkresli¢, Zze przeprowadzone w pracy rozwazania dotyczyly
wprawdzie tylko zagadnien przewodnictwa cieplnego, niemniej zaproponowane podejscie ma

charakter ogoélny i da sie zastosowaé¢ do réznych zagadnien termomechaniki.
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Abstract

In the first part of this contribution certain aspects of the known asymptotic homogenization
method, [2, 3], related both to the physical reliability of its results and restrictions imposed on
the scope of its physical applications are discussed. By taking into account terms which are
neglected in the known homogenization procedure new non-asymptotic models of heat con-
duction in periodic composite materials are derived. The first model is restricted to steady-
state problems where the effect of highly oscillating heat sources on heat conduction is de-
scribed by the second term in equation (8). The second model with governing equations (11)
is related to non-stationary problems and makes it possible to investigate also the effect of pe-

riodicity cell size and that of initial temperature oscillations on a heat conduction. The afore-

B

mentioned effects are described respectively by terms involving coefficients <ch h >, <c

hA > in (11) and by the initial conditions for unknowns VA.The criteria of physical reliabil-

ity for the obtained results are also discussed.



