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Jerzy WYRWAL

O ROZWIAZYWANIU ROWNAN METODA DEKOMPOZYCJI

Streszczenie. W artykule rozwazamy rownania operatorowe, ktérych rozwigzanie moze
by¢ uzyskane metodg dekompozycji. Metoda jest ilustrowana przyktadami.

ON THE SOLUTION OF EQUATIONS BY THE DECOMPOSITION
METHOD

Summary. In this paper, we consider operator equations whose solution can be obtained
by the decomposition method. The method is illustrated with examples.

1. Wstep

Wsrdd powszechnie wykorzystywanych, przyblizonych metod rozwigzywania nielinio-
wych réwnan operatorowych stosunkowo mato znana jest zaproponowana przez Adomiana
[1] metoda dekompozycji. Metoda ta pozwala uzyskac przyblizone rozwigzania w przypadku
szerokiej klasy deterministycznych i stochastycznych nieliniowych réwnan operatorowych,
takich jak: réwnania rézniczkowe czastkowe [2], algebraiczne [3], r6zniczkowe sprzezone [4]
i rozniczkowe zwyczajne [5].

Przy wykorzystywaniu tej metody postepuje sie w nastepujacy sposéb [6]:

e dzieli sie dany operator na czes¢ liniowag i nieliniowa,

¢ odwraca si¢ operator liniowy,

* rozwija sie poszukiwang funkcje w szereg, ktérego pierwszy wyraz uwzglednia wa-
runki poczatkowe i/lub brzegowe oraz dane funkcje,

¢ cztony nieliniowe przedstawia sie w postaci wielomianéw Adomiana,

« kolejne wyrazy szeregu oblicza sie stosujac procedure iteracyjna.
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W prezentowanym artykule przedstawiono ide¢ metody, jej podstawowe formuty oraz po-

kazano mozliwosci zastosowan na przyktadzie kilku prostych zadan.

2. Opis metody

Rozwazmy nieliniowe réwnanie operatorowe
F(u) =f, M
gdzie: F - operator nieliniowy, u - element poszukiwany, f - element dany.
Zatézmy, ze powyzszy operator mozna przedstawi¢ w postaci:

F(u) = Lu + Ru + N(u), 2
gdzie: L - odwracalny operator liniowy (np. w przypadku réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych jest to operator ré6zniczkowy najwyzszego rzedu), R - operator liniowy, ktéry pozostat
po wydzieleniu z operatora F operatora L, N - operator nieliniowy.

Mnozac rownanie (1) stronami przez operator odwrotny L~‘ oraz wykorzystujac zalezno$é
(2) sprowadzamy je do relacji:
L™'Lu=-L""Ru - L™N(u) + L™f. ®3)
Lewa strone relacji (3) mozna tatwo obliczyé Ma ona postac:
L“Lu=u-g\ O]
gdzie g* - funkcja zawierajaca warunki graniczne (poczatkowe i/lub brzegowe).
Podstawiajgc zwigzek (4) do réwnania (3) otrzymujemy nastepujaca posta¢ wyjsciowego
rébwnania operatorowego:

u=g0-L“Ru-L*“N(u), (5)
gdzie warunki graniczne i funkcje dang zawiera element

go=g‘+L"“f. (6)
Zgodnie z ideg metody [1] dokonujemy dekompozycji poszukiwanej funkcji, a mianowicie

przedstawiamy jg w postaci szeregu funkcyjnego
u=gs +g, +g2+- +g, +..=£g,, )
)

ktérego wyrazy nalezy wyznaczyc¢.

Takze operacje nieliniowg rozwijamy w szereg

N(u) = A0+A, +A2+.. . +A,+..=£ a,, (8)
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przy czym wystepujace w nim wielomiany Adomiana [5] sa definiowane wzorami:

A,,=N(gJ
A, =- d N | *« (9)
dx' ! AD

gdzie Xjest parametrem.

Podstawiajgc formuty (7) i (8) do rownania (5) otrzymujemy zwigzek:

Bo + Bi +B2 + - + B, + - = g(,-L ““R(g0+g, +...+ g,., *+...) (10)
-L ‘(A0+A, +...+An, +..).

Przyréwnujac do siebie kolejne cztony powyzszego zwigzku dostajemy nastepujace for-

muty rekurencyjne

gi=-L-'Rg0—L-‘A0) (11)
g2=~L'IRg, -L 'A,, (12)
Sn=“L".Rgnl—L"A,., (13)

pozwalajace obliczy¢ kolejne wyrazy szeregu (7) przy wykorzystaniu wyrazéw obliczonych
poprzednio.

Poszukiwane rozwigzanie przyblizone ma posta¢ szeregu
“ = =Bo+Bi+82 +-+B,-i =X8/- (14)

ajego doktadno$¢ rosnie wraz z liczbg uwzglednionych wyrazéw.

3. Przykiady

Na ponizszych przyktadach pokazano sposéb wykorzystania metody do rozwigzywania
prostych réwnan: algebraicznego kwadratowego, liniowego rézniczkowego zwyczajnego i

liniowego rézniczkowego czastkowego.

Przyktad 1

Jako pierwsze rozpatrzmy algebraiczne réwnanie kwadratowe

X2+5x+4=0. (15)
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W rozwazanym przypadku funkcje i operatory dane sg zalezno$ciami:

u =X,
L =5, L~*a 0.2,
R =0,
NG) = 02
f=-4.

W konsekwencji réwnanie operatorowe (5) przyjmie postac:
u=g0-L~'N(u). (16)
Jak tatwo obliczy¢, na podstawie wzordw (9) oraz (11) - (13)
g* =0,
g, =-0.8,
A0=go = 0-64,
g, =-0.128,
A, = 2g(g,= 0.2048,
g2=-0.04096,
A2=g, +29g092=0.08192,
g, =-0.01638,
A3=2g,9: + 290y, = 0.0367,
g4=-0.00734.
Ograniczajac sie do pierwszych pieciu wyrazoéw szeregu (14), otrzymujemy nastepujaca,
przyblizong warto$¢ pierwszego pierwiastka rownania (15)
=ub5 =§,,+g, +g2+g3+g4 “ 0.99268, @an
przy czym doktadna warto$¢ tego pierwiastka wynosi x, = - 1LWarto$¢ drugiego pierwiastka

obliczamy ze znanego wzoru, z ktérego wynika, iz

x2=— =-4.02949,

co jest dobrym przyblizeniem jego dokfadnej wartosci, wynoszacej x2= - 4.

Przyktad 2
Rozwazmy z kolei liniowe rownanie rézniczkowe zwyczajne
«*+«=0, (18)
z warunkami brzegowymi:
«(0) = a,

u\0) = 0. ug)
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W tym przypadku funkcje i operatory majg postac:

u =u(x),
L=(), -'=]11G)dx2dxx,
00

Rsl,

N(-) =0,
f=0,

a réownanie (5) sprowadza sie do relacji
u=g0-L IRu. (20)

W pierwszej kolejnosci nalezy obliczy¢ wyrazenie:
L“Lu =u(x)-u(0)-xu'(0) =u-g\
skad, po wykorzystaniu warunkéw brzegowych (19), otrzymamy, ze
G>=g=a.
Poniewaz w rozwazanym przypadku
L"R =L~

to - jak tatwo obliczyé - przy wykorzystaniu formut (11) - (13)

9" (@)
1w przypadku uwzglednienia n wyrazéw szeregu (14) otrzymujemy przyblizone rozwigzanie

rozpatrywanego zadania brzegowego w postaci:

nl Y

W rozwazanym przypadku mozemy réwniez uzyska¢ rozwigzanie doktadne, biorgc nie-

skonczong sume wyrazow szeregu (21). Poniewaz [7]

Y (-1)° xX —cosic,
T @A)
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wiec rozwigzanie $ciste wynosi:

u="igl[=acosx. (22)
0

Przyktad 3

Jako trzecie rozwazymy liniowe réwnanie rézniczkowe czastkowe

fétu fdix =0. (23,
z warunkiem poczatkowym
u(x,0) = x, (24)
i brzegowym
u(0,t) =-t. (25)

W przypadku powyzszego réwnania funkcje i operator nieliniowy przedstawiajg relacje:
u = u(x,t),
NO sO,
f =0.

W rozpatrywanym przypadku nie mozna zadania poczatkowo-brzegowego - z uwagi na
wystepowanie zar6wno operatora pochodnej czastkowejpo czasie, jak i operatora pochodnej
czastkowej po zmiennej przestrzennej - przeksztatci¢ bezposrednio do wymaganej przez me-
tode postaci

u=go-L -1Ru, (26)
wynikajacej z rownania (5). Mozna to uczyni¢ posrednio zapisujac je w pierwszej kolejnosci
w dwdch rownowaznych postaciach [2], a mianowicie

L,u=-R tu, 27)
lub

L (u=-R,u. (28)

Wystepujace w rownaniach (27) i (28) operatory dane sgrelacjami:
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Mnozac rownanie (27) stronami przez L,1 za$ (28) przez L j, dodajagc otrzymane rezultaty

stronami, przeksztatcajgc wynik oraz wykorzystujgc zaleznosé
L"ILus 5 (LA v+L;L Ju=u- 5 m(x,0) - 5 n(0,t)=u-g*
sprowadzamy wyjsciowe zadanie do postaci (26), przy czym
1'"r =2(0vr ,+15'r V)
natomiast
go =8*="(*~0-

W ostatniej zaleznosci wykorzystano warunek poczatkowy (24) i brzegowy (25).

tatwo wykazaé, przy wykorzystaniu wzoréw rekurencyjnych (11) - (13), ze

9" 4 g«

i
82 —an

1
~ 2" @0
Bioragc n wyrazow szeregu (14) dostajemy przyblizone rozwigzanie rozpatrywanego zadania
poczatkowo-brzegowego w postaci
0 0 A (29)
Rowniez w tym przypadku istnieje rozwigzanie doktadne, ktére mozemy uzyskac biorac

nieskonczong sume wyrazéw szeregu (29). Poniewaz [7]

zatem
u=x-t, (30)
co jest rozwigzaniem Scistym.
W przypadku uwzglednienia szesciu wyrazow szeregu (29) otrzymujemy nastepujace roz-

wigzanie przyblizone:

u= ﬂL R 1-----1----;« —1) —0.984375(x —).
2748 16 N
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4. Wnioski

Szereg innych przyktadéw zastosowan prezentowanej metody w fizyce i inzynierii mozna
znalez¢ w cytowanych pracach. Prezentowane przyktady wskazujg na fakt, iz metoda dekom-
pozycji jest efektywng i uzyteczng metoda rozwigzywania szerokiej klasy rownan fizyki ma-

tematyczne;j.
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Abstract

The decomposition methodology of Adomian has now been applied to a very wide variety
of nonlinear equations. It is a general and powerful method distinctly different from usual
method. It can reasonably be considered to be an analytic approximation method which
provides realistic solutions to physical problems since it requires no linearization or perturba-
tive methods. Further it provides insight into the nature of the solutions and provides
expressions whose derivatives are approximations to the derivatives so that the approximation
- generally a very rapidly convergent series - can be verified at any stage of approximation.
An accurate numerical solution can be obtained and no cumbersome expressions are involved.

The method provides a new approach to nonlinear problems of all types.



