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WAŻNIEJSZE OZNACZENIA STOSOWANE W PRACY

ymcm
- dyfuzyjność cieplna;

- magnetyczny potencjał wektorowy;

A = A e^wt - postać zespolona magnetycznego potencjały wektorowego,
m . - ja>przy czym A^ = |A^|e

B - wektor indukcji magnetycznej;
c - ciepło właściwe;
c - prędkość światła;

- współczynnik transformacji w metodzie oporów wniesionych;
C - pojemność kondensatora;
ID - wektor indukcji elektrycznej;
D - kontur całkowania;sr
E - wektor natężenia pola elektrycznego;
f - częstotliwość;
h - szerokość szczeliny powietrznej;sz
IH - wektor natężenia pola magnetycznego;
H(f)=f„ - transformata Hankela funkcji f;H
i, I - natężenie prądu elektrycznego, wartość chwilowa i skuteczna;
1 , 1 ,  - zmodyfikowane funkcje Bessela I rodzaju;o 1
0 - macierz jednostkowa;
j - jednostka urojona;
J, J - gęstość liniowa prądu;gęstość prądu źródła;O
J , Y - funkcje Bessela I i II rodzaju rzędu n-tego;n n
k=l/A - stała tłumienia fali w metalu;
K , K, - zmodyfikowane funkcje Bessela II rodzaju;O 1
1 - długość;
L, Lgz - indukcyjność;indukcyjność szczeliny powietrznej;
L - operator różniczkowy;
m=-JlT r/A - parametr charakteryzujący efekt powierzchniowy;
M , M, - jądro i równanie charakterystyczne przekształcenia Hankela;o 1
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n - normalna zewnętrzna do powierzchni;
n - przekładnia transformatora;
p^ - jednostkowa moc powierzchniowa (gęstość powierzchniowa mocy);
q - gęstość strumienia cieplnego;
Q - dobroć obwodu rezonansowego;
r - promień;
r y  ~ Promień wewnętrzny i zewnętrzny nagrzewanej rury;
r̂ , r4 - promień wewnętrzny i zewnętrzny wymurówki;
r^ - średni promień induktora;
R, - rezystancja elektryczna i magnetyczna;
S=P+jQ - moc pozorna, przy czym: P - moc czynna, Q - moc bierna;
S - szereg nieskończony w rozkładzie temperatury;
S - wektor Poyntinga;
t.t^ - czas, czas nagrzewania;
t̂ , t - czas dysponowany na wyłączenie; czas wyłączenia tyrystora;
T , T , T , T , T  ,T ,T - temperatura, bazowa, początkowa, otoczenia, o p a oo req s

średnia wody chłodzącej wzbudnik, żądana, na powierzchni 
granicznej S;
napięcie elektryczne, wartość chwilowa, skuteczna; 
napięcie na jednym zwoju wzbudnika; 
prędkość liniowa;
przestrzenny rozkład wewnętrznych źródeł ciepła; 
rozkład wewnętrznych źródeł ciepła; 
liczba zwojów wzbudnika; 
reaktancja;
impedancja; kwadratu jednostkowego, zewnętrzna; 
współczynnik przejmowania ciepła, przez radiację, przez

konwekcję;
współczynnik rozszerzalności liniowej; 
współczynnik charakteryzujący efekt powierzchniowy; 
zmienna w całce Fouriera; 
bezwymiarowa współrzędna; 
temperaturowy współczynnik rezystancji; 
kąt komutacji; 
gęstość masy; 
przewodność elektryczna; 
pseudofunkcja Diraca;

u, U

V
w
wo
w
X
Z, Zc
a , a

ex 
, a

“L
a=A/r
p = u 2+k V /2-
iJ=r/r2 
0,R
0

ym
7
S(t)
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4=^2/(up(r)j

- odstrojenie względne od rezonansu;
1 / 2 - równoważna głębokość wnikania fali do metalu;

AT, ATr - różnica temperatur; żądana różnica temperatur;
At, Ax - krok różnicowy czasowy i przestrzenny zmiennej x;
c - emisyjność całkowita;
c - bezwzględna przenikalność dielektryczna;
c - błąd obliczeń; mała liczba «1;

ę=(m2-mj) / J 2  - parametr funkcji aproksymującej z aneksu A.3; 
ńf. " sprawność cieplna; sprawność elektryczna;
0p, 0^ - temperatura wywołana mocą nagrzewania pQ i strumieniem

strat ciepła q;
0 = (T-Tp)/(To-Tp) - bezwymiarowa temperatura;
0 - parametr w metodzie "time stepping";
0 - współrzędna kątowa;
A - przewodność cieplna właściwa;
A - parametr całkowania w całce Fouriera;
A - operator różnicowy;
p, p̂ , pQ, - przenikalność magnetyczna względna, dynamiczna,

próżni, średnia;
p^ - pierwiastek równania charakterystycznego M^=0 w jednostkach

względnych;
p=l/p - reluktywność magnetyczna;
ę=r1/r2 - parametr charakteryzujący kształt rury;
p,p - gęstość ładunku; gęstość ładunku związanego;
<r - rezystywność;
er - stała Stefana;o
t - okres;
<p -  odpowiedź skokowa na wymuszenie Ki=l(t);

-  charakterystyka przejściowa przy nagrzewaniu strumieniem 
zewnętrznym;

<p - kąt przesunięcia fazowego
- zastępczy współczynnik konfiguracji między ciałami 2 i w;

¿L, W
$ - potencjał skalarny;
$ - strumień magnetyczny;
0 - strumień magnetyczny skojarzony;
w, - pulsacja, pulsacja rezonansowa;
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<t>, - współczynnik relaksacji, rzeczywisty, zespolony
w metodzie SOR;

Ł>k - współczynnik relaksacji w metodzie ADI;
l(t) - funkcja skokowa;

Kryteria podobieństwa:

Bi = (a r_)/A - kryterium Biota;c 2
oF = at/r_ - kryterium Fouriera (bezwymiarowy czas);o 2

Ki =(p r„)/(A(T -T )) - kryterium Kirpiczewa (bezwymiarowa moc o 2 o p
powierzchniowa);

Spis indeksów, 
d - wielkość wyprostowana; 
e - wartość na powierzchni zewnętrznej; 
i - wartość na powierzchni wewnętrznej; 
kw - wielkość quasi-stacjonarna;
M - wielkość magnetyczna; 
p - wielkość początkowa; 
śr - wartość średnia 
t - wielkość styczna;
T - wielkość przejściowa;

- wielkość zespolona sprzężona;
1 - wielkość związana ze wzbudnikiem;
2 - wielkość związana ze wsadem;
w - wielkość związana z wymurówką;

Stosowane skróty
ADI - metoda naprzemiennych kierunków;
ICCG - metoda sprzężonych gradientów z częściowym rozkładem Choleskiego;
MEB - metoda elementów brzegowych;
MES - metoda elementów skończonych;
MHD - magnetohydrodynamiczny;
MRS - metoda różnic skończonych;
SOR - metoda kolejnych nadrelaksacji;
TFRP - tyrystorowy falownik równoległy prądu.



1. WSTĘP

1.1. CELOWOŚĆ STOSOWANIA PROCESÓW ELEKTROTERMICZNYCH

Rozwój produkcji charakteryzuje się nie tylko stałym ulepszaniem ja
kości wyrobu i powiększaniem jego ilości, lecz rówież minimalizowaniem ma
teriałochłonności i energochłonności. Narastający niedobór energii i su
rowców przy coraz bardziej zaostrzających się wymaganiach związanych z 
ochroną środowiska zmusza do poszukiwania nowych,lepszych rozwiązań kon
strukcyjnych i technologicznych. W wielu procesach produkcyjnych, w tym 
również w termicznych procesach metalurgicznych, nagrzewanie ogniowe zas
tępuje się elektrycznym, stosując do tych celów nagrzewanie łukowe, indu
kcyjne, plazmowe, oporowe, dielektryczne, elektronowe i inne.

Wśród stosowanych metod elektrotermicznych na szczególną uwagę zasłu
guje nagrzewanie indukcyjne, które charakteryzują m.in. następujące cechy:
- duża koncentracja energii i związany z tym szybki wzrost temperatury we 
wsadzie;

- możliwość pełnej automatyzacji procesu i uzyskanie dużych wydajności 
produkcyjnych;

- łatwość zmian parametrów nagrzewania w celu uzyskania pożądanych efektów 
technologicznych;

- powtarzalność wyników procesu nagrzewania;
- wysoka sprawność;
- zmniejszenie zużycia jednostkowego energii w porównaniu z innymi proce
sami nagrzewania pośredniego np. w piecach oporowych;

- mniejsze niż przy nagrzewaniu płomieniowym utlenianie nagrzewanego ma
teriału;

- łatwość usytuowania w istniejących procesach technologicznych;
- możliwość regulacji głębokości nagrzewania przez dobór częstotliwości;
- brak konieczności zetknięcie wsadu i źródła ciepła;
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- precyzyjne umiejscowienie nagrzewanej powierzchni przez dobór sprzężenia 
ze wsadem.
Do wad grzejnictwa indukcyjnego zaliczano swego czasu wysoki koszt in

westycyjny tego typu urządzeń grzewczych, który przy obecnym rozwoju ener- 
goelektroniki i elektroniki poważnie zmalał. Głównym i przekonywającym 
wskaźnikiem, przemawiającym obecnie za stosowaniem nagrzewania indukcyjne
go, jest mniejsze zużycie energii w stosunku do grzania w piecach płomie
niowych. Elektrotermia jest więc synonimem oszczędności energii, wysokiej 
jakości produktów i małej uciążliwości dla środowiska naturalnego.

Przyczyny słabego rozwoju grzejnictwa indukcyjnego w Polsce można po
dzielić na dwie podstawowe grupy:
A.Trudności na etapie projektowania nagrzewnic wynikające m. in. z:
- występowania w nich złożonych, sprzężonych zjawisk elektromagnetycznych, 

termokinetycznych, termosprężystych i metalurgicznych;
- faktu, że nagrzewnice indukcyjne są opisane układami nieliniowych, nie
stacjonarnych równań różniczkowych lub całkowych;

- konieczności stosowania przy projektowaniu, nawet przy silnych założe
niach upraszczających, skomplikowanego aparatu matematycznego;

- istnienia dużej różnorodności geometrycznej układów nagrzewnica-wsad, 
źródeł zasilania i operacji technologicznych, w których stosowane jest 
nagrzewanie indukcyjne;

- brakiem nowoczesnych metod projektowania nagrzewnic;
- problemów z wiarygodną weryfikacją laboratoryjną zaprojektowanych na
grzewnic indukcyjnych;

- brakiem właściwego zaplecza naukowo-badawczego.

B.Trudności techniczno-ekonomiczne wynikające m.in. z:
- dotychczasowego braku badżców ekonomicznych i ekologicznych zmuszających 
do wprowadzania nowych sposobów nagrzewania;

- słabego rozeznania technologów co do wymaganych optymalnych warunków na
grzewania;

- braku konsekwentnej, perspektywicznej polityki gospodarowania energią w 
kraju;

- zaniedbaniem krajowej bazy produkcji urządzeń elektrotermicznych.

Ze względu na przestarzałe urządzenia oraz ich nieprawidłową eksploatację 
w procesach elektrotermicznych w kraju zużywa się kilkadziesiąt procent
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energii więcej, niż wynikałoby to z racjonalnej gospodarki energetycznej 
[46].

Grzejnictwo indukcyjne znalazło szerokie zastosowanie w przemyśle przy 
topieniu metali, obróbce powierzchniowej (hartowaniu, przesycaniu, azoto
waniu, nawęglaniu, borowaniu), nagrzewaniu skrośnym przed obróbką plas
tyczną metali (kuciu, prasowaniu, wyciskaniu, tłoczeniu, walcowaniu, cię
ciu, gięciu, kalibrowaniu, spęcznianiu), łączeniu metali (zgrzewaniu, spa
waniu, lutowaniu), obróbce cieplnej (odpuszczaniu, wyżarzaniu) i wielu in
nych, np. przy wytwarzaniu plazmy, suszeniu, nagrzewaniu proszków formier
skich, rozmrażaniu żywności.

Współczesne pojedyncze nagrzewnice indukcyjne mogą mieć moc dziesiątków 
megawatów, a sumaryczna moc nagrzewnic zainstalowanych grupowo w jednym 
zakładzie przemysłowym może przekraczać 100 MW [40,157],

Spośród możliwych zastosowań nagrzewania indukcyjnego, bardzo atrakcyj
na pod względem technicznym i ekonomicznym wydaje się być możliwość zastą
pienia pieców płomieniowych nagrzewnicami indukcyjnymi przy produkcji rur 
bezszwowych.

1.2.GRZANIE INDUKCYJNE PRZY PRODUKCJI RUR BEZSZWOWYCH

Od pewnego czasu przy produkcji rur bezszwowych stosowane jest coraz 
częściej nagrzewanie indukcyjne. Ponieważ proces walcowania musi odbywać 
się w ściśle określonym przedziale temperatury wsadu, więc w skład potoko
wej linii produkcyjnej oprócz walcarek muszą wchodzić również urządzenia 
grzewcze utrzymujące określoną temperaturę elementu walcowanego. Wydajność 
i niezawodność urządzeń grzewczych musi odpowiadać wydajności i niezawo
dności walcarek.

Nowoczesne walcownie rur bezszwowych charakteryzują się dużą wydajnoś
cią sięgającą 400...600 tysięcy ton rocznie; przy pracy trójzmianowej wy
nosi to 67...86 t wsadu na godzinę. W typowych walcowniach rur szybkość 
walcowania wynosi od 0,5 do 8,5 m/s, ale w nowoczesnych walcowniach docho
dzi nawet do 16 m/s. Średnice produkowanych rur bezszwowych mieszczą się w 
granicach 17...950 mm, chociaż do rurociągów produkowane są rury bezszwowe 
o średnicach 2000 mm. Typowy stosunek grubości ścianki rury bezszwowej do 
wewnętrznego promienia rury waha się w granicach 0,07. . . 0,012. Pod 
względem właściwości magnetycznych spotyka się dużą różnorodność materia
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łów walcowanych rur; mogą to być ferromagnetyki - stale węglowe, ferryty- 
czne, perlityczne lub nieferromagnetyki - stale austenitowe, żaroodporne, 
miedź, aluminium i stopy metali kolorowych.

Przedstawione podstawowe parametry technologiczne produkcji rur bez
szwowych stanowią podstawę do zaprojektowania przemysłowej nagrzewnicy rur 
dla tego procesu produkcyjnego. Dalsze dane dotyczące samej technologii 
produkcji rur bezszwowych, jak i wymagania stawiane urządzeniom do grzania 
indukcyjnego stosowanym w tym procesie można znaleźć w literaturze [7,16, 
33,68],

Nagrzewnice indukcyjne do nagrzewania rur mają wiele zalet w porównaniu 
z piecami płomieniowymi. Ocenia się, że do nagrzania stali do 1200 °C 
zużywa się około 325...360...440 kWh/t przy nagrzewaniu indukcyjnym i aż 
2400 kWh/t przy nagrzewaniu gazowym, ubytki na zendrowanie zmniejszają się 
z 1,5... 3% do 0,5% przy tej samej temperaturze nagrzewania [7], Wśród za
let takiego zastosowania nagrzewnic indukcyjnych należy raz jeszcze wymie
nić szybki wzrost temperatury wsadu, łatwość rozruchu linii, dużą niezawo
dność i łatwą wymianę części nagrzewnicy, większą żywotność, a co najważ
niejsze łatwość poddawania się automatyzacji, gdyż można w nich w sposób 
skuteczny oddziaływać na parametry strugi energii doprowadzanej do wsadu. 
Istotnymi zaletami nagrzewnic indukcyjnych są również w tym przypadku; 
łatwość usytuowania w linii technologicznej, mniejsza uciążliwość dla 
środowiska naturalnego oraz możliwość uzyskania dużych wydajności techno
logicznych. Zasadniczą wadą nagrzewnic indukcyjnych usytuowanych w linii 
produkcji rur jest trudność utrzymania stałej temperatury wsadu w czasie 
krótkotrwałych postojów linii walcowniczej.

Przykładem nowoczesnej linii do nagrzewania indukcyjnego rur jest na
grzewnica dostarczona przez koncern ASEA w roku 1978 i pracująca w Wirsbo 
Bruks AB w Szwecji. Służy ona do nagrzewania rur o średnicach zewnętrznych 
76...114 mm do temperatury 1000 °C przed walcowaniem w reduktorze pracują
cym z naciągiem. Wydajność nagrzewnicy 11 t/h przy mocy zasilania 4,8 MW 
lub 20 t/h przy mocy 6 MW. Zasilana jest z falowników tyrystorowych, na
pięcie na wzbudnikach 1950 V przy 600 Hz, zużycie energii wynosi zaledwie 
310 kWh/t [113].



2. METODY BADANIA PÓL - ELEKTROMAGNETYCZNEGO I TEMPERATURY - 
W NAGRZEWNICACH INDUKCYJNYCH. PRZEGLĄD LITERATURY

2.1. WSTĘP

Badanie zjawisk elektromagnetycznych i termokinetycznych w nagrzewni
cach indukcyjnych jest zadaniem niezwykle atrakcyjnym z punktu widzenia 
teorii pola i zastosowań metod numerycznych. Nagrzewnice indukcyjne cha
rakteryzują się m.in. następującymi, interesującymi nas przy badaniu, ce
chami :
- składają się z obszarów przewodzących i nieprzewodzących, mogą zawierać 
materiały ferromagnetyczne i części ruchome;

- wymuszenie pola elektromagnetycznego może mieć charakter prądowy lub na
pięciowy, a przebiegi wymuszające mogą być niesinusoidalne;

- dwa podstawowe pola - elektromagnetyczne i temperatury są bardzo silnie 
sprzężone;

- pola są silnie nieliniowe, a w materiałach ferromagnetycznych występuje 
bardzo silne nasycenie magnetyczne;

- zastępcze stałe czasowe obu pól różnią się o rzędy;
- zjawiska polowe opisane są mieszanymi równaniami eliptyczno-parabolicz- 
nymi;

- geometria nagrzewnic dopuszcza zazwyczaj analizę pól dwu- a czasami na
wet jednowymiarowych;

- istnieją problemy z dokładnym określeniem warunków granicznych (dotyczy 
to głównie pola temperatury), jak i z późniejszą weryfikacją eksperymen
talną uzyskanych wyników obliczeń;

- układ sterowania i regulacji źródła zasilania ma istotny wpływ na proces 
nagrzewania, szczególnie przy zasilaniu nagrzewnic z przekształtników 
tyrystorowych;

- nagrzewnice mogą wchodzić w skład złożonych procesów technologicznych.

Dobra metoda umożliwiająca badanie nagrzewnic indukcyjnych powinna:
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- umożliwiać uwzględnienie powyższych cech, oczywiście tylko w przypad
kach, gdy jest to konieczne;

- zapewniać dużą dokładność, krótki czas obliczeń, a zatem i ich niski 
koszt;

- wymagać niewielu danych wejściowych i obliczać użyteczne dane projekto
we;

- zachowywać uniwersalność przy zamianie pewnych danych wejściowych;
- umożliwiać pełną analizę, a nawet optymalizację procesu nagrzewania;
- być dostosowana do wykonywania nawet na komputerach osobistych, np. w 

standardzie IBM/AT lub IBM/XT.

Przedstawione cechy obrazują złożoność zadania badania pól w nagrzewni
cach indukcyjnych, zarówno na etapie budowy modelu matematycznego zjawisk 
fizycznych, jak i przy jego późniejszej algorytmizacji. Wybór jednej z 
licznych metod badania pól lub projektowania nagrzewnicy uzależniony jest 
od wielu czynników, m.in. od żądanych wyników (obraz pola, parametry cał
kowe nagrzewnicy) i ich dokładności, przyjętych warunków granicznych, 
założeń upraszczających, konfiguracji geometrycznej układu, dopuszczalnych 
kosztów rozwiązania, intuicji i doświadczenia badacza oraz dysponowanego 
sprzętu obliczeniowego.

Poniżej zostaną omówione zalety, wady i perspektywy rozwoju różnych me
tod badania pól w nagrzewnicach indukcyjnych podzielonych wg kryterium 
stosowanych metod badania pól. Pełniejszą charakterystykę tych metod za
wiera praca [1271.

2.2. BADANIE POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

A. METODY ANALITYCZNE
Można zaproponować następujący podział tej bardzo obszernej grupy metod:
- rozwiązywanie analityczne równań różniczkowych jednowymiarowych;
- metoda rozdzielenia zmiennych;
- metoda całki i szeregu Fouriera;
- metody specjalne.

Zaletą tych metod jest niski koszt obliczeń i możliwość uzyskania wyni
ków w stosunkowo krótkim czasie. Końcowe rozwiązanie otrzymuje się w pos
taci zależności analitycznych, co ułatwia dyskusję nad wpływem poszczę-
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gólnych parametrów i optymalizację procesu; opisują rozkład pola w całym 
badanym obszarze i nie ograniczają się do jego dyskretnych punktów; umo
żliwiają weryfikację wyników metod numerycznych [17,23,30,93,97,32,75, 
76,108,122,130,132, 151,160,161].
Wadą jest konieczność ich stosowania przy tak silnych założeniach 

upraszczających, że uzyskane wyniki obarczone są zazwyczaj dużym błędem; w 
ten sposób zniweczona zostaje największa zaleta - dokładność samej metody. 
Stosowane mogą być w układach o prostej geometrii lub w oddzielnych częś
ciach układów złożonych; zazwyczaj wymagają założenia o liniowości i jed
norodności środowiska, mogą być stosowane przy prostych warunkach brzego
wych.

B.MODELOWANIE ANALOGOWE

Podział tej grupy metod jest następujący:
- modelowanie w ośrodkach ciągłych;
- modele siatkowe;
- modelowanie przy użyciu maszyn analogowych.

Zaletami tej grupy metod są: poglądowość, duża szybkość działania, mo
żliwość modelowania procesów stacjonarnych i niestacjonarnych, liniowych i 
nieliniowych. Podstawowe wady to często mała dokładność wyników, trudności 
w uwzględnieniu nieliniowości, szczególnie tych zmieniających się w czasie 
i przestrzeni, mały obszar zastosowali każdego modelu, awarie złożonego 
analogowego sprzętu obliczeniowego [97,117].

C.MODELOWANIE FIZYCZNE

Można podzielić tę grupę metod na:
- modelowanie oparte na teorii podobieństwa;
- eksperyment planowany.

Modelowanie fizyczne jest jedną z podstawowych metod badania nagrzewnic 
indukcyjnych, obejmującą badania na modelach fizycznych i obiektach rze
czywistych. Modelowanie fizyczne stosowane jest do rozwiązywania zadań o 
charakterze konstrukcyjnym lub technologicznym, sprawdzania modeli matema
tycznych, określania wpływu przyjętych założeń, a także zjawisk nie 
uwzględnionych przy modelowaniu matematycznym. Wadami są wysoki koszt i 
trudności z wykonaniem modelu lub obiektu rzeczywistego, mała dokładność 
pomiaru wielu wielkości fizycznych, ograniczona obserwowalność. Stosowane
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są zazwyczaj do obiektów, najczęściej trójwymiarowych, dla których nie 
istnieją efektywne metody obliczeniowe [12,97].

D.MODELOWANIE NUMERYCZNE

Podział tej grupy metod jest bez wątpienia najbardziej złożony. Można 
wyróżnić następujące metody [8,62,63,115]:

- metody obszarowe np. metoda różnic skończonych (MRS), metody oparte 
na metodzie residuów ważonych (metoda kolokacji punktowej i w podob- 
szarach, metoda momentów, metoda Galerkina i jej realizacja numerycz
na metoda elementów skończonych (MES), metoda najmniejszych kwadra
tów), metoda równań całkowych objętościowych;

- metody brzegowe, np. metoda kolokacji na brzegu, metoda Trefftza, me
toda wykorzystująca rozwiązania osobliwe i jej realizacja numeryczna 
- metoda elementów brzegowych (MEB), metoda równań całkowych brzego
wych;

- metody hybrydowe, np. analityczno-numeryczne, obszarowo-brzegowe, po- 
1owo-obwodowe.

Ogólna charakterystyka tych metod przedstawiona jest w wielu pracach 
np. [8,17,62,63,72,161]. Poniżej zostaną omówione tylko te metody numery
czne, które znalazły najszersze zastosowanie przy rozwiązywaniu problemów 
grzejnictwa indukcyjnego.

Wśród metod obszarowych zdecydowanie dominują dwie metody - MRS [8,17, 
72, 89,92,95,117,118,128,135,139,148,151,164,168] i MES [8,18,81,82,115,
169]. Pozwalają one uwzględnić nieliniowości materiałowe, sprzężenie pól, 
pola niestacjonarne, złożone warunki brzegowe i geometryczne, prowadzą do 
układów równań algebraicznych numerycznie atrakcyjnych, tj. macierzy rzad
kich i diagonalnie dominujących.

MRS była w latach niedostępności pakietów MES prostą metodą formułowa
nia i rozwiązywania problemów polowych, najczęściej dwuwymiarowych. Obec
nie uważa się, że MES z uwagi na możliwość uwzględnienia bardziej skompli
kowanych kształtów badanego obszaru, łatwość wprowadzenia warunków grani
cznych jest lepsza w zastosowaniach do zagadnień polowych od MRS. Przewagę 
MES pogłębia dodatkowo jej bardzo szybki rozwój wynikający ze stosowania 
jej w wielu dziedzinach techniki, co doprowadziło do powstania komercyj
nych pakietów wykorzystujących tę metodę.

W ostatnim dziesięcioleciu pojawiły się publikacje, w których do opisu



-27-

pola elektromagnetycznego w nagrzewnicach indukcyjnych zastosowano metodę 
równań całkowych. Zastosowanie do opisu zjawisk elektromagnetycznych meto
dy źródeł wtórnych prowadzi do równania całkowego Fredholma II rodzaju 
[45,60], Metoda źródeł wtórnych, stosunkowo prosta w przypadku wsadów nie
magnetycznych, prowadzi do skomplikowanych, iteracyjnych obliczeń przy 
wsadach magnetycznych. Omawiana metoda generuje układy równań o pełnej 
macierzy współczynników, które przy odpowiedniej dyskretyzacji obszaru ob
liczeniowego niezbędnej do zachowaniu odpowiedniej dokładności są bardzo 
duże. Dlatego też w elektrotermii dąży się do takiego sformułowania opisu 
pola elektromagnetycznego za pomocą równań całkowych, który pozwala na 
podstawie interpretacji fizycznej równań, znanego obrazu pola lub symetrii 
układu znacznie uprościć algorytm rozwiązywania i skrócić czas obliczeń. 
Metody takie zostały opracowane szczególnie dobrze dla układów dwuwymiaro
wych o symetrii osiowej lub płaskiej [95,96,97].

Najczęściej spotykaną wersją metody całek objętościowych jest metoda 
obwodów sprzężonych stosowana w układach o symetrii osiowej lub płaskiej 
[95, 97]. W metodzie tej obszar przewodzący dzielony jest na odpowiednie 
podobszary. Następnie stosując odpowiednie zależności na rezystancję i in- 
dukcyjność własną każdego podobszaru i indukcyjność wzajemną wszystkich 
par podobszarów, tworzy się układ równań algebraicznych o postaci II prawa 
Kirchhoffa.

Dążąc do dalszego ułatwienia rozwiązywania równań Fredholma, można je 
algebraizować wprowadzając dyskretyzację badanego obszaru tylko w jednym 
wymiarze. Jest to możliwe, gdy znany jest rozkład pola wzdłuż jednej 
współrzędnej, np. r lub z. W praktyce rozkład ten jest szacowany na pod
stawie wyników jakiejkolwiek metody dla pola jednowymiarowego [97], 
Postępowanie takie znacznie zmniejsza wymiar zadania algebraicznego, ale 
wprowadza znaczne trudności w obliczaniu współczynników układu równań, 
które można interpretować jako współczynniki indukcyjności wzajemnej mię
dzy obwodami a cienkim dyskiem, w którym znany jest rozkład prądów.

W przypadku znajomości rozkładu pola w kierunku normalnym do powierz
chni ciała przedstawiony sposób postępowania prowadzi do znanej metody ob
liczeń przy impedancyjnych warunkach granicznych [28,94,95,97], Metoda ta 
ma największe znaczenie w połączeniu z innymi metodami numerycznymi, np. 
MRS, MES, zastosowanymi do problemu wewnętrznego i metodami całkowymi opi
sującymi pole zewnętrzne; połączenie obszarów zewnętrznego i wewnętrznego
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można uzyskać wtedy właśnie przez zastosowanie impedancyjnych warunków 
granicznych.

Szeroka klasa problemów brzegowych może być sformułowana za pomocą rów
nań całkowych na brzegu rozpatrywanego obszaru. W ogólności dotyczy to 
tych problemów, dla których rozwiązanie fundamentalne równania różnicz
kowego jest z góry znane [10,26,27]. W porównaniu z obszarowymi metodami 
analizy (MRS, MES lub metoda całek obszarowych) sformułowanie problemu za 
pomocą równań cał- kowych brzegowych ma cztery wydatne zalety:
- rozmiar zadania numerycznego jest efektywnie zmniejszany o jeden, zada
nia trójwymiarowe stają się zadaniami dwuwymiarowymi, zadania dwuwymia
rowe wymagają całkowania tylko w jednym wymiarze, co prowadzi zazwyczaj 
do układów równań mniejszych niż układy otrzymywane w identycznych zada
niach przy zastosowaniu metod obszarowych;

- analiza może być w równym stopniu stosowana do problemów zewnętrznych, 
jak i wewnętrznych;

- sformułowanie zadania za pomocą równania Fredholma II rodzaju jest pro
blemem numerycznym dobrze uwarunkowanym;

- umożliwia dokładne uwzględnienie zjawiska naskórkowości.

Do numerycznego rozwiązywania równań całkowych brzegowych można stoso
wać wiele metod, np. metodę iteracyjną, ale obecnie metodą najpopularniej
szą jest MEB [8,10,27,67].

Metody hybrydowe będące połączeniem metod obszarowych i brzegowych sto
sowane są w przypadku konieczności uwzględnienia nieograniczonego obszaru 
powietrznego. Stanowią one połączenie MES lub MRS z metodą elementów nie
skończonych lub MEB [8,96].

Chęć uwzględnienia w obliczeniach urządzeń elektromagnetycznych wpływu 
źródła zasilania i jego układu regulacji zmusza do opisania obwodu zasila
nia odpowiednimi równaniami obwodowymi, ograniczając opis połowy do samego 
urządzenia elektromagnetycznego [88], W przypadku zasilania nagrzewnic ze 
źródeł półprzewodnikowych opis może się znacznie skomplikować przez konie
czność uwzględnienia stanu załączenia lub wyłączenia poszczególnych 
zaworów [18,29,79,107,123,125,137,138,142,143].

2. 3.BADANIE POLA TEMPERATURY

Prawie wszystkie opisane powyżej metody badania pola elektromagnetycz
nego są stosowane do badań pola temperatury, a przedstawione powyżej uwagi
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ogólne dotyczące poszczególnych metod są w większości obowiązujące również 
w wypadku pola temperatury. Tak więc poniżej ograniczono się do przedsta
wienia tylko najbardziej charakterystycznych zastosowań poszczególnych me
tod w przypadku nagrzewania indukcyjnego rur.

Ogólnie można stwierdzić, że w tym zastosowaniu dominują metody anali
tyczne, oparte na linearyzacji odcinkowej procesu nagrzewania [100]. Sto
sunkowo często do obliczania nieustalonych i ustalonych wielowymiarowych 
rozkładów temperatury stosowana jest metoda rozdzielenia zmiennych [17,30, 
44]. Wprowadzenie w tej metodzie złożonych warunków wymiany ciepła i rze
czywistych rozkładów wewnętrznych źródeł ciepła może znacznie skomplikować 
obliczenia na EMC.

Zastosowanie przekształcenia Laplace’a lub Hankela do jednowymiarowego 
równania przewodnictwa cieplnego we współrzędnych cylindrycznych pozwala 
sprowadzić to równanie do równania Bessela. W przypadku równań wielowymia
rowych lub ruchu wsadu można stosować wielokrotne przekształcenia całkowe 
lub ich kombinacje, aż do sprowadzenia równania różniczkowego cząstkowego 
do równania różniczkowego zwyczajnego. I tak np. w pracy [153] rozpatrzono 
nagrzewanie walca o skończonych wymiarach, stosując dla współrzędnej r 
przekształcenie Hankela, a dla współrzędnej z przekształcenie Laplace’a.

Opis zastosowań metody MEB do analizy stacjonarnych i niestacjonarnych 
zagadnień termokinetyki można znaleźć w pracy [10], a zastosowania metod 
modelowania analogowego i hybrydowego opisano w pracach [44,59,78,117].

2.4.BADANIE PÓL SPRZĘŻONYCH

Badanie pól sprzężonych powinno być wykonywane w zasadzie tylko metoda
mi numerycznymi. Pomimo to od lat rozprzęga się oba pola, dzieląc cały 
proces nagrzewania na przedziały, zazwyczaj trzy, i przyjmując w każdym z 
nich uśrednione wartości współczynników cieplnych i co istotniejsze 
uśrednione wartości wewnętrznych źródeł ciepła, prowadzi obliczenia meto
dami analitycznymi [100,117,121,132]. Postępowanie takie musi nieuchronnie 
prowadzić do błędów zależnych głównie od ilości przedziałów, sposobu 
uwzględnienia rozkładów wewnętrznych źródeł ciepła i strat ciepła ze wsa
du.

Prace omawiające nieliniowe pola sprzężone jedno- lub dwuwymiarowe, w 
których stosowano metody numeryczne, wykorzystują w zdecydowanej większoś
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ci MRS [89,92,97,117,118,128,135]. Niewiele jest prac stosujących w tym 
celu MES [82]; przyczyną tego jest chyba nieprzystosowanie typowych pakie
tów do analizy pól sprzężonych; wyjątkiem jest program FLUX 2D [81].

Ostatnio przedmiotem modelowania są pola sprzężone w nagrzewnicach 
przelotowych [48,128,139,148].

2.5.WNIOSKI

Przeprowadzony przegląd literatury pozwala sformułować następujące 
wnioski dotyczące wad, zalet i perspektyw stosowania metod badania pól w 
nagrzewnicach indukcyjnych:
- zastosowanie najnowszych metod obliczanie pól elektromagnetycznych w 
grzejnictwie indukcyjnym jest opóźnione w porównaniu z zastosowaniem 
tych metod do projektowania innych urządzeń i aparatów elektrycznych;

- wiele z opisanych metod stanowi wciąż bardziej "przykład obliczeniowy" w 
rękach "badaczy" niż użyteczne narzędzie projektowe;

- najważniejszym zadaniem obliczeniowym jest obecnie badanie sprzężonych 
pól dwuwymiarowych, waga tego problemu jest porównywalna z obliczeniami 
pól niezprzężonych w przestrzeni trójwymiarowej;

- budowane modele powinny uwzględniać wpływ warunków zasilania nagrzewnicy 
np. charakter źródła zasilania i jego układu regulacji, wpływ transfor
matora zasilającego, baterii kondensatorów, układy połączeń wzbudników 
itp. i powinny być częścią dużych programów symulujących pracę całej li
nii technologicznej, w skład której wchodzi nagrzewnica;

- do rozwiązania zewnętrznego problemu elektromagnetycznego celowe jest 
zastosowanie metody całkowej, a do obliczenia zadania elektromagnetycz
nego i termokinetycznego wewnątrz wsadu MRS lub MES, metody analityczne 
lub ich kombinacje;

- zdecydowanie największe znaczenie przy badaniu nieliniowych i niestacjo
narnych pól sprzężonych mają obecnie MES i MRS;

- rozwiązania analityczne mogą być znalezione zazwyczaj tylko dla bardzo 
ograniczonej liczby przypadków liniowych i bardzo wyidealizowanych wa
runków granicznych;

- oceniając przydatność metod równań całkowych stosowanych samodzielnie w 
badaniu nagrzewnic indukcyjnych, można stwierdzić, że nie umożliwiają 
one badania pól sprzężonych, oceny wpływu nagrzania wsadu i jego właś
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ciwości ferromagnetycznych, nie uwzględniają odkształceń przebiegów 
wielkości elektromagnetycznych; ich zastosowanie powinno ograniczać się 
głównie do układów o słabym sprzężeniu pól, np. urządzeń magnetohydrody- 
namicznych (MHD) i nagrzewnic wsadów niemagnetycznych;

- największe perspektywy rozwoju wydają się mieć metody hybrydowe: obsza- 
rowo-powierzchniowe lub polowo-obwodowe z uwagi na fakt, że pozwalają 
one najpełniej uwzględnić polowe zjawiska we wsadzie i złożony niejedno
krotnie układ zasilania nagrzewnicy;

- metody numeryczne wykorzystywane są zazwyczaj do oceny ilościowej pola w 
dyskretnych punktach, rzadziej do wyznaczania parametrów całkowych ukła
du, np. mocy, rezystancji, sił, co stanowi odrębne, zazwyczaj praco
chłonne zadanie numeryczne.



3. CEL I ZAKRES PRACY

Jest rzeczą oczywistą, że uczynienie z grzejnictwa indukcyjnego nowo
czesnej, energooszczędnej i niezawodnej metody nagrzewania dla celów prze
mysłowych musi być poprzedzone licznymi pracami projektowymi, obejmującymi 
zarówno nagrzewnicę, źródła zasilania, jak również odpowiedni dobór para
metrów nagrzewania. Prace te powinny zmierzać do optymalizacji procesu na
grzewania. Punktem wyjścia wszystkich prac projektowych w grzejnictwie in
dukcyjnym jest model matematyczny zjawisk fizycznych w nagrzewnicy. Zbudo
waniu takich właśnie modeli, użytecznych przy tworzeniu programów kompute
rowo wspomaganego projektowania nagrzewnic indukcyjnych, poświęcona jest 
niniejsza praca.

Głównym celem pracy było opracowanie modeli matematycznych i odpowiada
jących im algorytmów numerycznego obliczania pól sprzężonych - elektromag
netycznego i temperatury - w nagrzewnicach indukcyjnych rur. Ponadto pos
tawiono sobie za cel opracowanie algorytmu symulacji pracy nagrzewnicy 
przy zasilaniu z tyrystorowego falownika równoległego prądu.

Tak postawiony cel był realizowany poprzez aplikację znanych z litera
tury metod analizy zagadnień elektrodynamiki technicznej, termokinetyki i 
energoelektroniki. Zrealizowanie celu pracy powinno przyczynić się do wy
pełnienia luki pomiędzy znanymi, zaawansowanymi metodami obliczeniowymi 
teorii pól a praktyką projektową i problemami eksploatacyjnymi.

Rozwój metod numerycznych i zdolności obliczeniowych komputerów uczynił 
z modelowania matematycznego i symulacji komputerowej podstawowe narzędzie 
pracy inżyniera, powszechnie akceptowane zarówno na etapie projektowania 
jak i eksploatacji urządzeń elektrotermicznych. Informacje o zjawiskach 
zachodzących w procesie nagrzewania indukcyjnego rur, niezbędne przy pro
jektowaniu, eksploatacji i optymalizacji, można uzyskać za pomocą symula
cji numerycznej pracy nagrzewnicy indukcyjnej, uwzględniającej zarówno 
sprzężone zjawiska elektromagnetyczne i termokinetyczne, jak również wpływ 
źródła zasilania nagrzewnicy.
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Zakres pracy był następujący. Na początku pracy, w rozdziale 1. wymie
niono zalety i wady nagrzewania indukcyjnego oraz przedstawiono istotne, 
zdaniem autora, przyczyny słabego wciąż rozwoju grzejnictwa indukcyjnego w 
Polsce. Omówiono również możliwości zastąpienia nagrzewania płomieniowego 
nagrzewaniem indukcyjnym przy produkcji rur bezszwowych. Informacje zawar
te w tym rozdziale mają uzasadnić celowość i istotność podjęcia poruszonej 
w pracy problematyki nagrzewania indukcyjnego rur. Rozdział 2. zawiera 
bardzo obszerny przegląd literatury dotyczącej badania pól w nagrzewnicach 
indukcyjnych. Omówienia dokonano wg kryterium stosowanych metod badania 
pól. Podano zalety, wady i perspektywy rozwoju poszczególnych metod. W 
rozdziale tym wymieniono również cechy charakteryzujące nagrzewnice induk
cyjne, istotne przy badaniu oraz podano cechy, którymi powinna charaktery
zować się dobra metoda badania omawianych pól. Cechy te są bardzo ważne, 
gdyż determinowały w dużej mierze wybór i budowę przedstawionych w dalszej 
części pracy metod badania pól. Przegląd zakończono wnioskami dotyczącymi 
obecnego stanu badania pól w nagrzewnicach indukcyjnych. W rozdziale 3. 
omówiono zakres rozprawy. Uzasadnienia wymaga zrezygnowanie w pracy z 
włączenia w jej zakres zagadnień związanych z zagadnieniami naprężeń ter
micznych i sił elektrodynamicznych występujących w nagrzewnicy. Uwzględ
nienie tych zjawisk uczyniłoby pracę na pewno pełniejszą. Jakie więc przy
czyny zadecydowały o rezygnacji z analizy tego zagadnienia?. Było ich kil
ka:
- brak sprawdzonych metod doboru, przynajmniej w zastosowaniach do grzej
nictwa indukcyjnego, współczynników równań termosprężystości pomimo ist
nienia bardzo zaawansowanej ogólnej teorii termosprężystości;

- osiągnięcie, a raczej przekroczenie przez dysponowany sprzęt granicy mo
cy obliczeniowej;

- brak możliwości i doświadczeń nawet w zakresie elementarnych pomiarów 
naprężeń termosprężystych.

Rozdział 4. zawiera ogólny opis matematyczny zjawisk elektromagnetycz
nych i termokinetycznych w nagrzewnicach indukcyjnych. Podano w nim pod
stawowe równania opisujące oba pola, główne założenia upraszczające obo
wiązujące w całej pracy oraz omówiono specyfikę warunków granicznych 
przyjmowanych w nagrzewnicach indukcyjnych. Z rozdziałem tym związane są 
dwa aneksy: Al podający podstawowe zależności opisujące straty ciepła z
nagrzewnicy i A2, w którym podano aproksymacje współczynników materia-
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łowych wsadu i wymurówki w funkcji temperatury oraz opisano przyjmowaną w 
obliczeniach charakterystykę magnesowania stall. W kolejnych trzech roz
działach pracy opisano wybrane, opracowane lub rozwinięte przez autora me
tody obliczania pól w nagrzewnicach indukcyjnych. I tak w rozdziale 5. 
opisano analityczną metodę obliczania pola temperatury w rurze o dowolnej 
grubości ścianki za pomocą przekształcenia Hankela. Pokazano sposób prowa
dzenia obliczeń w przypadku linearyzacji wieloodcinkowej procesu. Przed
stawiono zależności pozwalające uzyskać wiele interesujących wiadomości o 
nagrzewaniu wsadu znajdującego się w stanie ąuasi-ustalonym. Uzupełnieniem 
’-ozdziału są zależności opisujące rozkład wewnętrznych źródeł ciepła poda
ne w aneksie A3. Rozdział 6. zawiera opis dwóch wybranych metod analitycz
nego obliczania pola elektromagnetycznego. Pierwsza z nich to prosta meto
da iteracyjna oparta na schematach zastępczych nagrzewnicy-magnetycznymi 
elektrycznym Za jej pomocąmożna określić wpływ szeregu czynników konstruk
cyjnych i eksploatacyjnych na impedancję wsadu ferromagnetycznego. Metoda 
druga to dobrze znana z literatury tzw. metoda całki Fouriera. Pozwala ona 
oszacować wpływ skończonej długości wzbudnika na parametry nagrzewnicy. 0 
włączeniu tej metody, stosowanej w dalszym ciągu przez szereg ośrodków na
ukowych, w zakres pracy zadecydowała chęć szerszego omówienia jej zalet i 
wad. Rozdział 7., najobszerniejszy w pracy, zawiera opis dwóch modeli nu
merycznych pól sprzężonych: modelu jednowymiarowego i modelu dwuwymiarowe
go, uwzględniającego dodatkowo ruch wsadu we wzbudniku. Dla obu modeli po
dano podstawowe równania pól i warunki graniczne. Równania obu modeli 
rozwiązywano za pomocą MRS. W przypadku modelu jednowymiarowego rozwiązy
wano równanie dyfuzji dla pola elektromagnetycznego, a w modelu dwuwymia
rowym w celu skrócenia czasu obliczeń przyjęto uproszczony model harmo
nicznych zjawisk elektromagnetycznych. Zaproponowano tzw. metodę uśred
niania, która przyczyniła się do znacznego zwiększenia efektywności obli
czeń w modelu jednowymiarowym. Pokazano również na przykładzie tego mode
lu, jaki wpływ na obliczenie końcowego rozkładu temperatury ma uśrednienie 
współczynników materiałowych wsadu, zasilanie przy stabilizacji prądu i 
napięcia wzbudnika, stała i zmienna częstotliwość prądu wzbudnika i jego 
różny kształt. Spośród wielu problemów numerycznych związanych z obydwoma 
modelami omówiono szerzej zaledwie dwa: problemy numerycznego rozwiązy
wania równania paraboliczno-eliptycznego i zastosowanie mętody naprzemien
nych kierunków (ADI) do rozwiązywania równań parabolicznych i eliptycz
nych. W rozdziale 8. przedstawiono metodę symulacji procesu nagrzewania
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przy zasilaniu nagrzevmicy z tyrystorowego falownika równoległego prądu 
(TFRP). Podano niezbędne informacje o działaniu, sterowaniu i regulacji 
tego typu falownika. Przedstawiono wyniki symulacji pracy tego falownika 
przy obciążeniu quasl-ustalonym, przy którym stan elektromagnetyczny falo
wnika opisany był układem równań różniczkowych zwyczajnych, a parametry 
obciążenia były obliczane z prostych równań polowych (podanych w aneksie 
A4), które nie uwzględniały wpływu temperatury na zmiany parametrów 
obciążenia. Zaproponowano również algorytm symulacji całego procesu nag
rzewania. Pracę falownika opisano tym razem wykorzystując metodę "pierw
szej harmonicznej", a zmiany parametrów obciążenia pod wpływem temperatury 
opisano stosując do obliczenia procesu nagrzewania wsadu metodę linearyza- 
cji odcinkowej tego procesu opartą na przekształceniu Hankela. Wybrane wy
niki badań laboratoryjnych przedstawiono w rozdziale 9. Rozdział 10. za
wiera podsumowanie i wnioski ogólne z pracy.

Przedstawione w pracy wyniki obliczeń wykonanych dla poszczególnych me
tod stanowią jedynie ilustrację najciekawszych, potencjalnych możliwości 
każdej z nich, a nie próbę analizy procesu nagrzewania, która wykracza po
za zakres niniejszej pracy. Rozważania w pracy ograniczono głównie do na
grzewania skrośnego rur przed obróbką plastyczną.

W pracy pominięto prawie całkowicie problemy związane z numeryczną re
alizacją poszczególnych modeli, a w szczególności istotne zagadnienia sta
bilności, poprawności i dokładności numerycznej stosowanych metod. 
Przyjęto, że stronę teoretyczną tych zagadnień, przynajmniej w zastosowa
niach liniowych, Czytelnik może znaleźć w obszernej literaturze [22,98, 
110, 111,149, 164].

Niniejsza praca jest wynikiem prac własnych autora prowadzonych w la
tach 1980-85 w ramach Podproblemu Węzłowego 05.5A pt. “Wybrane podstawowe 
badania w dziedzinie elektrotechniki", a następnie kontynuowanych w latach 
1986-90 w ramach RPBR 02.7 pt. "Analiza i synteza pola elektromagnetyczne
go".



4. OPIS MATEMATYCZNY ZJAWISK ELEKTROMAGNETYCZNYCH I TERMOKINETYCZNYCH 
W NAGRZEWNICACH INDUKCYJNYCH

4.1. OPIS MATEMATYCZNY POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

4.1.1. RÓWNANIA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

Zjawiska elektromagnetyczne w nagrzewnicach indukcyjnych opisane są 
równianiami Maxwella, które dla środowiska nieruchomego przybierają postać 
[18,25,65,91, 114, 160, 161]:

rotlH = J , (4. la)

rotE = - t (4 lb)

divB = 0 , (4 .lc)
divD = pw , (4.Id)

dOgdzie J! = yE + + Vp + J + Wp . (4. le)ot o w

Przyjmijmy dodatkowe związki:
B = plH , (4. lf)
0 = cE . (4.Ig)
W zależności od właściwości stosowanych materiałów wielkości p,e,y mogą 

być albo wielkościami skalarnymi, jak w przypadku materiałów izotropowych 
albo tensorami pozwalającymi uwzględnić anizotropię.

Przekształcając odpowiednio powyższe równania oraz przyjmując dodatkowe 
założenia o przebiegu zjawisk lub założenia dotyczące rozpatrywanego śro
dowiska można uzyskać cały szereg modeli zjawisk elektromagnetycznych. Po
niżej zostaną przedstawione tylko te modele, które są najczęściej stosowa
ne przy badaniu nagrzewnic indukcyjnych.

Już teraz poczyńmy pewne założenia, które wraz z założeniami z p.4.4. 
obowiązywać będą w całej pracy:
- środowiska są izotropowe;
- nie ma prądu konwekcji (Wp=0);
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- nie ma ładunków objętościowych (pw=0);
- pole jest wolnozmienne, co pozwala pominąć prądy przesunięcia;
- potencjał skalarny nie zależy od czasu;
- prądy wirowe nie występują w źródle prądu.

4.1.2. MODELE WYKORZYSTUJĄCE MAGNETYCZNY POTENCJAŁ WEKTOROWY A

4.1.2.1. Model nieliniowy
Wprowadzając potencjał wektorowy A określony znaną zależnością:
B = rotA , (4.2)

korzystając z II równania Maxwella:

E = - -|£- - grad4> , (4.3)

oraz przyjmując skalowanie Coulomba divA=0 , (4.4)
po odpowiednim przekształceniu równań (4.1) można otrzymać:

rot(—  rotA) + + rgrad* = J . (4.5)fi Ot O

Równanie to jest wspólne dla obszarów z prądami wirowymi i obszarów źród
łowych. Przyjęcie dodatkowych założeń prowadzi do różnych modeli uzyskiwa
nych z równania (4.5).

4. 1.2.2. Model liniowy
Model ten uzyskuje się z modelu (4.5) przy założeniu, że p=const:

—  rot (rotA) + y-fr- + ygrad4 = J . (4.6)fi Ot o

4. 1.2.3. Model harmoniczny
Zakładając, że wszystkie wielkości elektromagnetyczne zmieniają się

harmonicznie w czasie, można zapisać równanie (4.5) w postaci:

rot(—  rotA ) + jwyA + ygradi = J . ( 4 0fi m “m om

4.1.2.4. Model dwuwymiarowy
W przypadkach obiektów dostatecznie długich lub posiadających symetrię

obrotową, prądy są skierowane zazwyczaj prostopadle do rozpatrywanej
płaszczyzny. Wtedy A ma tylko jedną składową też prostopadłą do tej
płaszczyzny i warunek divA=0 jest zawsze spełniony. Wtedy model (4.5) ma
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postać np.
1

rot ( —  rotA ) + r -~r~ * Tgradł = J M z ot o.z
(4.8)

1 zawiera tylko Jedną niewiadomą A . Zastosowanie opisu wykorzystującego A 
do pól dwuwymiarowych przekształca zagadnienie wektorowe w odpowiadające 
mu zagadnienie skalarne.

'4.1.2.5. Model dla ciał znajdujących się w ruchu

Gdy środowisko przewodzące porusza się w polu magnetycznym, powstaje 
dodatkowe pole elektryczne rotacji określone wyrażeniem VxB. Jeżeli 
prędkość środowiska V«c, to pole elektryczne rotacji sumuje się z palem 
elektrycznym transformacji i polem źródeł obcych. Równanie (4.5) przybiera 
wtedy postać:

rot(—  rotA) + y + yVxrotA + ygradi = J . (4.9)
H ot o

4.1.3. MODEL WYRAŻONY PRZEZ NATĘŻENIE POLA MAGNETYCZNEGO H

Model ten stosowany przy analizie ciał przewodzących umieszczonych w 
znanym zewnętrznym polu magnetycznym:

W przypadku ciał niemagnetycznych lub magnetycznych liniowych o stałej 
konduktywności r równanie (4. 12) redukuje się do znacznie prostszej pos
taci:

4.1.4. WARUNKI GRANICZNE DLA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

Warunki graniczne dla równania (4.5) mogą przyjmować następujące pos
taci:
- Warunek początkowy

rot(rotH) = -7Pd ~§F + “F  (8radr)*rotH , (4.10)

które można zapisać w postaci:

AH = 7Pd - -ł- (grady)*rotH - grad(H -j-j- gradp) . (4. U)

(4.12)

A(x,y,z,t) = A (x,y,z,t ) .P P (4. 13)
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- Warunek pierwszego rodzaju (Dirichleta)

A(x, y, z, t) = Agteg.yg, Zg, t) . (4. 14)

Zazwyczaj przyjmowany jest on jako warunek jednorodny (*s=0) i wynika naj
częściej z symetrii zagadnienia objawiającej się znikaniem składowej nor
malnej wektora natężenia pola magnetycznego lub jest przyjmowany na wpro
wadzonej granicy odzielającej obszar rozpatrywany od zewnętrznego obszaru 
nieograniczonego.
- Warunek brzegowy drugiego rodzaju (Neumana)

Określa on składową styczną wektora natężenia pola magnetycznego na brzegu 
S obszaru. Wynika najczęściej z symetrii obszaru, obecności idealnych fer- 
romagnetyków, prawa przepływu, odcięcia obszaru nieograniczonego.
- Warunek trzeciego rodzaju (Hankela)
Jest on stosowany w zagadnieniach ąuasi-stacjonarnych. Wymaga znajomości 
tzw.impedancji kwadratu jednostkowego Zq=E ^/H ^, która powinna być obliczo
na drogą jednoczesnego rozwiązania równań dla nagrzewanego wsadu (zadanie 
wewnętrzne) i na jego zewnątrz (zadanie zewnętrzne). W wielu przypadkach, 
np. dla wsadu niemagnetycznego, ferromagnetycznego z silnym efektem po
wierzchniowym, wsadu dwuwarstwowego, a czasami również przy słabym efekcie 
powierzchniowym, Zq można obliczyć z dużą dokładnością rozwiązując tylko 
zadanie zewnętrzne.
- Warunki brzegowe przy niejednorodnościach materiałowych
W przypadku niejednorodności materiałowych na granicach obszarów konieczne 
jest zachowanie ciągłości odpowiednich składowych pola elektromagnetyczne
go [25,65,91,114).

4.2. OPIS MATEMATYCZNY POLA TEMPERATURY

4.2.1. RÓWNANIE PRZEWODNICTWA CIEPŁA

Nieustalony rozkład temperatury w nieruchomych ciałach stałych może być 
opisany równaniem przewodnictwa ciepła Fouriera-Kirchhoffa [13,34,44,77]:

y c -|3 - + div(-AgradT) = w . (4.16)m o t o

t  •
(4.15)

S
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W przypadku gdy ciało porusza się z prędkością V, to występuje jednocześ
nie zjawisko przewodzenia i konwekcji ciepła i równanie (4.17) przyjmuje 
postać:

OT

ym° 1 F  + div(-*8radT) + rmcVgradT = w q . (4.17)

4.2.2. WARUNKI GRANICZNE DLA POLA TEMPERATURY

Warunki graniczne dla równania (4.17) mogą przyjmować następujące pos
taci:
- Warunek początkowy.

T(x,y, z, t) = Tp (x,y,z, t ) . (4.18)

Zazwyczaj początkowy rozkład temperatury przyjmujemy jako jednorodny; może 
on jednak mieć charakter złożony, np. w nagrzewnicach wielosekcyjnych, 
przy nagrzewaniu po piecu płomieniowym.
- Warunek brzegowy pierwszego rodzaju (Dirichleta).

T(x,y, z, t) = Tg(Xg.ys> Zg, t) . (4.19)

Wymaga znajomości rozkładu temperatury na brzegu S ograniczającym ana
lizowany element A układu termokinetycznego. Stosowany jest przy stabili
zacji temperatury wsadu we wzbudniku i przy nagrzewaniu programowym w 
obróbce cieplnej.
- Warunek brzegowy drugiego rodzaju (Neumana).

= -q(t) . (4.20)
S

Wymaga znajomości rozkładu gęstości strumienia ciepła na brzegu S ograni
czającym analizowany element A układu termokinetycznego. Szczególna postać 

9Ttego warunku A =0 jest stosowana na osiach i płaszczyznach symetrii na-3n
grzewnic i na powierzchniach dobrze izolowanych. 
- Warunek brzegowy trzeciego rodzaju.

A-^l3n = -ac(T-Ta ) (4.21)
S

Dotyczy on ciał zanurzonych w płynie. Może opisywać złożoną wymianę ciepła 
przez promieniowanie i konwekcję. Jest najczęściej stosowany.
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- Warunek brzegowy czwartego rodzaju.

d j_  
A Sn « -AB 3n :TA=TB (4.22)

“A B
Występuje na granicy idealnego styku dwóch ciał stałych A i B, gdy przewo
dzenie ciepła między tymi ciałami jest opisane prawem Fouriera.

Zależności umożliwiające obliczenie strat ciepła w nagrzewnicy zawarto 
w Aneksie Al, a omówienie obrazu fizycznego powstawania strat zawiera pra
ca [100].

4.3. OPIS STAŁYCH MATERIAŁOWYCH

Równania (4.5) i (4.17) opisujące sprzężone pole elektromagnetyczne i 
temperaturowe w nagrzewnicach indukcyjnych są silnie nieliniowe. Nielinio
wość spowodowana jest zależnością współczynników materiałowych wsadu od 
temperatury, tj. przewodności cieplnej właściwej A(T), ciepła właściwego
c(T), gęstości masy r (T), rezystywności tr(T), a w przypadku ferromagnety- m
ków dodatkowo jeszcze zależnością przenikalności magnetycznej p od 
natężenia pola magnetycznego, tj. p(H,T). Duże programy CAD wyposażane są 
w banki danych materiałowych; przykładowa organizacja takiego banku opisa
na jest w pracy [18]. Dokładność podawanych w literaturze danych jest 
zazwyczai rzędu 3...5% , ale ich rozrzut technologiczny może być, np. w 
przypadki właściwości magnetycznych, bardzo duży rzędu 20...30% . Ponieważ 
dostępncsć i kompletność danych materiałowych w warunkach krajowych jest 
niewystarczająca, celowe wydaje się być przedstawienie w Aneksie A2. pew
nych aproksymacji uniwersalnych dla różnych gatunków stali.

4. 4. ZAŁOŻENIA DODATKOWE OBOWIĄZUJĄCE W CAŁEJ PRACY

W tym punkcie zostaną podane założenia ogólne, które będą obowiązywać w 
całej pracy, o ile nie zostanie to inaczej zaznaczone. Część tych założeń 
została już wprowadzona w p.4.1. A oto dalsze:
- rzeczywisty kształt ciał zastępuje się bryłami geometrycznymi o pełnej 
symetrii względem współrzędnej walcowej 9;

- wymiary liniowe ciał są stałe w czasie;
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- pomija się polowe zjawiska elektromagnetyczne we wzbudniku,zastępując go 
folią o grubości pomijalnie małej, przy zachowaniu takiego samego okładu 
prądowego;przyjęto,że zjawiska te są dostatecznie dobrze opisane za po
mocą metod liniowych [86,97,106,146];

- przy analizie zjawisk termokinetycznych pomija się wpływ uzwojeń wzbud
nika;

- pomija się pętlę histerezy przyjmując do obliczeń jednoznaczną krzywą 
magnesowania; oszacowanie błędu wynikającego z tego założenia na podsta
wie teorii Nejmana zawiera praca [117],



5. OBLICZANIE POLA TEMPERATURY METODA ANALITYCZNA

5.1. WSTĘP

Poniżej zostanie przedstawiony sposób linearyzacji odcinkowej procesu 
nagrzewania, który pozwala stosować metody obliczania liniowych pól tempe
ratury do procesu tak mocno nieliniowego, jakim jest nagrzewanie indukcyj
ne. Pokazane zostanie również zastosowania przekształcenia Hankela do roz
wiązania jednowymiarowego równania przewodnictwa cieplnego, co umożliwi 
obliczenie pola temperatury w rurze nieskończenie długiej odowolnej gru
bości ścianki.

5.2. LINEARYZACJA ODCINKOWA PROCESU NAGRZEWANIA

Rozważmy przypadek nagrzewania indukcyjnego rury stalowej o dowolnej 
grubości ścianki (patrz rys. 7.1).
Przyjmijmy następujące założenia:
- właściwości materiału rury są liniowe;
- wzbudnik i rura są nieskończenie długie i nie poruszają się;
- wpływ wymurówki cieplnej na pole temperatury jest pomijalny;
- znany jest rozkład wewnętrznych źródeł ciepła.

Dzieląc cały proces nagrzewania na przedziały, w których cieplne współ
czynniki materiałowe rury są przyjmowane jako stałe, równanie przewodnic
twa ciepła staje się równaniem liniowym i może być rozwiązywane metodami 
właściwymi zagadnieniom liniowym. Pole temperatury w rurze może być przy 
przyjętych założeniach opisane liniowym równaniem Fouriera - Kirchhoffa:

(5. 1)

rl~ r ~ r;2 •
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Równanle to po wprowadzeniu liczb kryterialnych i jednostek bezwymiarowych 
(patrz wykaz oznaczeń), może być przedstawione w postaci wygodniejszej do 
dalszych rozważań:

39(8,Fq) 
~3F

1 3
T ' W

30(8, Fq) 
38 = Ki(F )w(8) , o

€ * 8 * 1
Warunki graniczne dla równania (5.2) są przyjmowane w postaci:

39
38

39 
38

= - B ie >8=1

= o i8=? ’

(5.2)

(5.3)

(5.4)

0(8,0)=0 . (5.5)

W przypadku gdy moc powierzchniowa jest stała w procesie nagrzewania, 
tj. Ki(t)=Ki, rozwiązanie (5.2) może być przedstawione w postaci [100):

9(8. F ) = Ki(p(a, 8, F , Bi) . o o (5.6)

Gdy moc ta zmienia się w czasie nagrzewania, rozwiązanie może być zapi
sane za pomocą całki Duhamela [34,100]:

9(8,F ) = Ki(0)#>(F ) + o o Ki’ (tj)sp(F -Tj)dT) , o (5.7)

gdzie p(F ) jest charakterystyką przejścia układu będącą odpowiedzią ukła-O
du na nagrzewanie z jednostkową mocą powierzchniową Ki=l(Fq ), a

3Ki(F ) 
Ki’(Fo ) = 3 F ~ (5.8)

Rozważmy bliżej przypadek, gdy zmiana mocy nagrzewania daje się apro- 
ksymować funkcją schodkową (rys.5.1) [100]:

Ki(F ) = Ki [l(F )-l(F -F )l+Ki_il(F -F )-l(F -F )1+... +o H  ° o o 1 J Ż L o O j  o o 2 J

+Ki„[l(F -F )-l(F -F )] .
NL o °N_1 ° °nJ

Zgodnie ze wzorem (5.8) pochodną (5.9) można zapisać jako:

(5.9)
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'(F ) = Ki [d(F )-6(F■ - F  )1 +Ki_[ó(F -F )-5(F -F )i° 1L °  0 0 i J  2L 0 0 i o °2 J

+Ki [s(F - F n )-S(F -F )1 .
L ° N-l ° N J

(5. 10)

Ki
Klq

Ki,

Ki,iq i

Kb

Ki,q2

K u

J S l

F0 l F02 F03

Rys.5.1. Aproksymacja schodkowa mocy nagrzewania Ki i strat ciepła Ki
q

Fig.5.1. Step approximation of the heating power Ki and heat losses Ki

Wykorzystując własności funkcji delta: 
F. o
f(7i)6(n-F )dT) = f(F ) 1CF -F ) 

°N °N ° °N
(5.11)

i biorąc pod uwagę wzory (5.8) i (5.9), można po przegrupowaniu wyrazów 
otrzymać:

0(F ) = Ki y>(F )1(F )+(Ki_-Ki. )<p(F -F )1(F -F ) +O l o  O 2 1 O Oj ° ° 1

+(Ki_-Ki_)y(F -F ) 1 (F -F ) + +(Ki„-KiM . )#>(F -F )3 2 o o_ o o„ N N-l o o,, ,N-l
N-l

H F  -F )-Ki y(F -F ) 1 (F -F ) =) ( 
0 N-l N 0 °N 0 °N [ _

n=0

(Ki -Ki )(p(F -F ) n+1 n o on

1(F -F ) , o on
Ki =F =0 . 

o oo
(5.12)
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Jeżeli każdej zmianie mocy powierzchniowej odpowiada różna charakterys
tyka przejścia ^(a, 8, F̂ , Bi^), to powtórnie przegrupowując wyrazy w szere-
gu (5.12) można otrzymać: 

N

0(F )=) Ki L  (F -F )1(F -F ) - ę  (F -F )1(F -F )1 . (5.13)o / n n o o , o o . n o  o o o   L n-l n-l n n J
n=l

Z uwagi na przyjętą liniowość procesu nagrzewania możemy zapisać, że:

0(8,F ) = 6 (8,F )-0 (8,F ) , (5.14)o p o q o

gdzie: 0^(8,Fq) - rozkład temperatury wywołany mocą nagrzewania p̂ ;
0q(0,Fq ) - rozkład temperatury wywołany stratami ciepła z zewnętrznej po
wierzchni rury reprezentowanymi przez gęstość strumienia cieplnego q.

Wykorzystajmy przykładowo równania (5.13) i (5.14) do obliczenia tempe
ratury przy końcu każdego z trzech przyjętych etapów nagrzewania, jeżeli w
każdym z nich była inna moc powierzchniowa Ki i inne straty ciepła Ki :

qn
F : 0, (F ) = Ki (p(F )-Ki m (F. ) ,Oj 1 Oj 1 Oj ^J O l

F : 0,(F ) = Ki_["qp.(F )-<p. (F -F )l+Ki_qp (F -F )-2 2 °2 2[ 1 o2 1 o2 Oj J 2 2 o2 Oj

-Ki L  (F )-<p (F -F )1 +Ki <p (F -F ) ,
qlL ° °2 ° °2 °1 J q2 °2 °1

Fn : 0 (F ) = Ki i(p (F )-<p. (F -F )l+Ki„L_(F -F )-
3 3 °3 L 3 1 °3 °1 J 2 L 2 °3 °1

-i>„(F -F )1 +Ki_ip„(F -F )-Ki \<f (F )-<p (F -F )1- 2 o3 o2 J 3 3 o3 o2 qj ^ o  o3 *0 o3 Oj J

\<p (F )-<f (F -F )| 
-L ° °3 ° °3 °? J

-Ki up. (F )-m (F -F ) +Ki f  (F -F ) , (5.15)
q2L ° °3 ° °3 °2 J q3 ° °3 °2

gdzie <p̂  jest charakterystyką przejścia przy nagrzewaniu zewnętrznym stru-
mieniem ciepła o gęstości q.

Zazwyczaj proces nagrzewania skrośnego jest dzielony na 3 etapy, w któ
rych przyjmuje się uśrednione wartości Ki, Ki^, A, c, Sposób przyjmowania
tych wartości jest opisany w pracach [100,146].
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5.3. OBLICZANIE STANU QUASI-USTALONEGO

Rozpatrzmy teraz problem obliczania pola temperatury w każdym przedzia
le, na który podzielono cały proces nagrzewania.

Charakterystykę przejścia w przypadku nagrzewania adiabatycznego (Bi=0) 
można przedstawić w postaci:

<p(<x, (?, Fq, Bi=0). = Fo+S(oc,/3, Fq) . (5.16)

Dla F dążącego do nieskończoności, a praktycznie dla F ł F suma sze-o o,kw
regu S(a,/3,Fo) staje się niezależna od czasu Fq i dlatego można zapisać:

S(a,p,Fo) = S(a,0,a>) = S kw(a,0) , F ł Fq . (5.17)
kw

Stan nagrzewania dla Fq ł Fq jest nazywany stanem quasi-ustalonym. W tym
kw

stanie szybkość wzrostu temperatury w każdym punkcie ciała jest taka sama.
Równanie (5.6) może być za pomocą wzorów (5.16) i (5.17) zapisane dla sta
nu quasi-ustalonego w postaci:

0(0,Fo)=Ki<pkw(a,f!,Fo) , Fo Ł Fo (518)
kw

gdzie:

% , (a’*J’Fo) = Fo+Skw(a’̂  • <5 1 9 >

Tak więc ze wzorów (5.18) i (5.19) można otrzymać: 

ae(F )
° = Ki . (5.20)9FO

Można zauważyć, że w stanie quasiustalonym rozkład temperatury można 
otrzymać z równania (5.2) zapisanego w postaci:

K i ~ "¡T ’ "ajT U W ) Ki w( p)  ( 5 . 2 1 )

Można przewidzieć, że przebieg temperatury musi posiadać dwie składowe- 
opisaną powyżej składową quasi-ustaloną i składową nieustaloną:

0(0, Fo) = K l ^ kw(a,p.F0)-rT(«,p.F0)] . (5.22)

Jak widać z równania (5.19), składowa jest liniową funkcją czasu i
dlatego funkcja <pT musi zawierać składniki, które zależą od czasu w sposób 
nieliniowy.
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Wyróżnienie w równaniu (5.22) części, która jest liniową funkcją czasu, 
a więcopisuje stan ąuasi-ustalony, jest bardzo wygodne w obliczeniach, po
nieważ umożliwia znalezienie sumy szeregu w postaci skończonej-<pkw mu
si być rozwiązaniem równania (5.21), które opisuje stan ąuasi-ustalony. 
Równanie to może być łatwo rozwiązane przez dwukrotne scałkowanie, a stałe 
całkowania mogą być wyznaczone z następujących warunków:

-|^-V (ę,Fo) = 0 , (5.23a)

Ąs- <0(1, F ) = 0 . (5. 23b)op  o

1
kwO)pdP = Fo . (5. 23c)

€
W przypadku nagrzewania zewnętrznym strumieniem ciepła charakterystyka 

-przejścia <po może być zapisana w postaci:

ł> (0,F )=F +S (g,F ) . (5.24)o o o o o
i może być uzyskana z zależności na ł>(a,/3,Fo) dla a dążącego do 0.
Chcąc uwzględnić straty ciepła należy posłużyć się zależnością (5.14).

Przedstawione powyżej rozważania mogą być łatwo uogólnione na większą
liczbę zmiennych przestrzennych również w innych układach współrzędnych.

5.4. ZASTOSOWANIE PRZEKSZTAŁCENIA HANKELA

Zastosowanie odpowiedniego przekształcenia całkowego, jak to zostanie 
pokazane na przykładzie przekształcenia Hankela, pozwala przekształcić 
równanie różniczkowe cząstkowe w równanie różniczkowe zwyczajne względem 
czasu. Przekształcenie Hankela pojawia się w sposób naturalny w różnych 
problemach w cylindrycznym układzie współrzędnych, pomimo że inne prze
kształcenia całkowe są również wtedy stosowane [13,44,77,100].

Przekształcenie Hankela definiowane jest za pomocą pary zależności:
1

" [  ] ■ V “’Fo> - pfO,Fo )Mo (fik3)dp , (5.25)
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m
1 r 1 V "  f u ( ł V ,F  ) M

H”  [  f H (M,Fo ) ]  = f ( ^ Fo> 7  — ? ■ ° °

fe I Mo2(^ }̂

(Mkß)
(5.26)

Ogólną teorię przekształcenia Hankela można znaleźć w pracach [5,24,155], 
Dla przemiany adiabatycznej jądro tego przekształcenia ma postać 
[117, 21]:

= ir V "k  > (5.27)

gdzie J q , Jj,Yq,Y^ są funkcjami Bessela pierwszego i drugiego rodzaju, a 
wartości pk są dodatnimi pierwiastkami równania charakterystycznego:

JjipJYjipęj-JjipęiYjip) = 0 . (5.28)

Obliczając transformatę Hankela z równania (5.2) z uwagi na p i zakładając 
dodatkowo, że p nie zależy od czasu, otrzymujemy równanie:

<*0H( łV Fo) ?
dF + "k V W  = KiV V

którego rozwiązaniem jest:

V ' V ’V  = Ki
W l-exp

(5.29)

(5.30)

gdzie:

wh V  = w(ß)ßMo (pkß)dg (5.31)

SH ^ k ’Fo^ 1 WH tMk^ są odPowiednio transformatami z jądrem Mq temperatury

0(ß,FQ) i wewnętrznych źródeł ciepła w(ß). Wykorzystując zależność (5.26) 
na odwrotne przekształcenie Hankela, temperatura 0(ß,F ) może bvć obliczo-O
na z zależności [117,121]:

0(ß,FQ) = Ki

\ \  Mo2 ( ^ )i3dß

1- exp V Fo) (5. 32)

Szereg w zależności (5.22) jest bardzo wolno zbieżny z powodu obecności
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czynnika (1-e ). W celu poprawienia zbieżności przedstawmy zależność
(5.22) jako sumę dwóch szeregów, co pozwoli nam zapisać charakterystykę 
przejścia w postaci:

00

V "  W W 31(p(oc,/3,F ) = F +S(a,/3,F ) - '

~X

o o o / „ j.1

€ZWH (pk)Mo("kP) • exp^-pk2Foj . (5.33)

fcl k̂2I M< /V )'3d'3
c

Porównując tę postać z równaniem (5.22), można zauważyć, że: 
00

W

o

. . _ . V  WH (,Xk)Mo ('
\ w (“’P’Fo ) = )  T 7 T -

fcl "k j M.
€

V “ - P - Fo } = )     .1     • e XP K  F oJ

f e f  Pk i  Mo ‘ " k * * *

(5.34)

(5.35)

€
Przedstawione zależności, jak to zostanie pokazane,mogą znaleźć szero

kie zastosowanie w obliczeniach praktyki inżynierskiej. Wymaga to przyję
cia funkcji opisującej rozkład wewnętrznych źródeł ciepła w rurze nagrze
wanej indukcyjnie. Ogólnie funkcja ta może mieć postać:

p (F )
w (ot.H.F ) = — -— -—  w(a,(J) . (5.36)r2

Funkcja w q jest określona, gdy znany jest rozkład pola elektromagnetyczne
go. Przy przyjętych założeniach i gdy moc powierzchniowa pQ nie zależy od 
czasu, rozkład wewnętrznych źródeł ciepła może być opisany zależnością 
(patrz Aneks A3):

2 Po H ,w(<x,|3) = -------- ---------—  , (5.37)
A2 [aC+Bc| p *  f(F ) .

L J 2 1

Obliczając wartość szeregu ^k danego zależnością (5.34), gdy wewnętrzne
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źródła ciepła opisane są zależnością (5.37), rozkład temperatury może być 
obliczony wykorzystując (5.22):

•Fo> = K i ['Pkw(a-P-Fo)-'i,T(“'P-Fo)] '0(0 

gdzie teraz:

V (a'P ’Fo>
2t|t

F +■
l-£2 0 1-ę2

5- PZ- €2 iln(3+

[BC-AD]21-ę[BC-AD]n  

(m22-mi2)[AC+BD)21

2 2 [C +D ]01

(5.38)

ln£+ 4 J 4

2m2[AC+BD)21
(5.39)

ł>T(a,p,Fo )

00-II
k=l

Ji M IJi2<lV i)

V I

expK M (5.40)

 ̂ 2 u
WH k [AC+BD)21 2 A2O)+B2(p)j01Mo ((ikP)3dp (5.41)

a Vj jest sprawnością cieplną procesu.
Wyrażenia (5.37)...(5.41) pozwalają obliczyć rozkład temperatury w 

ściance rury o dowolnej grubości ścianki w dowolnej chwili czasu.
Na rys. 5. 2,5.3,5.4,5.5 pokazano wybrane wyniki obliczeń temperatury w 

ściance rury [117,121], Można zauważyć, że błędy wynikające z niedokład
nego oszacowania strat ciepła z nagrzewnicy (7̂ ) mogą być bardzo duże.

Obliczenia były wykonywane dla trzech pierwszych pierwiastków równania 
charakterystycznego (5.28). Zazwyczaj nie ma potrzeby brania pod uwagę tak 
wielu pierwiastków. W pracy [129] pokazano, że dla najbardziej niesprzyja
jącego przypadku rury grubościennej (£=0,6) i dla czasu F =0,01, który od-o
powiada 10% czasu całego procesu przejściowego, błąd w obliczeniach tempe
ratury spowodowany uwzględnieniem w obliczeniach składowej przejściowej 
tylko pierwszego pierwiastka, jest mniejszy niż 5%.

Pierwsze pierwiastki równania (5.28) obliczone numerycznie dla różnych 
grubości ścianki rury (£) podane są w tabeli 5.1.
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Rys.5.2. Wzrost temperatury w różnych punktach ścianki rury do czasu 
osiągnięcia stanu quasi-ustalonego

Fig. 5.2. Rise of temperature in different points of the pipe wall till the 
time of the steady-state has been reached

Duże wartości tego pierwiastka, nawet dla rur cienkościennych, wskazują że 
wpływ stanu przejściowego może być zazwyczaj pominięty. Kolejne pierwiast
ki mogą być również obliczane z poniższej zależności [99]:

k i lPk =-jqr k=l, 2,3, . . (5.42)

Gdy stosuje się tę przybliżoną zależność dla k=l i £=0,3 błąd w 
określeniu pk jest mniejszy niż 5% , a dla większych wartości £ błąd ten 
maleje gwałtownie i dla £=0,95 wynosi 0,003% [129].
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Pierwsze pierwiastki równania charakterystycznego (5.28)

Tabela 5.1

ą = o ,3 0 Pj=4,7054571
^=0,35 Pj=5,0162769
€=0,40 Pj=5,3904333
€=0,45 Pj=5,8425182
^=0,50 Pa=6, 3931000
ę=0,55 P1=7,0731111
^=0,60 p ^ ,  9297500

€=0,65 Pj=9,0379143
ą = o ,70 P^IO, 521667
€=0,75 ^^12, 605000
€=0,80 ^^15, 737500
€=0,85 Pj=20, 963333
£=0,90 P1=31,425000
€=0,95 Pj=62,830001

2Gdy czas nagrzewania jest większy niż 0,8(1—ę) , składowa przejściowa 
może być pominięta, ponieważ dla tych wartości F funkcja exponencjalna

2 2 exp(-p^ Fq) maleje gwałtownie do 0 (ponieważ pfc Fq 2 8). Na rys.5.6. poka
zano zależność pomiędzy czasem osiągnięcia stanu ąuasi-ustalonego a gru
bością ścianki rury.

Możliwość pominięcia stanu nieustalonego pozwala na uzyskanie wielu in
teresujących informacji o procesie nagrzewania korzystając tylko z zależ
ności (5.18) zamiast z znacznie bardziej złożonej zależności (5.38). I tak 
dla stanu ąuasi-ustalonego można obliczyć [99,122]:
- różnicę temperatur pomiędzy zewnętrzną a wewnętrzną powierzchnią rury:

AT = T(l, t)-T(ę, t) = -iLl |̂f1(ę)-f2(m1,m2)j , (5.43)
X

- temperaturę powierzchni zewnętrznej rury: 

r  2r>-vTU.t) = _2_?. [ _ T .  Fq +f3(ę)+f4(m1,m2)] , (5.44)

- moc powierzchniową pQ, dla której uzyska się żądany gradient temperatury
AT w ściance rury: req

AAT
p = ------- ^ -r- , (5.45)O

r 2
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Rys.5.3. Rozkład temperatury w ściance rury po osiągnięciu stanu
quasi-ustalonego

Fig.5.3. Temperature distribution in the pipe wall after the quasi-
steady-state has been reached

- czas nagrzewania powierzchni zewnętrznej rury do żądanej temperatury 
Treq z żądanym gradientem temperatury ATre :̂

t = r 2 . I - ? 2

a 2t)t

T -T req o
ATreq

-f3(?)-f4 (m1,m2)

gdzie:

f j ( ? )  = nT J _  + g I » *  2 2 
I - C

, (5.46)

(5.47)
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[c2+D2 ]2 i-lc2+D2ln
2m2 [AC+BC] 2 1 (5.48)

f3(€) =
i-r 4 i-r

— —  In?- —  Ś2 (5.49)

[BC-AD]21-ę'[BC-AD]u  ^ 2+d2 2̂ 1 
f4(m2>ml) = T 2---2------------- ----------

(m2 -mj )[AC+BD')21 2m2 [AC+BD)21
(5.50)

Rys. 5. 4. Wpływ sprawności cieplnej nagrzewania na rozkład temperatury
w ściance rury

Fig. 5. 4. Influence of thermal efficency of heating rĵ. on temperature 
distribution in the pipe wall



-58-

DANE WEJŚCIOWE 
Tj=0,055 m 
r2=0,065 m 
1=0,3 m 
f=2000 Hz 
A=40 J/(m-s°C) 
c=477 J/(kg°C) 
t)t=0,8

SKALE
T(r) ldz=9,66 °C
T(t) ldz=10,67 °C
t ldz=0,6 s
WYNIKI OBLICZEŃ
Pj=50,56 kW
t =113 s n

Rys.5.5. Rozkład temperatury w ściance rury (a);wzrost temperatury w
różnych punktach ścianki (b)

Fig. 5.5. Temperaturę distribution in the pipę wali (a);rise of 
temperaturę in different points of the wali (b)
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Rys.5.6. Zależność czasu F osiągnięcia stanu ąuasi-ustalonego od
kw

grubości Ę ścianki rury
Fig.5. 6. Dependence of the time F of reaching ąuasi-steady-state on the

kw
thickness £ of the pipę wali

5. 5. WNIOSKI

Metody analitycznego obliczania pól temperatury w nagrzewnicach induk
cyjnych wymagają przyjęcia szeregu założeń upraszczających, czyniąc opis 
zjawisk termokinetycznych znacznie mniej dokładnym niż w przypadku zasto
sowania metod numerycznych. Są one szczególnie przydatne do wstępnych ob
liczeń szacunkowych i obliczeń, które muszą być wykonane wiele razy, np. w 
procesach optymalizacyjnych czy projektowaniu źródła zasilania. Ich nieza
przeczalnymi zaletami są przejrzystość i efektywność obliczeń, podstawową 
wadą niestety mała dokładność.

Przedstawiona metoda obliczania pola temperatury stanowi przykład 
ciągłej żywotności metod analitycznych w zastosowaniach polowych. Umie
jętne posługiwanie się takimi metodami, polegające głównie na odpowiednim 
doborze współczynników równań i podziale procesu nagrzewania na dostatecz
ną liczbę przedziałów, może prowadzić do zaskakująco dobrych wyników obli
czeń. Metody analityczne w rękach doświadczonych projektantów to jedna z 
przyczyn powolnego wkraczania metod numerycznych do praktyki inżyniers
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kiej. Należy jednak stwierdzić, że już obecnie metody analityczne powinny 
być wykorzystywane we wspomnianych zastosowaniach specjalnych i nie mogą, 
nawet przy wyszukanych modyfikacjach, konkurować z metodami numerycznymi w 
zastosowaniach wymagających dużej dokładności obliczeń, a więc koniecz
ności uwzględnienia całej specyfiki nagrzewnic indukcyjnych opisanej w 
p. 2. 1.

W rozdziale 8. tej pracy zostanie pokazane zastosowanie przedstawionej 
metody do symulacji procesu nagrzewania przy zasilaniu nagrzewnicy z tyry
storowego falownika prądu.



6. WYBRANE METODY ANALITYCZNEGO OBLICZANIA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

6.1. WSTĘP

Ogólna charakterystyka metod analitycznych wykorzystywanych do oblicza
nia pola elektromagnetycznego w nagrzewnicach indukcyjnych została przed
stawiona w rozdziale 2. Jak wspomniano, podstawowe zależności analityczne 
zawierają klasyczne prace Bodażkowa, Rodygina, Niemkowa, Słuchockiego, 
Szamowa, Demidowicza, Langera, Liwińskiego, Simpsona i Daviesa [7,97,71, 
74,106,146,20]. Wykorzystując przedstawione w nich metody napisano szereg 
programów wykorzystywanych w IETiP Politechniki Śl. do projektowania na
grzewnic indukcyjnych w systemie konwersacyjnym.

W tej pracy przedstawiono dwie wybrane metody analitycznego obliczania 
parametrów elektrycznych wsadu: metodę opartą na analogiach obwodowych i 
tzw. metodę całki Fouriera. 0'wyborze pierwszej z tych metod zadecydowała 
jej wyjątkowa przydatność do określenia wpływu szeregu czynników na impe- 
dancję wsadu ferromagnetycznego. W wyborze metody całki Fouriera główną 
rolę odegrała możliwość ocenienia za pomocą tej metody wpływu skończonej 
długości wzbudnika na impedancję nagrzewnicy.

6.2. METODA OPARTA NA ANALOGIACH OBWODÓW MAGNETYCZNYCH I ELEKTRYCZNYCH

6.2. 1.0PIS METODY

Do wyznaczenia parametrów elektrycznych wsadu ferromagnetycznego na
grzewanego indukcyjnie można wykorzystać metodę, której idea polega na po
dziale elementu ferromagnetycznego na cienkie warstwy o ustalonej wartości 
stałych materiałowych p i c i  powiązaniu wartości natężenia pola magne
tycznego na zewnętrznej ściance każdego elementu z parametrami jego magne
tycznego, a następnie elektrycznego schematu zastępczego [93,120,136].

Problem i jego założenia można sformułować w sposób następujący:
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wewnątrz ciała przewodzącego S o cienkich ściankach d (d-scÂ ) i dowolnym 
kształcie znajduje się ciało T o znanej impedancji Z^. Zakładamy, że ciało 
S jest nieskończenie długie; wszystkie przebiegi są harmoniczne; na zew
nętrznej powierzchni ciała S wymuszane jest pole magnetyczne Hg; pomija 
się reakcję prądów wirowych ciała T. Celem obliczeń jest wyznaczenie war
tości natężenia pola H. na wewnętrznej powierzchni ciała S, prądu I

1 s
płynącego w ciele S, mocy czynnej wydzielanej w S oraz impedancji układu 
ciał T-S. Szkic układu obliczeniowego przedstawiono na rys.6.1. Dla upro
szczenia zapisu załóżmy, że rozpatrujemy jedynie fragment o długości jed
nostkowej nieskończenie długiego ciała S.

Rys.6.1. Szkic układu obliczeniowego 
Fig.6.1. Diagram of the considered system

Związek między natężeniami i iL na zewnętrznej i wewnętrznej po 
wierzchni ciała S można znaleźć, stosując prawo Ampere’a:

| (He-Hi)dl = Ig . (6.1)
(abcda)

Zastąpmy teraz ciało S cienką powłoką o grubości d, średnicy D i rezys
tancji Rg:

śr
Przy założeniu harmoniczności pola dla konturu D można zapisać:
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Uj = jw4.1 = x v v * wew) = JlJ
Zmt+ \  X  ■wew

1 1 1
H. . (6.3)

Po uwzględnieniu związku między impedancją elektryczną i magnetyczną można 
zapisać równanie (6.3) w postaci [91]:

Uj = (ZT+jXv+jXs )H. , (6.4)
wew

gdzie 4^ - całkowity strumień magnetyczny skojarzony z T, V i wewnętrzną
częścią (od ścianki wewnętrznej do ) ciała S; $v> 4>g - składowe 4̂

wew
skojarzone odpowiednio z T,V i wewnętrzną częścią S; Zw ,Z„ - impedancja

T T
magnetyczna i elektryczna ciała T; Rĵ  >RS " odpowiednio rezys-

^wew WeW
tancja magnetyczna i elektryczna kolejno ciał V i wewnętrznej części S; 
napięcie indukowane wzdłuż konturu przez zmianę strumienia 4̂ ; Xy - 
reaktancja szczeliny powietrznej V.

Napięcie jest równoważone przez spadek napięcia wywołany przepływem 
prądu Ig przez rezystancję Rg:

Rglg = (ZT+jXv+jXs )H. . (6.5)
wew

Magnetyczny schemat zastępczy odpowiadający równaniom (6.1) i (6.3) w
przypadku rury o promieniach ^  i r2 przedstawiono na rys.6.2., a odpowia
dający mu elektryczny schemat zastępczy na rys.6.3. Ścianka rury została 
podzielona na dwie części pewnym promieniem r^ , warstwa wewnętrzna posia
da rezystancję magnetyczną R^ , warstwa zewnętrzna R ;X odpowiada

S S Swew zew
rezystancji elektrycznej Rg.
Z równań (6.1) i (6.5) można zapisać:

Hi = R ^  He ' ( 6 6 >

ZS = Rg+Zg He ’ (6'7)

Zs = ZTfjXy+jXs . (6.8)
wew

Impedancja wejściowa układu Z . widziana z zacisków a-b wynosi (rys.6.3):we j



■I-fi
r

r2

Rys.6.2. Magnetyczny schemat zastępczy rozpatrywanej rury 
Fig.6.2. Magnetic equivalent circuit of the considered pipe

RszsZ . = D J ,  ■ + jXc (6.9)wej IV.+Z_ SJ S S zew
2

Moc czynna wydzielana w ciele S wynosi: Pg = Rg|lg| (6.10)

2Moc czynna wydzielona w ciele T wynosi: P̂ , = Re(Z^.)|H^| . (6.11)

6.2.2. ZASTOSOWANIE METODY DO ANALIZY WSADÓW FERROMAGNETYCZNYCH

Przedstawiony sposób obliczania parametrów elektrycznych bardzo cien
kich warstw można stosować w przypadku cylindrycznych ciał ferromagnetycz
nych, dla których głębokość wnikania fali jest mniejsza lub porównywalna z 
grubością ścianki wsadu. Wystarczy wtedy podzielić ściankę cylindra na 
cienkie warstwy, z których każda spełnia warunek:
d^«ńe ze stałymi parametrami o\,p^, a następnie stosując kolejno zależnoś
ci (6.6),(6.7) i (6.9) można obliczyć parametry układów ferromagnetycznych 
o dowolnej grubości ścianki. Należy wtedy postępować w następujący sposób.
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Rys.6.3. Elektryczny schemat zastępczy rozpatrywanej rury 
Fig.6.3. Electrical equivalent circuit of the considered pipe

Na rys.6.4. przedstawiono wycinek rury ferromagnetycznej, wewnątrz której 
znajduje się ciało T o znanej impedancji Z^.

Rozkład temperatury T, a więc i rozkład 
rezystywności o-(T) w ściance rury uważamy 
za znany. Zakładamy pewną wartość 1L na 
wewnętrznej ściance rury i znajdujemy z 
krzywej magnesowania odpowiadającą jej 
przenikalność magnetyczną a następnie 
głębokość wnikania Â . Wprowadzamy war
stwę o szerokości t^=cAj,gdzie e«l i 
zakładamy, że na grubości t̂  rezystywność 
ma stałą wartość tr . Przyjmujemy, że na 
promieniu rsl=rj+0,5tj przepływa cały 
prąd 1̂ , jaki indukuje się w warstwie o 
szerokości t̂ . Oznacza to, że natężenie 
pola zmienia się skokowo na promieniu r
od wartości H. do H ,. Przenikalność mag- l el
netyczna ma wartość:

Rys. 6. 4. Podział rury na warstwy
Fig.6.4. Division of the pipes into layers
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p = p^IL) dla ri-r-rsl . (6.12a)

łi = M2 (Hei) dla rsl<rSrsl+l/2t1- (612b)

Obliczmy impedancję Z sprowadzoną do promienia r :Sl

ZS1 ZT+JXV+^XS Zwejl+^XS ’ 13)wew wewl
gdzie Xg =JIupoP1rslt^- reaktancja wewnętrznego słoja pierwszej warstwy, 

wewl
Zgodnie z zależnością (6.6) obliczamy:

Hel = H i(1+^ } • (6'14)

gdzie:
2IIcr̂ rsl

Re--3 -------- - rezystancja pierwszej warstwy.
Ł1

Następnie obliczamy p2=f(He )̂ i reaktancję zewnętrznego słoja pierwszej 
warstwy:

XS =IÎ o łl2rsltl • (6'15)zew
Obliczamy impedancję wyjściową dla promienia (r1+t1) pierwszej warstwy
zgodnie ze wzorem (6.9):

^S1ZS1
+JXC = Z  ,, (6-16)wyjl RS1+ZS1 Szewl wej2

Dla promienia (Tj+tj) znajdujemy, znając <?2 i p2> nową głębokość wnikania
A2 i szerokość nowej warstwy

W podany sposób postępujemy aż do momentu osiągnięcia zewnętrznej po
wierzchni rury. Porównujemy obliczoną wartość Hg z jej wartością zadaną i 
jeżeli te wartości różnią się nieznacznie (np.5%), obliczenia przerywamy.
Jeżeli błąd obliczeń jest zbyt duży, wybieramy nową wartość IR i procedurę
powtarzamy.

6.2.3. ZALETY I WADY METODY

Przedstawiona metoda wykorzystuje bardzo proste analogie pomiędzy obwo
dami magnetycznymi i elektrycznymi, jej realizacja na EMC dzięki bardzo 
dobrej zbieżności metody umożliwia obliczenie impedancji wsadu ferromagne
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tycznego w zakresie szerokich zmian częstotliwości przy uwzględnieniu wie
lu czynników. Program napisany na EMC wg powyższego algorytmu został wyko
rzystany do określenia wpływu zmian rezystywności i jej współczynnika tem
peraturowego, charakterystyki magnesowania, wymiarów geometrycznych rury, 
temperatury powierzchni zewnętrznej i jej gradientu w ściance rury oraz 
częstotliwości na parametry wsadu. Dokładne omówienie wyników zawiera pra
ca [119]. Przykłady wyników obliczeń pokazano na rys.6.5,6.6.

Rys. 6.5. Wpływ częstotliwości f prądu wzbudnika na wsadu. Stan
zimny i gorący.

Fig. 6.5. Influence of the frequency f of the coil on R^X^.Z^ of the
charge. Cold and hot state

W połączeniu z metodą schematów zastępczych, metoda ta, umożliwiającą 
obliczenie parametrów elektrycznych całej nagrzewnicy, jest szczególnie 
pomocna przy obliczaniu parametrów obciążenia falowników tyrystorowych a 
zaprezentowane wyniki są przykładem charakterystyk, jakie powinien posia
dać projektant tyrystorowych źródeł zasilania nagrzewnic. Ich znajomość 
może znacznie ułatwić i zwiększyć dokładność projektowania obwodów siło
wych falowników. Należy jednak podkreślić, że uzyskane w ten sposób wyniki 
mogą stanowić tylko wstępne oszacowanie a o ostatecznej poprawności pracy



Rys.6.6. Wpływ częstotliwości prądu wzbudnika f na rezystancję wsadu R2
dla różnych wartości rezystywności 0%, i jej współczynnika temperaturowego

gR. Stan zimny i przejściowy
Fig.6.6. Influence of the frequency f of the coil on the resistance R2 of
the charge for different values of resistivity ov, and its temperature

coefficient p  . Cold and transient state K

falownika i nagrzewnicy powinna zadecydować komputerowa symulacja procesu 
nagrzewania, np. taka jak w rozdziale 8. tej pracy, obejmująca stany pracy 
nieustalonej i quasi-ustalonej falownika oraz rzeczywisty rozkład tempera
tury we wsadzie.
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Metoda może być również traktowana jako uzupełnienie klasycznych metod 
obliczania nagrzewnic indukcyjnych lub jako blok obliczeń elektromagne
tycznych w modelach pól sprzężonych procesu nagrzewania indukcyjnego.

6.3. ZASTOSOWANIE METODY CAŁKI FOURIERA

6. 3. 1. WPROWADZENIE

Koncepcja zastosowania tzw. całki Fouriera do obliczania nagrzewnic in
dukcyjnych płaskich lub cylindrycznych o skończonej długości wzbudnika i 
nieskończenie długim wsadzie jest od wielu lat znana w teorii grzejnictwa 
indukcyjnego [30,23,64,75,76,97,108,117,122, 132].

Celem tego rozdziału jest przedstawienie pewnych uwag na temat możli
wości stosowania tej metody przy projektowaniu nagrzewnic indukcyjnych, a 
nade wszystko przedstawienie zalet i wad metody w czasach powszechnego 
stosowania metod numerycznych.

6.3.2. PODSTAWY MATEMATYCZNE METODY

Do zaprezentowania metody posłużmy się modelem geometrycznym nagrzewni
cy pokazanym na rys.6.7.

^o,r=o

n 2.r2

uo.r=o

Rys.6.7. Przekrój podłużny nagrzewnicy o skończonej długości wzbudnika 
Fig.6.7. Longitudinal cross section of the heater with the coil of finite

length
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W modelu tym przyjmijmy następujące założenia:
- rura jest nieskończenie długa, wzbudnik ma długość skończoną, a cały 
układ jest nieruchomy;

- właściwości wszystkich materiałów są liniowe;
- wszystkie wielkości elektromagnetyczne zmieniają się harmonicznie w cza

sie.
Celem rozważań jest znalezienie rozkładu pola elektromagnetycznego, re

zystancji i reaktancji układu oraz mocy czynnej generowanej w ściance ru
ry.

Przy powyższych założeniach równanie (4.9) przybiera dla jedynej nieze- 
rowej składowej Ą (r, z,t) potencjału wektorowego A postać:

a2Ąg 1 3A 1 a V
^  + -----— , (617). 2 a 2 ^ 6  a 2 ' dr r dr r dz

gdzie k=y~ u>Popr -exp
n

J- 4

Rozwiązania równania (6.17) będziemy szukać w postaci całki Fouriera: 
00

Ągir.z.t) = |j^A(A)I1Or)+B(A)K1Or)j |c(A)cosAz+D(A)sinAzjeJutdA .

(6. 18)

(6. 19)

gdzie 0 = /  A2+k2 , Reja} >0 . (6.20)

W p.6.3 oznaczamy wyjątkowo przez 1̂  zmodyfikowaną funkcję Bessela, a prąd 
wzbudnika przez I.

Przyjmijmy, że podobnie jak okład prądowy wzbudnika, również potencjał 
wektorowy A(r,z,t) jest funkcją symetryczną względem osi z. Wtedy 
rozwiązanie (6.19) redukuje się do postaci:

00

^(r.z.t) = I^AiAJIjOrJ+BiAlKjiprijcosAze^dA . (6.21)

0
Chcąc znaleźć stałe całkowania w każdym z podobszarów 

można wybrać jedną z możliwych metod:
- wyliczyć je z warunku ciągłości składowych stycznych natężeń pola elek
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trycznego 1 magnetycznego na granicy każdego z podobszarów;
- założyć, że pole magnetyczne w obszarach powietrznych jest sumą dwóch 
pól: pola wymuszanego przez wzbudnik bez rury i pola reakcji prądów wi
rowych w rurze.

Ponieważ podejście drugie zmniejsza liczbę stałych niezbędnnych do wyzna
czenia, wybieramy to podejście. Pomijając w zapisie A zależność od czasu,

0
możemy wyznaczyć składowe potencjału wektorowego dla wszystkich podobsza
rów:

© A(A)Ij(Ar)cosAzdA (6.2 2)

© V B(A)Ij(pr)cosAzdA + C(A)Kj (|3r)cosAzdA , (6.23)

© V “olwr5
m .

sinAl.cosAz
K. (Ar )I. (Ar) i -----  dA +1 O 1 A D(A)Kj(ArJcosAzdA

(6.24)

© V
p Iwr.. *0 5

ni.

sinAl.cosAz
I, (Ar )K (Ar)------i----- dA +1 O 1 A Jd U J K j (Ar)cosAzdA .

(6.25)

6.3.3. OBLICZENIE STAŁYCH CAŁKOWANIA

W równaniach (6.22)...(6.25) są tylko cztery stałe całkowania A(A), 
B(A), C(A), D(A), które należy wyznaczyć. Wykorzystajmy dopiero teraz wa
runki ciągłości odpowiednich składowych pola elektromagnetycznego, które
dla składowej A przyjmują postać:

0

Aa =A (6. 26a)
®i 0i+l

1 3(rA ) 1 3(rA )
1 - i+i -  (6.26b)

H i a r  p i+1 3 r

i=l, 2 ,3.
Wstawienie zależności (6.22)— (6.25) do warunków (6.26) daje następujący 
układ równań do wyznaczenia stałych A(A), B(A), C(A), D(A):
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11(AFj) -Ijt/Si-j) -Kjt/Sr^ 0 A(A)

Al (Ar.) 0 1 - ir2 " W - ^ P K oOri) 0 B (A)

0 I1 (Pr2) K i ^ ) -K^(Ar2} C(A)

0
, 2 W - T 2 ^ r2] AK (Ar_) 0 2 D(A)

H Iwr,. o 5

n i.

u Iwr,.A ^o 5

sinAl
K. (Ar )I. (Ar_)-- 7-1 O 1 A

sinAl.

ni
K.(Ar )I (Ar,) —1 o o 2 A

1

Rozwiązując ten układ otrzymamy:

W,
A =

W„

C =

det

U3
det

B = det

Adet
gdzie:

wt = n , n2 .

W2 = N2N3 >
w3 = n2n4 , 

w4 = n4n5-n 3n6 .

det = N4N7 -N3N8

(6.27)

(6.28)

(6. 29a) 

(6. 29b) 

(6. 29c) 

(6. 29d) 

(6.29e)
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N2 =
u Iwr_A o 5

ni.
K.(Ar ) 1 o I (Ar )K (Ar,) + 1 (Ar,)K.(Ar.) 1 2 0 2  0 2 1  2

sinAl 1

M3 = -MoWrjjKjifh-j )  -  _ 3 l l (Ar1)Ko O r 1) ,

N4 = ■ ¡ ¡ ^ P I j i A r j J ^ O r ^ + A ^ i A r j J I j O r j )  ,

fi Iwrj.
N, = - °nl K. (Ar ) 5 TTlj 1 o 7T2Il(Ar2)Ko(Pr2)+XIo U r 2)Kl(Pr2)

sinAl 1

fi Iwr,.
N6 = KlU r o} 7T2Il(Ar2)Io(Pr2)-AIo (Ar2)I1(Pr2)

sinAl1

N = AK (0r )K (Ar.)- —  K. (Ar.)K (/3r.) t i ¿ . o  ¿ . n ^ i  ¿ o  Z

p

N„ = - —  I (0r,)K.(Ar,)-AI.(0r,)K (Ar.) O O 1 ¿. 1 Z o 2 (6. 30a. . .6.

6.3.4. OBLICZENIE IMPEDANCJI UKŁADU

Impedancja zewnętrzna układu wynosi [65,91]:

,2

Z =j
2IIr,-W(j

ex 1
H wr,. o 5

n i 1 

0

(sinAl )
K (Ar )I (Ar )-- -̂--- dA+1 o 1 o A

sinAl 1D(A)K. (Ar ) r— -dA1 o A

Równanie (6.31) można zapisać w postaci [64]:
(6

Zex = R2+jXr J AX2 = V JX
gdzie:

2nr ww 
R2 = —  "

sinAl
D(A)K. (Ar ) .— -dA1 O A

(6

(6 .

2n r wco 
AX2= —  * Re-

sinAl1D(A)K (Ar ) ,— —  dA1 o A ( 6 .

30h)

.31) 

. 32)

33)

34)
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2IIr£.wu (sinAl )
K. (Ar )I. (Ar )--- r-- dA . (6.35)1 O 1 O A

2

0
Interpretacja fizyczna poszczególnych składników tego równania może być 

następująca [64]:
- R2 jest rezystancją rury i reprezentuje straty mocy wywołane przez prądy 
wirowe w ściance rury;

- AX2 jest reaktancją, która jest wynikiem rozmagnesowującego działania 
prądów wirowych;

- Xj jest reaktancją pustego wzbudnika, tj. wzbudnika bez rury.

Należy zwrócić uwagę, że zależności (6 .33). . . (6 .35) dają wartości 
R2 .AXj.Xj na jednostkę długości wzbudnika, tj. aby otrzymać wartości rze
czywiste dla wzbudnika o długości 2 1 j , należy je przemnożyć przez 2 1 j.

Najprostszą drogą znalezienia strat mocy prądów wirowych jest wykorzys
tanie zależności:

P2 = R2 11 i2 ' (6.36)

6.3.5. WYZNACZENIE SKŁADOWYCH POLA MAGNETYCZNEGO W ŚCIANCE RURY

Składowe natężenia pola magnetycznego w najbardziej interesującym nas 
obszarze, tj. ściance rury, mogą być wyliczone z zależności:

S -  5 R -  T - T  ( - s j  •

1 aAe

Wprowadzając zależność (6.23) do równań (6.37), otrzymamy na przykład dla
składowej H : 

r2
1

H = i A
F2

^B(A) Ij O r  )+C(A)Kj (0r)j sinAzdA fii,38b)

Stosują inne dobrze znane zależności, można obliczyć indukcję magne
tyczną, zespolony wektor Poyntinga i współczynnik mocy układu.
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Przykładowe obliczenia wykonane na podstawie przedstawionych zależności 
pokazano na rys.6 .8 , 6.9, 6.10, 6.11. Inne wyniki przedstawiono w pracy 
[122].

Rys. 6 .8 . Rezystancja wsadu R2 w funkcji częstotliwości f prądu wzbudnika
dla p2=l

Fig. 6 .8 . Resistance R,, of the charge versus the frequency f of the coil
current for p2 = 1

Obliczenia pokazały, że impedancja pustego wzbudnika obliczona prezen
towaną metodą i za pomocą stosowanego powszechnie w teorii grzejnictwa in
dukcyjnego współczynnika Nagaoki nie różnią się więcej niż o 2...3% [117]. 
Można również wykazać, że stosowane powszechnie zależności dla układów z 
nieskończenie długim wzbudnikiem cylindrycznym mogą być stosowane,gdy 
spełniony jest warunek r2=s0 ,2 1  ̂dla dowolnej grubości ścianki rury.
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Rys.6.9. Reaktancja nagrzewnicy X i jej składowe Xr ńX2 w funkcji często
tliwości f prądu wzbudnika dla p2=l 

Fig.6 .9. Reactance X of the heater and its components X^, AX2 versus the 
frequency f of the coil current for

6.3.6. ZALETY I MADY METODY

Podstawową zaletą metody jest możliwość uwzględnienia w obliczeniach 
skończonej długości wzbudnika. Do zalet metody można zaliczyć jeszcze jej 
elegancję matematyczną i zwięzłość. Niewątpliwą zaletą jest również możli
wość obliczenia impedancji nagrzewnicy bez konieczności obliczania rozkła
du pola w całym obszarze, jak to ma miejsce w metodach obszarowych MRS i 
MES.

Należy zauważyć, że im większa jest liczba obszarów obliczeniowych, tym 
więcej stałych całkowania trzeba wyznaczyć. Z uwagi na długi czas obliczeń
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Rys.6 .10. Rezystancja wsadu R2 w funkcji częstotliwości f prądu wzbudnika
dla p2 = 1 00

Fig. 6.10. Resistance R2 of the charge versus the frequency f of the coil
current for p2 =100

nie ma sensu stosować metody do obliczania nagrzewnic ze wsadami ferromag 
netycznymi, dzieląc wsad na bardzo dużą liczbę warstw i stosować metodę 
iteracji, podobnie jak w metodzie z p.6.2. Wadą metody jest założenie o 
harmoniczności przebiegów, co może utrudniać analizę przy zasilaniu z 
przekształtników tyrystorowych oraz zmusza do pominięcia rzeczywistego od
kształcenia przebiegów w wypadku wsadów ferromagnetycznych. Metoda nie 
umożliwia również uwzględnienia stanu nierównomiernego nagrzania wsadu w 
jego przekroju poprzecznym.
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Rys.6 .11. Reaktancja nagrzewnicy X i jej składowe X , AX2 w funkcji 
częstotliwości f prądu wzbudnika dla p2 = 1 0 0  

Fig.6 .11. Reactance X of the heater and its components X̂ , AX2 versus 
the frequency f of the coil current for p2 = 1 00

Problem doboru wartości przenikalności magnetycznej materiału rury p2 w 
przypadku wsadów ferromagnetycznych jest często pomijany przez wielu auto
rów a przecież wartość p2 wywiera znaczny wpływ na otrzymane wyniki. W 
pracy [117] zaproponowano przybliżony dobór wartości p2 wykorzystując me
todę opisaną w p. 6 .2. Pozwala ona wyznaczyć pewną wartość p ^ , tak aby 
energia pola magnetycznego we wsadzie nieskończenie długim z rzeczywistym 
rozkładem p i z uśrednioną wartością pś  ̂były równe. Przykład wyników ob
liczeń wykonanych metodą całki Fouriera dla wsadu dostatecznie długiego,
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tak aby można go było uważać za wsad nieskończenie długi (^=0,09 m , 
r2=0 , 1 0 m, r ^ ^ ,  1 ^=0 ,5 m),i wspomnianą metodą numeryczną pokazano w ta
beli 6 .2 .

Tabela 6.2

Porównanie rezystancji rury obliczonej metodą opartą na analogiach 
obwodowych i metodą całki Fouriera

f [Hz] 50 300 1000 1500 2000 2500

RNum [fifi/m] 20,5 51, 4 94,6 116,0 134, 1 150,0

RrFou [pfi/m] 18,2 46,8 89, 1 1 1 0 , 2 128,0 143,7

e [“/.] 1 1 , 2 8, 9 5,8 5,0 4,5 4,2

RNum rezystancJa obliczona metodą opisaną w p.6 .2,

Rpou rezystancja obliczona metodą całki Fouriera,

RNum RFou 
e= — 5------------ • 100"/.

Num
Można zalecić stosowanie metody numerycznej jako metody wstępnego oszaco
wania wartości p2 używanej następnie w metodzie całki Fouriera, eliminując
w ten sposób główne źródło błędów tej metody, jakim jest dość dowolny spo
sób przyjmowania wartości przenikalności do obliczeń.

Zastosowanie metody całki Fouriera w projektowaniu nagrzewnic indukcyj
nych, szczególnie wsadów ferromagnetycznych, traci na znaczeniu. Jest ona 
zastępowana metodami numerycznymi, które umożliwiają pełniejsze uwzględ
nienie wymienionych w p.2.1 cech nagrzewnic indukcyjnych. Powinna ona być 
stosowana do obliczania nagrzewnic wsadów niemagnetycznych, szczególnie w 
przypadkach konieczności dokładnego uwzględnienia skończonej długości 
wzbudnika.

6.4. PODSUMOWANIE

Pominięcie w przedstawionych modelach analitycznych, całkowite lub tyl
ko częściowe, wpływu rzeczywistego rozkładu temperatury na parametry elek
tryczne nagrzewnicy nie przesądza o ich nieprzydatności do projektowania 
nagrzewnic indukcyjnych. Zostały one zbudowane do analizy wpływu wymiarów
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geometrycznych, stałych materiałowych i parametrów zasilania na parametry 
nagrzewnic i pod tym względem spełniają postawione przed nimi cele, pozwa
lając przy niskich kosztach obliczeń prześledzić zakres zmian impedancji 
nagrzewnic wsadów ferromagnetycznych oraz określić rozkład wewnętrznych 
źródeł ciepła, co ma podstawowe znaczenie przy obliczaniu pola temperatu
ry-



7. MODELE NUMERYCZNE PÓL SPRZĘŻONYCH

Porównanie wymienionych w p.2.1 cech charakterystycznych nagrzewnic in
dukcyjnych i dotychczas przedstawionych modeli prowadzi do wniosku, że nie 
wszystkie z tych cech nie mogły być dokładnie uwzględnione. Dotyczy to 
przede wszystkim sprzężenia pól, ich nieliniowości i złożonej wymiany 
ciepła.

Dokonanie dalszych uściśleń opisu omawianych w pracy zjawisk fizycznych 
w nagrzewnicy prowadzi do konieczności budowy modeli numerycznych. Poniżej 
przedstawione zostaną dwa modele numeryczne sprzężonych zjawisk elektro
magnetycznych i termokinetycznych w nagrzewnicach indukcyjnych rur. Model 
pierwszy jednowymiarowy opisuje pola sprzężone w nagrzewnicy nieskończenie 
długiej, model drugi opisuje dwuwymiarowe pola harmoniczne w nagrzewnicy o 
skończonych wymiarach i pełnej symetrii osiowej. Umożliwia on dodatkowo 
uwzględnienie ruchu rury przy tzw.nagrzewaniu przelotowym.

7.2. MODEL JEDNOWYMIAROWY

7.2.1. MODEL MATEMATYCZNY

Pola sprzężone w nieskończenie długiej nagrzewnicy indukcyjnej 
(rys.7.1)) składającej się z nagrzewanej rury,wymurówki cieplnej i 
wzbudnika opisane są układem równań (4.11) i (4.17), który przy przyjętych 
założeniach przybiera postać [117,118,135]:

7. 1. WSTĘP

ut-(H, T)H (r, t )1 1 a d i \
L Ł  z J3t r d r r°'2 (T)- [ H2 (r’t)] = 0 , (7. 1)
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3T (r,t) 1 3 { 3T,(r,t)
7 (T)c (T)--------------  rA (T)---- |=<r9(T)

2 at  r 3rl ^ d r 1 2 ar
, (7.2)

(T)c (T) m ww at

3T (r,t) 1 3 f 3T (r, t)

r d r
rAw (T)

ar
o . (7.3)

nagrzew ana rura 

w z b udnik 
w y m urów ka 

szcze lin a  powietrzna

Rys.7.1. Przekrój poprzeczny rozpatrywanej nagrzewnicy indukcyjnej rur 
Fig.7.1. Cross section of the considered induction heater of pipes

Warunki graniczne, które określają w dużej mierze dokładność wyników 
zostały przyjęte w następujący sposób:
- dla pola elektromagnetycznego 
- warunek początkowy

H2 (r,0)=H2 (r) , (74)
P
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- warunek brzegowy na zewnętrznej powierzchni rury

Gdy napięcie zasilania wzbudnika Ujit) jest znane, obwód elektryczny 
nagrzewnicy może być opisany wyrażeniem postaci:

dij(t) d*2 (t)
u (t) = R i (t) + (L +L ) ------ + -------  , (7.5)

1 K 1 1 SZ dt dt

gdzie Rfc jest całkowitą rezystancją nagrzewnicy; L1 jest indukcyjnością 
wzbudnika, a Lgz szczeliny powietrznej; ł2 jest strumieniem magnetycznym w 
rurze.

Stosując prawa Ampere’a i Faradaya można zapisać:

V l  (Ll+LszU l aH2 (t) 2nr2W aH2 (t)
u1 (t)=---- H2 (t)+------------    + ----------    ■ (7-6)

w e  w d t  7 flr

Ponieważ rezystancja i indukcyjność nagrzewnicy nie są znane, na po
czątku obliczeń muszą one być wyznaczone na podstawie zależności klasycz
nej teorii grzejnictwa indukcyjnego (zależności z aneksu A4).

Gdy znany jest prąd i1 (t) wzbudnika, to natężenie ^'(t) może być wyzna-
e

czone z prostej zależności: 

i1 (t)w
H2 (t)f 1  (77)e 1

- warunek brzegowy na wewnętrznej powierzchni rury ma postać:

rlP0 3H2 (t) 3H2 (t)
i i=   . (7.8)

2 St 3r

- dla pola temperatury w rurze:
- warunek początkowy

T2 (r,0) = T2 (r) , (7.9)
P

- warunki brzegowe

- V T) T T  = v o 92 . J lTZ +273)4-'Tw +273)4) +ac (T - T ) (7. 10)
v e i ) 2 e i
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3T.2*2(t ) (7.11)
3t

- dla pola temperatury w wymurówce: 
- warunek początkowy

( 7 . 12 )

- warunki graniczne
( 7 . 13)we

gdzie Tqo jest średnią temperaturą wody chłodzącej wzbudnik, która była

Warunek brzegowy opisujący nagrzewanie przy znanej mocy powierzchniowej 
można uważać za kombinację warunków (7.5) i (7.7), ale z uwagi na rzadkie 
zastosowanie tego typu nagrzewania w praktyce przemysłowej nie był on roz
ważany w pracy.

W obliczeniach przyjmowano nieliniowe współczynniki materiałowe wg. za
leżności z aneksu A2. Największe trudności sprawiał dobór współczynników
występujących w równaniach opisujących wymianę cieplną, tj. a ^ , o.^ ,

1 2 w
i ê . Wartości obliczono wg zależności podanych w literaturze [44,112],
a wartości c odczytano z tablic [109].

Do rozwiązania układu równań (7.1). (7.2) i (7.3) zastosowano metodę
różnic skończonych (MRS) pokrywając badany obszar wspólną dla obu pól
siatką o nierównomiernym kroku Ar zmieniającym się tak jak wyrazy szeregu
geometrycznego. Do aproksymacji pochodnych cząstkowych zastosowano schemat

2 2Cranka-Nicholsona zapewniający dokładność aproksymacji rzędu 0(Ar , At ). 
Otrzymane nieliniowe układy równań algebraicznych rozwiązywano metodą SOR. 
Przy rozwiązywaniu równań pola elektromagnetycznego stosowano dodatkowo 
nadrelaksację wartości przenikalności magnetycznej materiału rury. Uprosz
czony schemat blokowy programu pokazano na rys. 7.2. Program pozwala na ob
liczenie podstawowych wielkości elektromagnetycznych w układzie, tj. chwi
lowych wartości H,B,E,S, mocy czynnej traconej w rurze, uśrednionych w 
czasie wartości mocy powierzchniowej p̂ , natężenia pola i rozkładu wew
nętrznych źródeł ciepła w. Przebiegi wybranych wielkości elektromagnetycz
nych dla różnych stanów nagrzania wsadu przy stabilizacji prądu wzbudnika

przyjmowana jako 50 °C.

3Tw (7. 14)
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CEE)
DANE

UŚREDNIANIE

q-c(T) Cw=Cw(T) 
ArA(T) A*=A*fT) 
£-f(T)

rozwiązanie równań 
«—»pola temperatury we 

wsadzie i wymurówce

rozwiązanie równań 
pola

elektromagnetycznego
j
1r

K.fU (H ,T )
tf6 (T )

Rys.7.2. Uproszczony schemat blokowy programu obliczania pól sprzężonych z 
zastosowaniem metody uśredniania

Fig.7.2. Simplified flow chart of the program of computing coupled fields 
when the averaging method has been applied
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1̂  (zadana wartość ) pokazano na rys.7.3. Obliczenia wykonano dla nas- 
e

tępujących danych:Tj=0,09 m, r2=0,10 m, r3=0,ll m, r4=0,12 m, natężenie
pola na powierzchni wsadu =10^ A/m,częstotliwość f=2,5 kHz, końcowa

e
temperatura nagrzewania 1^=1000 C, rura wykonana była ze stali niskowęg- 
lowej. Dokładne omówienie tych przebiegów zawiera praca [117,118],

Rys.7.3a. Przebieg wybranych wielkości elektromagnetycznych w czasie na
grzewania. Stan zimny

Fig.7.3a. Waveforms of chosen electromagnetic quantities during the
heating process. Cold state
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Rys.7.3b. Przebieg wybranych wielkości elektromagnetycznych w czasie 
nagrzewania. Stan przejściowy

Fig.7.3b. Waveforms of chosen electromagnetic quantities during the 
heating process. Transient state

Program może pracować przy przyjęciu stałej i zmiennej częstotliwości 
prądu wzbudnika. W tym drugim przypadku zawiera on blok korekcji często
tliwości, w którym oblicza się nową wartość częstotliwości korzystając z 
wartości R,L,C obwodu obciążenia domniemanego falownika równoległego prą-



-88-

Rys.7.3c. Przebieg wybranych wielkości elektromagnetycznych w czasie
nagrzewania. Stan gorący

Fig.7.3c. Waveforms of chosen electromagnetic quantities during the
heating process. Hot state

du. Ponieważ do obliczenia nowej wartości częstotliwości,która będzie sto 
sowana w obliczeniach w następnym przedziale temperatury, używa się 
wartości R,L,C z przedziału poprzedniego i nie oblicza się wartości częs
totliwości w sposób iteracyjny (patrz rozdział 8 ), można mówić tylko o



przybliżonej korekcji częstotliwości, a nie o jej dokładnym obliczeniu. 
Ponieważ korekcja częstotliwości wymaga obliczenia z wielkości polowych 
rezystancji i indukcyjności wsadu, powoduje ona znaczne wydłużenie czasu 
obliczeń. Przykład nagrzewania przy stałej i zmiennej częstotliwości poka
zano na rys. 7.4.
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Rys. 7.4. Wpływ przyjęcia do obliczeń stałej i zmiennej częstotliwości f
prądu wzbudnika na proces nagrzewania

Fig. 7.4. Influence of taking into account constant and varying frequencies 
f of the coil current on the heating process

Na kolejnym rysunku (rys.7.5) pokazano przebieg nagrzewania rury, ale
przy stabilizacji napięcia wzbudnika (1^=80 V). Zaskakująca jest mała
zmiana natężenia pola H2 (prądu wzbudnika 1 )̂ w trakcie procesu nagrzewa-

e
nia. Zakładając prostokątny kształt przebiegu H^it) stwierdzono również

e
niewielki wpływ odkształcenia pola wymuszającego od sinusoidy na końcowy 
rozkład temperatury.
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Rys.7.5. Wzrost temperatury zewnętrznej T2 i wewnętrznej T2 powierzchni
e i

rury oraz natężenia pola przy nagrzewaniu przy stabilizacji napięcia
e

wzbudnika U
1

Fig.7.5. Rise of temperature of the external T2 and internal surfaces
e i

of the pipe and magnetic field intensity in induction heating with the
e

stabilized coil voltage

7.2.2. METODA UŚREDNI AN IA

Porównanie zastępczych stałych czasowych procesów termokinetycznych i 
elektromagnetycznych pokazuje, że różnią się one co najmniej o dwa rzędy. 
Dlatego też rozwiązywanie równań dla obu pól z tym samym krokiem czasowym 
jest nieefektywne. Chcąc skrócić czas obliczeń zastosowano znaną z mecha
niki nieliniowej metodę "uśredniania" [37]. Główna idea tej metody polega 
na wydzieleniu dwóch zjawisk - "szybkich" (w naszym przypadku elektromag
netycznych) i "wolnych" (termokinetycznych). Zakłada się, że pole elektro
magnetyczne jest okresowe pomiędzy dwoma chwilami czasowymi, w których ob
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licza się pole temperatury. Prowadzi to do częściowego rozprzęgnięcia pola 
elektromagnetycznego i pola temperatury i zastąpienia w równaniu (7 .2 ) 
chwilowej wartości wewnętrznych źródeł ciepła ich wartością uśrednioną:

W = (Tśr 2

3H, __śr_
dr (7.15)

gdzie w jest uśrednioną wartością wewnętrznych źródeł ciepła; H. jest sr sr
uśrednioną wartością natężenia pola magnetycznego obliczoną z zależności:

1
H, = --
Śr 211

2TI(n+l)

JH2 2 (r,0)d0 . (7.16)

2ITn ^ , on=0 , 1 ,2 . .

Pomimo znacznego skrócenia czasu obliczeń w wyniku zastosowania metody 
"uśredniania" był on jeszcze relatywnie długi. W czasie eksperymentów nu
merycznych stwierdzono, że nie ma potrzeby obliczania rozkładu pola ele
ktromagnetycznego w każdym jego okresie; nie stwierdzono znacznych różnic 
w rozkładzie pola temperatury wprowadzając do obliczeń pola temperatury 
nową, uśrednioną wartość wewnętrznych źródeł ciepła w chwilach , gdy tem
peratura zewnętrznej powierzchni rury wzrastała o AT. I tak, gdy AT=5 °C, 
to przy nagrzewaniu do 1000 °C wartość wewnętrznych źródeł ciepła była 
korygowana 200 razy zamiast 3 razy, jak to ma miejsce w klasycznej teorii 
grzejnictwa indukcyjnego. Tylko w pobliżu temperatury Curie wewnętrzne 
źródła ciepła były obliczane znacznie częściej, tak aby nie przeoczyć 
punktu przemian magnetycznych. Przedstawiona metoda pozwala na 8 ...10- 
krotne skrócenie czasu obliczeń, niemniej jej nieodpowiednie zastosowanie 
może prowadzić do znacznych błędów obliczeń. Problem ten nie występuje w 
przypadku rur cienkościennych, w których grubość ścianki nie przekracza 
10...20 mm. Na rys.7 . 6 pokazano przykład nagrzewania rury (o danych jak 
wyżej) dla różnych wartości przyrostu temperatury AT, równych 5 °C, 10 °C 
i 15 °C. Jak widać, błędy wynikające z coraz rzadszego korygowania warto
ści wewnętrznych źródeł ciepła są pomijalnie małe. W przypadku wzrostu 
grubości ścianki rury (rj=0 , 1 0 m,r2=0,06 m) obserwuje się większe różnice 
w obliczonych dla różnych AT temperaturach w ściance rury (rys.7.7). Błędy 
te spowodowane są tym, że rozkład wewnętrznych źródeł ciepła jest zmienia
ny w zależności od temperatury zewnętrznej powierzchni rury i przy coraz
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Rys.7.6. Wpływ parametru uśrednienia AT na dokładność obliczeń rozkładu 
temperatury. Rura cienkościenna

Fig.7.6 . Influence of averaging parameter AT on accuracy of computations 
of temperature distribution. Thin wall pipe

Rys.7.7. Wpływ parametru uśrednienia AT na dokładność obliczeń rozkładu
temperatury. Rura grubościenna

Fig.7.7. Influence of averaging parameter AT on accuracy of computations 
of temperature distribution. Thick wall pipe
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rzadszym jego korygowaniu, zaczyna on w głębszych warstwach rury coraz 
bardziej odbiegać od rozkładu rzeczywistego. W tych przypadkach pole ele
ktromagnetyczne nie powinno być obliczane rzadziej niż co 15 °C.

7.2.3. WPŁYW UŚREDNIENIA WSPÓŁCZYNNIKÓW MATERIAŁOWYCH NA OBLICZANIE 
ROZKŁADU TEMPERATURY

Przedstawiony model został wykorzystany do określenia wpływu uśrednie
nia poszczegóInnych współczynników materiałowych wsadu na proces nagrzewa
nia i określenia błędów, jakie popełniamy przyjmując do obliczeń uśred
nione wartości niektórych z nich [126,140].

Na rys.7 . 8 przedstawiono wyniki nagrzewania dla następujących wariantów 
wyboru współczynników materiałowych:
1 - T)=const obliczonej dla H=0,9H2;

e
2 - <r2 (T)=const;
3 - wszystkie współczynniki tj.<r2 (T),p2 (H,T),A (T),c2 (T) zmienne;
4 - A2 (T)=const;
5 - c2 (T)=const;
6 - zmieniającej się w funkcji temperatury T, ale niezależnej od H.

Ustalenie pewnej zmiennej (.np. A(T)=const) oznacza przyjęcie do obliczeń 
jej wartości uśrednionej w zakresie temperatur od 20 °C do końcowej tempe
ratury nagrzewania, w naszym przypadku 1000 °C.

Rys.7.8a przedstawia temperatury zewnętrznej, a rys.7.8b wewnętrznej 
powierzchni rury. Krzywe te prezentują zmiany jakościowe prawidłowe przy 
nagrzewaniu stali węglowych zarówno przy stabilizacji prądu, jak i 
napięcia wzbudnika. Analiza krzywych pozwala na sformułowanie następują
cych wniosków:
- najmniejszy błąd w obliczeniach temperatury w całym zakresie nagrzewania 
powoduje przyjęcie A^^const; błąd ten jest praktycznie pomijalny a jego 
wartość wynika z małego zakresu zmienności A2;

- przyjęcie c?=const powoduje duże błędy przed osiągnięciem punktu Curie;
- przyjęcie <r2=const powoduje bardzo duże błędy w całym zakresie nagrzewa
nia;

- przyjęcie p2 (H,T)=const i p2 (H)=const powoduje odpowiednio duże i bardzo 
duże błędy w całym zakresie nagrzewania;

- błędy w obliczeniach temperatury wewnętrznej powierzchni rury są nieco 
mniejsze niż przy obliczeniach temperatury powierzchni zewnętrznej.
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S05 xio's

1 — yip const 
2—<5̂= const
3 — AJjô̂ À̂ variab
4 — A£=const
5— c f const
6—ujfTl-variab

ju2-const
■62-const
jLKÊ^cJV-variab
h? const 
cj-const 

-jL̂ tT) =variab

Rys.7.8. Wpływ uśrednienia współczynników materiałowych wsadu na dokład
ność obliczeń temperatury zewnętrznej T2 (a) i wewnętrznej T2 (b) po-

e i
wierzchni rury

Fig.7.8 . Influence of averaging material coefficients of the charge on 
accuracy of computations of temperature of external 1 (a) and internal

T2 (b) surfaces of the pipe 
i
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Jedynie przyjmowanie A(T)2=const nie prowadziło do powstawania dużych 
błędów obliczeń. Uśrednienie pozostałych wartości, przynajmniej w tak sze
rokim zakresie temperatur, należy uznać za niedopuszczalne. Dalsze prace 
związane z tym zagadnieniem powinny zmierzać do określenia niezbędnej 
liczby przedziałów temperatury, na które należy podzielić proces nagrzewa
nia, tak aby błąd obliczeń temperatury nie przekroczył pewnej określonej 
wartości.

7.3. MODEL DWUWYMIAROWY NAGRZEWNICY PRZELOTOWEJ

7.3.1. UWAGI WSTĘPNE

Modelowanie sprzężonych zjawisk elektromagnetycznych i termokinetycz- 
nych w przelotowych nagrzewnicach indukcyjnych jest zadaniem znacznie tru
dniejszym niż modelowanie tych samych zjawisk w nagrzewnicach okresowych. 
Wymaga ono uwzględnienia w opisie matematycznym wpływu ruchu na procesy 
elektromagnetyczne i termokinetyczne, co jak zostanie pokazane; powoduje 
poważne trudności przy uzyskaniu numerycznie stabilnego rozwiązania. Wyma
ga również przyjęcia znacznie bardziej złożonych algorytmów pozwalających 
zamodelować nagrzewanie wsadu przesuwającego się przez szereg wzbudników 
zasilanych z niezależnych źródeł wywołujących różne warunki wymuszenia po
la elektromagnetycznego w każdym wzbudniku. Prowadzi to do konieczności 
zastosowania wielokrotnych procedur iteracyjnych i w konsekwencji do bar
dzo długich czasów obliczeń.

Program symulacji pracy nagrzewnicy przemysłowej powinien umożliwić 
śledzenie nie tylko normalnej pracy nagrzewnicy, ale również wszystkich 
jej awaryjnych stanów pracy.

Modelowanie tego typu zjawisk, szczególnie w przypadku wsadów ferromag
netycznych, pomimo znacznego rozpowszechnienia w przemyśle nagrzewnic 
przelotowych, opisano dotychczas w bardzo niewielu publikacjach [48,61, 
87,148]. Omówione w nich modele matematyczne procesu nagrzewania uwzględ
niają wpływ ruchu wsadu jedynie na pole temperatury bez modyfikacji pola 
elektromagnetycznego. Umiejętność oceny wpływu prędkości przesuwu na 
końcowy rozkład temperatury we wsadzie jest podstawowym zagadnieniem przy 
rozpatrywaniu nagrzewnicy przelotowej jako obiektu regulacji-prędkość obok 
mocy źródła zasilania jest podstawową zmienną sterującą.

W pracy [130] autora zbudowano szereg modeli, w których uwzględniono
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wpływ ruchu na zjawiska elektromagnetyczne i termokinetyczne. Modele te 
wykorzystywały w przypadku pola temperatury m. łn. metodę źródła ruchomego 
i metody przekształceń Laplace’a i Hankela, a w przypadku pola elektromag
netycznego metodę równań całkowych. Nie uwzględniały one sprzężenia i nie
liniowości pól.

Szkic zasilania nagrzewnicy przelotowej rur pokazano na rys.7.9.

Rys.7.9. Szkic zasilania nagrzewnicy przelotowej
Fig 7.9. Schematic diagram of the supply system of the continuous heater

7.3.2. OGÓLNA KONCEPCJA MODELU

Przy nagrzewaniu przelotowym parametry materiałowe wsadu i warunki gra
niczne dla pola temperatury i pola elektromagnetycznego zmieniają się 
wzdłuż wzbudnika, np. rura wchodząca ma własności ferromagnetyczne, a opu
szczająca go już je utraciła, inne są warunki wymiany ciepła na długości 
wzbudnika. Osobnym problemem jest wstępne ustalenie warunków zasilania na
grzewnicy. Do obliczenia wymuszenia pola elektromagnetycznego potrzebna 
jest znajomość prądu lub napięcia wzbudnika, a można je ustalić dopiero 
wtedy, gdy znamy parametry elektrycznego schematu zastępczego nagrzewnicy.
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Chcąc je obliczyć, musimy na początku obliczeń założyć pewien rozkład tem
peratury wzdłuż długości nagrzewnicy T(z), a po zakończeniu obliczeń po
równać rozkład otrzymany z tym wstępnie założonym. Prowadzi to do czaso
chłonnych, wymagających obliczeń całego cyklu nagrzewania, iteracji. Bar
dzo pomocne w ustaleniu pierwotnego rozkładu temperatury mogą byc dane 
eksperymentalne.

Prostszym podejściem do problemu jest "śledzenie" w trakcie obliczeń 
pewnego wybranego przekroju wsadu. Założenie to jest do przyjęcia w li
niach przemysłowych składających się zazwyczaj z wielu krótkich wzbud
ników, w których przyrost temperatury i związane z nim zmiany parametrów 
wsadu są ograniczone

Założono, 'e program powinien pozwalać obliczać rozkład potencjału wek
torowego A w stanach quasi-ustalonych oraz temperatury we wsadzie i 
wymurówce dla zadanych warunków początkowych T dla wsadu nieruchomego i 
ruchomego (±v) w stanach cieplnie ustalonych i nieustalonych.

Uproszczony schemat blokowy programu pokazano na rys.7.10. Istotą 
przedstawionego algorytmu są cztery jego podstawowe bloki:
- blok obliczeń sprzężonych pól dwuwymiarowych dla przyjętej wcześniej 
wartości napięcia Uj lub prądu wzbudnika 1 ;̂

- blok obliczeń rezystancji i reaktancji nagrzewnicy oparty na obliczonym 
z rozkładu pola elektromagnetycznego zespolonym wektorze Poyntinga;

- blok obliczania rzeczywistych wartości napięcia lub prądu wzbudnika 
1̂  oparty na metodzie oporów magnetycznych [146];

- blok korekcji napięcia U^ lub prądu wzbudnika 1  ̂ w przypadku, gdy 
wartość zadana do obliczeń i wartość rzeczywista różnią się więcej niż 
zostało to dopuszczone.

7.3.3. MODEL MATEMATYCZNY PÓL SPRZĘŻONYCH

Istnieją trzy podstawowe metody uwzględnienia w obliczeniach pola, ru
chu pewnej części rozpatrywanego układu, w zależności od tego, czy ruch 
może być uwzględniony przez [11,19,31].
- zmodyi iKowanie opisu źródła pola;
- zmodyfikowanie równań pola;
- odpowiednią dyskretyzację równań pola.
Rozpatrywany problem pozwala na odpowiednią modyfikację równań pola i roz
patrywanie zagadnienia w nierucho ym ukł dzie współrzędnych związanym ze 
wzbudnikiem.



-98-

/  czy N
wszystkie wzbud- 
\  nlki? /

 nowe
wzbudniki,; 
to, (nowa V, s\ność)?

WsC- 5ZX - \ ! §p<pbliczyć stygnięcię>——i

przyjęcie parame
trów następnego 
wzbudnika

modyfikacja wzbudników 
(w, l , ) lub źródta zasila- 
nia( U,.f. I,)____________

obliczenie stygnięcia 
między wzbudnikami

obliczenie pola elektro
magnetycznego i pola 
temperatury

obliczenie rezystancji 
i reaktancji

obliczenia wg metody 
schematów magnetycz
nych U, (lub i,)

obliczenia me
todą klasyczną

modyfikacja prędkości 
przesuwu

Rys.7.10. Uproszczony schemat blokowy programu obliczania pól w nagrzewni
cy przelotowej rur

Fig.7.10. Simplified flow chart of the program of computing fields in
continuous heating of pipes
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Pole elektromagnetyczne w nagrzewnicy przelotowej może być opisane 
równaniami Maxwella, które po wprowadzeniu potencjału wektorowego A przyj
mą postać (4. 10):

3A
Vx ̂i>(VxA) j-y yVx|vxftj = Jl̂ . (7.17)

Pole temperatury w układzie: nagrzewany wsad-wymurówka opisuje równanie 
Fouriera-Kirchhoffa (4.18):

3T
(7.18)T Cm ■ +V

at
+y cWT m

Można zwrócić uwagę na mieszany, paraboliczno-eliptyczny typ tych równań.

Przyjmijmy dodatkowo następujące założenia uprąszczające:
- wszystkie elektryczne i magnetyczne wielkości polowe są harmoniczne;
- pola elektromagnetyczne kolejnych wzbudników nie oddziaływają na siebie 
wzajemnie;

- prąd Jq źródła ma tylko jedną składową w kierunku 0 walcowego układu 
współrzędnych;

- wektor prędkości liniowej W ma tylko jedną składową [0 ,0 ,v );
Z

- zakładamy, że do analizy "zadania zewnętrznego" można zastosować metodę 
oporów magnetycznych;

- rozpatrujemy przypadek, gdy każdy ze wzbudników zasilany jest z indywi
dualnego źródła zasilania o stałej częstotliwości, znanym napięciu lub 
znanym prądzie wyjściowym:

- pomija się nieustalony stan prędkości rury;
- zakłada się, że pomiędzy wzbudnikami następuje oddawanie ciepła do oto
czenia o stałej temperaturze oraz pomija się oddawanie ciepła do sa
motoku.

W ten sposób problem wektorowy trójwymiarowy opisany równaniami (7.17) i
(7.18) staje się problemem skalarnym dwuwymiarowym na płaszczyźnie (r.z):

a

3r

TfC ■ m

1 a

arN dz az
+> 3'A0+yv 9- 0

3z
= J

3T 1 a 3T '
Ar--

dr

a 3T ‘ 
^ __

at r ar a z 3z

3T
+y cv m z

(7.19)

(7.20)
3z

gdzie na mocy założenia o harmoniczności przebiegów:
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w = >ro2A_ A (7.21)o - 0  - 0
*Ą_ jest wielkością sprzężoną z A ; u> jest częstością kołową źródła zasila- 
0 0

nia (w dalszej części pracy pomijać będziemy indeks 0 ).
Warunki graniczne dla równań (7.19) i (7.20) zostały pokazane na 

rys.7.11. Odpowiadają one przyjęciu założeń o zaniku pola magnetycznego w 
dostatecznie dużej odległości od wzbudnika (A=0) i wykorzystaniu warunku 
symetrii na osi wzbudnika. Dla pola temperatury warunki brzegowe opisują 
wymianę ciepła przez promieniowanie i konwekcję w układzie rura-wymurówka 
-otoczenie. Zależność stałych materiałowych wsadu od temperatury została 
omówiona w aneksie A2. Przykład wyników modelowania nagrzewania przeloto
wego rur pokazano na rys.7.1 2 .

Vconst

promieniowanie do 
otoc: enia Ta= const

Rys.7.11. Warunki graniczne dla modelu matematycznego nagrzewnicy przelo
towej

Fig.7.11. Boundary conditions for the mathematical model of the continuous
heater
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7.3.4. ZASTOSOWANIE METODY RÓŻNIC SKOŃCZONYCH (MRS) DO ROZWIĄZYWANIA 
RÓWNAŃ MODELU

7.3.4.1. MRS DLA RÓWNAŃ POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

Do rozwiązania równań (7.19) i (7.20) zastosowano metodę różnic skoń
czonych (MRS). Wprowadzono następujące siatki:
- względem współrzędnej r: r^O, r ^ , . .  . , r^ rM=r5 ze zmiennym w poszcze
gólnych podobszarach krokiem h i = r i - r ł _ 1 oraz hj=0 .5 (hi+hi+1)

- względem współrzędnej Ziz^Zp.z^ z^ ZN=ZK Ze zm ênnYm w poszcze
gólnych podobszarach krokiem 1 ]c=zjc_zjc_^ oraz 1 ^=0 , 5(lfc+lk+1);

- względem współrzędnej t:równomierną tj=jńt (j=0 ,1 ,2 ,...) z krokiem 
At i siatkę małych kroków tj+1 /2=tj+0,5At.

Rozwiązania równań szukać będziemy w obszarze:

Q = G^0ststkj , (7.22)

gdzie G=^0srar5 ,zpszszKj .

Poszukiwane wielkości polowe A i T obliczać będziemy w punktach siatki 
podstawowej (r^,zk ), a wartości współczynników materiałowych w węzłach 
siatki przesuniętej l i 1 / 2 ' z \ c i / 2  ̂■

Zastosowanie MRS do równania (7.19) opisującego pole potencjału A pro
wadzi przy użyciu schematu pięciopunktowego do układu równań różnicowych 
postaci (w równaniu tym oznaczono poszukiwany potencjał A przez U):

A(I,K)U(I-1,K)-B(I,K)U(I1K)+C(I,K)U(I+1>K) +
+D(I,K)U(I,K-1)-E(I,K)U(I,K)+F(I,K)U(I,K+1) =G(I,K) , (7.23)

w którym poszczególne współczynniki są opisane w pracy [131].

Wartości v obliczane były dla stali z krzywej magnesowamia v=f(|B|):

IB| = |rotA|=v |Br |2+|Bz |2 .

|B |2= B B* ; IB |2= B B* , (7.24)• r 1 r r  * z 1 z z

d k A dk

Br= "'Sz' : BZ= T  + ~ a F

Równania typu (7.23) zapisane dla wszystkich punktów siatki przestrzen
nej (r^,zk ) tworzą układ (MN) nieliniowych równań algebraicznych o zespo
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lonej macierzy współczynników. W przypadku rozwiązywania układu w dziedzi
nie liczb rzeczywistych konieczne jest zapisanie macierzy zespolonych w 
postaci macierzy rzeczywistych. Macierz współczynników S ma wtedy struktu
rę pasmową o szerokości pasma 2M, w którym jedynie 5 przekątnych zawiera 
elementy niezerowe. W każdym układzie współrzędnych macierz S jest diago
nalnie dominująca i ma własność (A) Younga [167]. Do zapamiętania tej ma
cierzy zastosowano metodę nazywaną w technice macierzy rzadkich jako RR 
(C) 0 [103]. Można zauważyć, że wprowadzenie do obliczeń zmodyfikowanego 
potencjału wektorowego A=A r prowadzi do symetrii operatorów różniczkowych 
względem zmiennych przestrzennych r,z, jednak obecność w równaniu (7.17) 
członu Vx|vxflj powoduje po dyskretyzacji i tak niesymetrię macierzy współ
czynników.

7.3.4.2. MRS DLA RÓWNAŃ POLA TEMPERATURY
Zagadnienie termokinetyczne w omawianej nagrzewnicy przelotowej rur 

przy podanych w p.2.3. założeniach opisuje równanie (7.20):

3T i a ar ■ a 3T ‘ a t
y c ---- —  --- Ar-- - ____ A -- +y cv — - = w .

m at  r ar 3r az a z m z az

Równanie w postaci (7.25) obowiązuje dla ruchomego wsadu, a po

(7.25)

w q = 0  i v z = 0  również dla wymurówki nagrzewnicy. 
Równanie (7.25) można zapisać w postaci:

y c-f£- = L. T+L_T+w , m ot 1 2 o (7.26)

gdzie operatory różniczkowe maJą postać:

L 1 =
d d l  ' 

A -- -y cv
dz dz m

1 d r d l '
— ---- Ar--
r dr d r

ST

8z
(7.27)

(7.28)

Do rozwiązania równania (4.1) zastosowano MRS aproksymując operatory 
różniczkowe względem współrzędnych r i z odpowiednimi analogami 
różnicowymi i Â :
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A1T1 =
1 Ai,k+l/2 ( Ti,k+1 Ti,k; Ai,k-l/2 (Ti,k Ti, k- 1  J
T k 1 , 1k+1 k

T -T .i, k+ 1 i, k- 1

1 k+l+1k
(7.29)

A2T2 =rihi
Ai + l/2 ,k(Ti + l,k~Ti,l Ai-l/2 ,klTi,k "Ti-l,k

i + 1 / 2 - r .i-1 / 2
i + 1 “i

(7.30)
Aproksymacja względem czasu może być ogólnie zapisana za pomocą [165]:

rę
Tj+l_Tj

m At = Aj ĵ0TJ + 1 + (l-0)TJJ+A2 |̂ 0TJ+1 + (l-e)TJj + ̂ 0wJ + 1 + (l-0)wJj . (7.31

Przyjmując w tym równaniu 0=0, otrzymamy schemat jawny, 0=1 daje schemat 
niejawny, a dla 0=1/2 otrzymamy oczywiście schemat Cranka-Nicolsona, naj
częściej chyba stosowany z uwagi na swoją bezwzględną stabilność i 

2dokładność rzędu 0(At ). Otrzymywane jednak układy równań algebraicznych 
są pięciodiagonalne i do ich rozwiązania nie można zastosować algorytmu 
Thomasa dla macierzy trójdiagonalnych [22,98,149,163], Opracowano więc 
tzw. metody ekonomiczne, np. naprzemiennych kierunków (ADI) lub metody lo
kalnie jednowymiarowe, których główna idea w stosowaniach do zagadnienień 
parobolicznych polega na takim przejściu do kolejnej chwili czasu, aby 
możliwe było rozwiązywanie jedynie równań jednowymiarowych pozwalających 
na zastosowanie algorytmu Thomasa i skrócenie czasu obliczeń [110,111].

Spośród wielu problemów związanych z rozwiązaniem przedstawionego mode
lu do szerszego omówienia zostały wybrane tylko dwa, stosunkowo słabo zna
ne z zagadnień praktycznych:
- problemy numerycznego rozwiązywania równania paraboliczno-eliptycznego,
- zastosowanie metody ADI do zagadnień parabolicznych i eliptycznych.
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Rys.7.12. Rozkład temperatury wzdłuż długości nagrzewnicy przelotowej
Fig.7.12. Temperature distribution along the length of the continuous

heater

7.3. 4.3. PROBLEMY NUMERYCZNEGO ROZWIĄZYWANIA RÓWNANIA PARABOLICZNO- 
ELIPTYCZNEGO 

Równanie typu (7.17), a więc ogólnej postaci:

Vx [w( VxA) l  = j  - y   , ( 7 . 3 2)
L J dt
dA 3A , ,

gdzie    Vx VxA ( 7 . 3 3 )
dt St l. >

zawiera operator eliptyczny dla rozkładu przestrzennego A i operator para
boliczny dla opisu prądów wirowych. Ten typ równania jest dobrze znany w 
mechanice płynów, przepływie ciepła i meteorologii, gdzie opisuje on mie
szany problem konwekcji i dyfuzji.

Paraboliczny operator różniczkowy może być rozważany za pomocą procedu
ry krokowej (time stepping), tak jak we wzorze (7.31).
Rozwiązanie numeryczne tego typu równań w przypadku, gdy konwekcja dominu
je i równanie przybiera charakter równania hiperbolicznego, jest zazwyczaj
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skoraplikowane, ponieważ wtedy w rozwiązaniu numerycznym pojawiają się 
oscylacje. W pracy [104] stwierdzono po raz pierwszy, że trudności w roz
wiązaniu są spowodowane głównie przez dyskretyzację przestrzenną. W pra
cach [14,41,43,49,98,162,169] podano warunki braku oscylacji w rozwiązaniu 
dla różnych sposobów aproksymacji pochodnych przestrzennych w MRS i w MES.

W przypadku równań wielowymiarowych można stwierdzić z dużym przybli
żeniem, że użycie schematów jawnych wymaga dwukrotnego zmniejszenia kroku 
czasowego w przypadku dwuwymiarowym i potrójnego dla zagadnień trójwymia
rowych. Schemat Cranka-Nicolsona jest zawsze bezwzględnie stabilny i roz
wiązywalny (warunek dominacji wyrazów na przekątnej), gdy spełniony jest 
warunek podany w pracy [98]. Zastosowanie do aproksymacji członu konwek
cyjnego różnicy "upwind" prowadzi do schematu bezwzględnie stabilnego i 
zawsze rozwiązywalnego [98].

Można stwierdzić, że do rozwiązania równania dyfuzyjno-konwekcyjnego 
mogą być stosowane wszystkie konwencjonalne schematy numeryczne, ale 
wszystkie one muszą używać dużej liczby elementów, węzłów i przedziałów 
czasowych w przypadku, gdy konwekcja dominuje. Można dodać, że proste 
schematy stosowane do równań jednowymiarowych nie dają się łatwo stosować 
do równań wielowymiarowych lub nieliniowych. Dlatego podejmuje się roz
wiązania tego typu równania w ruchomym układzie współrzędnych [162]. W 
cytowanych w literaturze przypadkach osiągnęto nawet dziesięciokrotne 
zmniejszenie kosztów obliczeń [49].

Innym sposobem uniknięcia oscylacji w równaniach zawierających czynnik 
uwzględniający ruch jest nieco inna dyskretyzacja pochodnych przestrzen
nych członu konwekcji. W pracy [1] stwierdzono, że dyskretyzacja Cranka- 
Nicolsona może powodować oscylacje dla problemów silnie nieliniowych. Zas
tosowano więc w niej aproksymację pochodnej czasowej 3A/3t w postaci:

3A A^+^-A^=   __ (7 3 4 )3t At

zaś pochodną 3A/óx aproksymowano dla wartości z chwili poprzedniej:

3A A,J ,-A.J ,
  = k+1 “ - 1 (7 35)3x 2Ax '

Zaletą zapisu 3A/3x dla starej warstwy czasu jest zachowanie symetrii ma
cierzy współczynników, ale powoduje to oczywiście pewien błąd obliczeń. Z 
uwagi jednak na fakt, że składowa "rotacji" w generowaniu prądów wirowych
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jest znacznie mniejsza niż składowa "transformacji", błąd ten będzie miał 
niewielki wpływ na efekt nagrzewania. Wydaje się więc, że ten typ aproksy
macji jest w pełni dopuszczalny w zagadnieniach nagrzewania przelotowego, 
chociaż nie był on stosowany w tej pracy.

7.3.4.4. ZASTOSOWANIE METODY NAPRZEMIENNYCH KIERUNKÓW (ADI)
Naturalnym zastosowaniem metod ADI są oczywiście problemy niestacjonar

ne zawierające operator 3 \3t [84]. Można jednak traktować rozwiązanie
równania eliptycznego typu (7.19) jako stan ustalony równania o postaci:

W = A 1 T+A2T - (7'36)

Taka interpretacja pozwala na zastosowanie metody ADI do zagadnień opisa
nych równianiami eliptycznymi. Parametr At traci oczywiście w tym wypadku 
sens przyrostu czasu i staje się parametrem iteracji dobieranym z uwagi na 
minimalną liczbę iteracji, potrzebną do rozwiązania otrzymanego po dyskre- 
tyzacji przestrzennej układu równań algebraicznych.

Można przypomnieć, że zastosowanie metody ADI do równań parabolicznych 
wiąże się z podziałem każdego elementarnego kroku czasowego At na mniejsze 
kroki o długości związanej z ilością zmiennych przestrzennych. Pozwala to 
zapisać równanie (7.26) w postaci układu równań:

Tj+ 1 / 2  _Tj
y c ------------ = A,TJ + 1 / 2  +A„TJ+wj , t , < t s t  . . , (7.37)

O.SAt 1 2 ° J J + 1 / 2

Tj+ 1 _Tj+l/ 2

^  A, T > I / 2  ■ U-l/ 2< M t j «  • , 7 38>

Zaletą metody naprzemiennych kierunków jest fakt, że w każdym przedziale 
czasowym At/2 wymagane jest rozwiązanie jedynie trójdiagonalnego układu 
równań algebraicznych. Wielu autorów uważa, że stosowanie metody ADI do 
rozwiązywania zagadnień dwuwymiarowych jest ekonomicznie uzasadnione [97, 
98, Ul],

Rozważmy równanie rzędu drugiego w ogólnej postaci:

2 2a u , 3 u 3u , Su _ -n,a  - + b  ł+c +d +eu+ = f . (7.39)
3x 3y 3x 3y

Metoda ADI, podobnie jak inne metody różnic skończonych, prowadzi do
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układu równań algebraicznych w ogólnej postaci:

Au = b . (7.40)

Zapiszmy macierz A układu (7.40) w postaci: 
A = H+V+Z , (7.41)

gdzie macierze H,V,£ związane są z następującymi członami równania (7.39):

W metodach ADI nie czyni się żadnych założeń odnośnie operatorów z 
wyjątkiem jednego naturalnego założenia o nieosobliwości operatorów

związane z możliwością wyboru optymalnych wartości parametrów iteracji

ratorów Lj i L^. Operatory i w równaniu eliptycznym zapisanym we 
współrzędnych walcowych w przypadku symetrii osiowej są przemienne i samo- 
sprzężone. Można jednak określić warunki zbieżności metody ADI również w 
przypadku ogólnym, tj. gdy operatory nie są przemienne [1 1 1 ].

Określmy teraz warunki, które będą równoważne założeniu przemienności 
operatorów Lj.L,,, a jakie muszą spełniać macierze H,V,£, tak aby metoda 
ADI była zbieżna. Definiując macierze A^ i A^H+0,5£i A2=V+0,5£, tak że 
A=A1 +A2,warunek zbieżności rozwiązania równania (7.40) metodą ADI sprowa
dza się do założenia, że A^>A2 musz8l być symetryczne i dodatnio określone 
oraz A1 A2=A2AJ. Warunek przemienności jest niestety bardzo silny i jest 
spełniony tylko dla wąskiej klasy zagadnień brzegowych [149]. Mimo to 
praktyczne doświadczenia z metodami ADI nasuwają przypuszczenie, że sprzy
jające własności tych metod zachodzą także często i w przypadku nieprze- 
miennym, gdy przy rozwiązaniu stosuje się ciąg parametrów optymalnych u>k 
wyznaczony dla przypadku przemiennego.

Po wprowadzeniu macierzy Aj. A2 woźna iteracyjnie poszukiwać rozwiązania 
układu (4.7) według zależności:

(7.42)

dy^  dy

Z: eu .

(w^D+L^) dla <x=l,2. Dodatkowe założenia nakładane na operatory L ^ ,L ^ są

1 2o>k,£Jk’ Tymi dodatkowymi założeniami są samosprzężenie i przemienność ope-

(7.43)
(W i 0)u = b' (Ar V i ,)u'



-108-

Wybierając spośród wielu wariantów metod typu ADI metodę Peacemana- 
Rachforda można jej algorytm zapisać w postaci:

(A +w 0)u(n+1/,2)= b-(A -w 0 )u(n) 
1 n+ 1 2 n+1

(n+1 ) , ,. „,(n+1 /2 )2 n+1 =b-(Ar wn+l0)
(7.44)

Określenie optymalnego doboru ciągu parametrów dla równania elip
tycznego wymaga korzystania z funkcji eliptycznych Jacobiego i z numerycz
nego punktu widzenia pozostaje problemem nierozwiązanym. W praktyce korzy
sta się z algorytmów przybliżonego doboru podanych przez Wachspressa 
lub Peacemana i Rachforda (98,149), który był wykorzystywany w tej pracy. 
Dotyczą one zagadnień płaskich z warunkami brzegowymi pierwszego, drugiego 
i trzeciego rodzaju przy spełnieniu założeń o stałości pewnych współczyn
ników w tych warunkach [111]. Eksperymenty numeryczne wykazały, że zaleca
ne ciągi a>k dają również dobrą zbieżność dla układów równań zespolonych.

Oto parę uwag na temat stabilności metody ADI. W przypadku dwuwymiaro
wym metoda ta jest bezwarunkowo stablina, pomimo że każdy z jej elementar
nych półkroków jest warunkowo stabilny i posiada dokładność drugiego rzędu

[ 2 2 2l(ńr) ,(Az) ,(At)

Dla większej ilości wymiarów metoda może posiadać uwarunkowaną stabilność, 
ale zazwyczaj do stabilności całego układu wymagana jest stabilność opera
tora zawierającego największą liczbę pochodnych; pozostałe operatory mogą 
być niestabilne.

Można więc stwierdzić, że równanie typu:

(7.45)

określone na prostokącie, na bokach którego zadane są kombinacje warunków 
brzegowych jednego z trzech typów i przy założeniach, że k^=k^(r), 
k^k^iz), q=const, może być rozwiązane metodą naprzemiennych kierunków. 
Założenia o stałości q oraz zależności współczynników k tylko od jednej 
współrzędnej r lub z są istotne. Gdy chociaż jedno z tych założeń nie jest 
spełnione, to macierze A^ i A2 nie będą przemienne.

Zastosowanie metody ADI do pełnego równania transportu, tj. gdy jedno
cześnie występuje dyfuzja i konwekcja, nie zmienia bezwzględnej stabilnoś

i a du d du

r d r v—d r
+ —

d z k3 dz
-qu = -f (r, z)
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ci metody. Stwierdzono, że może jednak nastąpić utrata bezwarunkowej sta
bilności metody przy rozwiązywaniu równań o zmiennych współczynnikach lub 
równań opisanych w obszarach innych niż prostokątne [111]. Pomimo to eks
perymenty numeryczne pokazały, że metoda ADI może być stosowana do znacz
nie szerszej klasy równań różniczkowych niż równania o stałych współczyn
nikach w obszarach prostokątnych.

Porównując metodę ADI z innymi metodami iteracyjnymi, można stwierdzić, 
że osiągnięcie określonej dokładności wymaga ln(l/ńx) iteracji przy wymia
rze siatki Ax dążącym do 0 oraz 1/Ax iteracji dla metody SOR lub iteracji 
Jacobiego z przyśpieszeniem Czebyszewa. Metoda ADI jest możliwa do zasto
sowania, jak się wydaje, do mniejszej klasy problemów niż metody pozosta
łe. Jej każdy krok jest znacznie bardziej pracochłonny niż w przypadku in
nych metod iteracyjnych, a jej większa szybkość zbieżności ujawnia się do
piero przy optymalnym doborze parametrów Obliczenia wykazały, że
zakładając poprawność zastosowania ADI, istnieje taka wartość kroku przes
trzennego Axg,że dla Ax>Axg metody typu SOR są zalecane, a dla Ax<Axg me
toda ADI gwarantuje szybszą zbieżność.

7.3.4.5. UWAGI NA TEMAT STOSOWANYCH METOD NUMERYCZNYCH
Zastosowanie MRS do zagadnienia elektromagnetycznego i termokinetyczne- 

go prowadziło do powstania dużych, rzadkich układów równań nieliniowych, 
które rozwiązywane były metodami iteracyjnymi. Przy rozwiązywaniu itera- 
cyjnym równań nieliniowych należy rozróżniać tzw. iteracje zewnętrzne i 
wewnętrzne. W iteracjach zewnętrznych współczynniki równań algebraicznych 
są korygowane zgodnie z aktualnymi wartościami polowymi. W cyklach we
wnętrznych zakłada się stałość v , \ , c  i rozwiązuje się iteracyjnie liniowe 
układy równań. Eksperymentalnie stwierdzono, że nie ma sensu częściej mo
dyfikować v niż co 5 . . . 6  cykli iteracji wewnętrznych. Do pól bardzo sil
nych stosowanych w grzejnictwie indukcyjnym parametr podrelaksacji wartoś
ci v ma małe wartości, w praktyce zawierające się w przedziale 0,05...0,1 
i jego wpływ na przyspieszenie procesu iteracyjnego jest niewielki.

W pracy stosowano następujące algorytmy rozwiązywania równań liniowych:
- SOR (Successive Over Relaxation) dla zespolonej macierzy współczynników;
- ADI (Alternating Direction Implicite);
- CG (Conjugate Gradient).

Niesymetria macierzy S eliminuje zastosowanie metod właściwych układom sy
metrycznym, np. stosowanej obecnie powszechnie w MES metody ICCG [2,21],
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SOR jest dla MRS metodą prawdopodobnie najbardziej efektywną i o dobrych 
podstawach matematycznych [22,85,98,110,111,]. W pracy stosowano tę metodę 
do rozwiązywania układu równań o zespolonej macierzy współczynników. Dla 
równania Laplace’a lub Poissona dla pól elektro- lub magnetostatycznych, 
wartość współczynnika relaksacji u zawiera się - jak wiadomo - w przedzia
le lso><2 i istnieją dobrze opracowane metody wyznaczania optymalnej war
tości w oraz przyspieszania zbieżności w trakcie obliczeń [22,98,149,163]. 
Rozwiązywanie układu o zespolonej macierzy współczynników wymaga wyznacze
nia zespolonego współczynnika relaksacji Interesujący sposób doboru
zespolonej wartośći u przedstawił Lehmann w pracy [73]. Umożliwia on 

Copt
numeryczne znalezienie parametrów iteracji stosując nowy, oryginalny spo
sób wyznaczania największej co do modułu wartości własnej A^ macierzy 
Jacobiego. Metoda ta została wykorzystana w niniejszej pracy. Należy za
znaczyć, że nawet żmudne znalezienie wartości A dla pewnego stanu układum
nie gwarantuje uzyskania zbieżności metody SOR dla całego procesu nagrze
wania - w trakcie procesu nagrzewania macierz współczynników ulega modyfi
kacji z uwagi na zależność y(T) i p(H,T). Eksperymenty numeryczne z zasto
sowaniem metody SOR do rozwiązywania układów równań zespolonych potwier
dziły opinię o licznych przypadkach rozbieżności metody pomimo wyznaczania 
parametru (*>c na drodze numerycznej a nie doboru metodą prób. Stwierdzono, 
że zespolony współczynnik relaksacji zapewniający zbieżność dla macie
rzy współczynników wyznaczonej dla pewnej temperatury powodował rozbież
ność procesu iteracyjnego dla macierzy współczynników wyznaczonej dla in
nej temperatury. Należałoby eksperymentalnie zbadać, jak często, tj. co 
jaki przyrost temperatury wsadu, trzeba obliczać ponownie wartości własne 
macierzy współczynników, tak aby zapewnić dostatecznie dużą zbieżność ob- 
] iczeń

Metodą, która dała bardzo dobre wyniki zbieżności, ale niestety również 
długie czasy obliczeń, była metoda sprzężonych gradientów CG. Zastosowany 
algorytm metody CG uwzględniał fakt, że macierz układu jest rzadka. Zbież
ność w cyklach wewnętrznych otrzymywano po kilkudziesięciu iteracjach. Cy
kle zewnętrzne wymagały 20...30 iteracji.

Porównanie metod pod kątem zbieżności i szybkości obliczeń w przypadku 
zadania modelowego (równanie Poissona opisane na prostokącie) oraz 
szczegółowe uwagi na temat rozwiązywania równań nieliniowych zawiera praca 
[38].
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Doświadczenie, zdobyte przy budowie i użytkowaniu przedstawionych powy
żej modeli numerycznych procesu nagrzewania indukcyjnego, pozwala na sfor
mułowanie następujących wniosków:
- modelowanie numeryczne stanowi obecnie podstawowe narzędzie badania na
grzewnic indukcyjnych o złożonej geometrii i złożonych warunkach zasila
nia; umożliwia uwzględnienie wszystkich cech nagrzewnic indukcyjnych wy
mienionych w p.2 . 1  i głębsze zrozumienie zachodzących procesów fizycz
nych;

- pod wieloma względami uzupełnia ono lub nawet przewyższa eksperyment 
rzeczywisty umożliwiając uzyskanie informacji o wielkościach trudnomie- 
rzalnych lub wręcz niedostępnych na drodze pomiarowej; dotyczy to przede 
wszystkim pomiaru temperatury w przekroju wsadu;

- zapewnienie odpowiednich z technologicznego punktu widzenia warunków na
grzewania może być dokonane bądź na drodze kosztownych badań laborato
ryjnych wspomaganych jedynie przybliżonymi metodami obliczeniowymi, bądź 
drogą numerycznej symulacji procesu nagrzewania;

- modele takie, oprócz oczywistej przydatności na etapie projektowania na
grzewnicy i jej źródła zasilania, są również niezwykle użyteczne dla te
chnologów, jako że o jakości procesu nagrzewania decyduje zarówno koń
cowy roekład temperatury, jak i niedopuszczenie do lokalnych przegrzań w 
czasie całego procesu nagrzewania; są powszechnie akceptowane na etapie 
projektowania oraz eksploatacji nagrzewnic;

- modele numeryczne charakteryzuje duża dokładność uzyskanych wyników, ale 
również bardzo długi czas obliczeń, stanowiący podstawową wadę modelowa
nia numerycznego; czas obliczeń modelu dwuwymiarowego jest znacznie 
dłuższy niż modelu jednowymiarowego, należy więc dążyć do stosowania mo
delu jednowymiarowego w tych wszystkich zagadnieniach, w krórych pozwa
lają na to przesłanki fizyczne;

- w nagrzewnicach przelotowych energia elektromagnetyczna wnika prawie 
prostopadle do powierzchni wsadu, z wyjątkiem jego czołowych części, i 
dlatego pole elektromagnetyczne może być wyznaczane modelem jednowymia
rowym, a efekty końcowe mogą być uwzględnione za pomocą metod analitycz
nych;

- przy rozwiązywanu zadania termokinetycznego w takich nagrzewnicach domi
nuje przenoszenie ciepła związane z ruchem wsadu, pozwala to również

7.4.WNIOSKI
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rozwiązywać zadanie jednowymiarowe, jedynie przy bardzo małych pręd
kościach przesuwu wsadu konieczne jest stosowanie modelu dwuwymiarowego, 
uwzględniającego przepływ promieniowy ciepła.



8. SYMULACJA PROCESU NAGRZEWANIA INDUKCYJNEGO PRZY ZASILANIU 
NAGRZEWNICY Z TYRYSTOROWEGO FALOWNIKA ROWNOLEGLEGO PRĄDU

8.1. WSTĘP

Klasyczne metody projektowania nagrzewnic indukcyjnych, zasilanych naj
częściej z sieci przemysłowej lub generatorów elektromaszynowych, zakłada
ją spełnienie szeregu założeń upraszczających, a m.in. przyjęcia, że:
- moc powierzchniowowa pQ lub gęstość strumienia cieplnego q są stałe w 
trakcie nagrzewania;

- częstotliwość pracy f źródła zasilania nagrzewanicy jest stała;
- wartości współczynników materiałowych wsadu A, c,<r,p są stałe;
- parametry skupione R,L nagrzewnicy są znane.

Przykłady takich metod są przedstawione np.w pracach [71,99,100,121,146].
Wprowadzenie falowników półprzewodnikowych do zasilania nagrzewnic in

dukcyjnych spowodowało, że stosowanie klasycznych metod obliczania nagrze
wnic przy zasilaniu z takich źródeł znacznie pogorszyło dokładność projek
towania. Moc wyjściowa falownika, o ile nie posiada on układu stabilizacji 
mocy, i jego częstotliwość pracy mogą zmieniać się w trakcie nagrzewania w 
tak szerokich granicach, że nawet przybliżone traktowanie tych wielkości 
jako stałych może być niedopuszczalne. Powstała więc konieczność opracowa
nia algorytmu symulacji procesu nagrzewania indukcyjnego przy zasilaniu 
nagrzewnicy ze źródeł półprzewodnikowych.

Poniżej przedstawiony zostanie algorytm symulacji procesu nagrzewania 
przy zasilaniu nagrzewnicy z tyrystorowego falownika równoległego prądu 
(TFRP). Symulacja ta miała następujące cele:
- zbadanie, jaki wpływ na proces nagrzewania ma TFRP i jego układ regula
cji;

- zbadanie, jaki wpływ na pracę TFRP ma obciążenie w formie nagrzewnicy 
indukcyjnej;

- dostarczenie narzędzia użytecznego przy kontroli poprawności pracy falo
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wnika w stanach pracy nieustalonej i quasi-ustalonej;
- uzyskanie informacji użytecznych przy projektowaniu części siłowej falo
wnika;

- określeniu struktur i nastaw regulatorów układu regulacji falownika.

8.2. TYRYSTOROWY FALOWNIK RÓWNOLEGŁY PRĄDU JAKO ŹRÓDŁO ZASILANIA 
NAGRZEWNIC INDUKCYJNYCH

8.2.1. WSTĘP

Typy i zasady działania falowników tyrystorowych zastosowanych w grzej- 
nictwie indukcyjnym są dobrze opisane w literaturze [4,35,83,102,166], Po
nieważ podstawowym typem falownika stosowanym w przemyśle, szczególnie w 
zakresie dużych mocy, jest tyrystorowy falownik równoległy prądu (TFRP), 
wybrano ten typ falownika do dalszych rozważań. Głównymi zaletami tego fa
lownika jest prosta budowa części siłowej, duża odporność na zwarcia, 
zdolność do pracy w szerokim zakresie częstotliwości wyjściowej (ok.5:l), 
małe zniekształcenia generowane do sieci zasilającej, brak wewnętrznych 
elementów komutacyjnych i związana między innymi z tym jego wysoka spraw
ność. Do wad tego typu falowników literatura zalicza przede wszystkim zło
żony w porównaniu np. z falownikami napięcia układ sterowania i regulacji 
oraz problemy związane z tzw. "startem" falownika równoległego.

Nagrzewnica indukcyjna stanowi dla źródła zasilania szczególny rodzaj 
odbiornika. Cechami charakterystycznymi nagrzewnic indukcyjnych jako od
biorników energii elektrycznej są [50,70,120]:
- ciągłe zmiany wartości rezystancji i indukcyjności nagrzewnicy w trakcie 
procesu nagrzewania;

- nieliniowy charakter obciążenia, zwłaszcza przy nagrzewaniu ferromagne- 
tyków, wynikający z zależności parametrów nagrzewnicy od temperatury, 
pola elektromagnetycznego i częstotliwości;

- niski współczynnik mocy nagrzewnicy, co prowadzi do konieczności kompen
sacji mocy biernej poprzez włączenie baterii kondensatorów i powstania 
obwodu rezonansowego RLC o dużej dobroci (Q=2,5...20);

- duża dobroć Q obciążenia, co powoduje, że impedancja obciążenia widziana 
przez źródło zasilania może zmieniać się gwałtownie w odpowiedzi na małe 
zmiany parametrów wsadu lub częstotliwości; cecha ta bardzo niekorzystna 
przy zasilaniu z generatorów elektromaszynowych jest zazwyczaj bardzo
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użyteczna przy zasilaniu z generatorów tyrystorowych, które pracując w 
pobliżu częstotliwości rezonansowej obciążenia dostarczają maksymalną 
moc do obciążenia.

Parametry nagrzewnic indukcyjnych do topienia, hartowania i nagrzewania 
skrośnego metali o mocy 25...250 kW charakteryzują zazwyczaj następujące 
wielkości:
- impedancja zastępcza Zk=0,4...0 , 8 fi
- współczynnik mocy c o s ip = 0 ,1... 0, 5
- częstotliwość pracy f=500. . . 10000 kHz.

Cytowane prace w większości nie uwzględniają jednak przedstawionej po
wyżej specyfiki nagrzewnic indukcyjnych, umożliwiając jedynie stwierdzenie 
poprawności pracy w wybranym punkcie pracy określonym przez wartości R,L 
nagrzewnicy. Proces projektowania powinien obejmować cały zakres możliwych 
zmian obciążeń falownika ze szczególnym uwzględnieniem stanów nieustalo
nych, np. rozruchu, zmian obciążenia przy wprowadzeniu lub opuszczeniu 
wzbudnika przez wsad, zwarciu itp.

Przedstawione poniżej zależności opisujące TFRP i krótki opis jego 
układu sterowania i regulacji są przydatne do zrozumienia algorytmu symu
lacji pracy takiego falownika zasilającego nagrzewnicę indukcyjną.

8.2.2. ZASADY STEROWANIA I REGULACJI TFRP

Schemat blokowy TFRP w układzie mostkowym przedstawiono na rys.8.1. Na
kładane zazwyczaj ograniczenia na wielkości elektryczne w TFRP są 
następujące:
- wynika ono zazwyczaj z ograniczonej obciążalności prądowej tyry-

max
storów i dławika w obwodzie pośredniczącym;

- UjSUj wynika ono z ograniczonej wytrzymałości napięciowej dielektryka
max

kondensatora komutacyjnego lub rzadziej z klasy napięciowej tyrystorów 
falownika;

- wynika ono z konieczności utrzymania czasu dysponowanego na komu
tację t^ większego od katalogowego czasu odzyskiwania własności zaworo
wych t ; warunek ten pociąga za sobą ograniczenie fmax-

Schemat układu regulacji TFRP przedstawiony na rys.8.1 zapewnia spełnienie 
powyższych ograniczeń nałożonych na Ij .Uj i f. Dodatkową nadrzędną pętlą 
regulacji może być pętla regulacji mocy czynnej P̂  dostarczonej do obcią
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żenia. Dokładny opis układu regulacji TFRP oraz metodę syntezy struktur i 
nastaw poszczególnych regulatorów można znaleźć w pracy [56],
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Rys.8.1. Schemat blokowy nagrzewnicy indukcyjnej zasilanej z tyrystorowego
falownika równoległego prądu

Fig. 8.1. Block diagram of the induction heater supplied from the thyristor
current fed parallel inverter

W TFRP w roli zmiennych sterujących mocą dostarczoną do obciążenia mogą 
być użyte: napięcie wyjściowe prostownika Ud> częstotliwość pracy falowni
ka f i wartość pojemności C. Wartości i f mogą zmieniać się w pewnym 
obszarze w sposób płynny, a wartości C można zmieniać w praktyce tylko 
skokowo. Spośród możliwych kombinacji wielkości Ud>C,f w praktyce wykorzy
stuje się zazwyczaj wariant Ud=variab, f=variab i C=const. Warunek zmiennej 
częstotliwości f nie oznacza oczywiście możliwości jej dowolnej zmiany w 
trakcie pracy falownika - częstotliwość pracy falownika dostrajana jest do
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częstotliwości narzuconej w każdej chwili przez częstotliwość rezonansową 
obwodu R, L,C obciążenia falownika. Możliwe są dwa warianty układów regula
cji częstotliwości pracy falownika:
- układy pracujące wg zasady stałego kąta wyłączenia tyrystorów;
- układy pracujące wg zasady stałego czasu dysponowanego na wyłączenie ty
rystorów.

Oba układy zostały dokładnie opisane w pracy [123] oraz są przedmiotem 
dwóch patentów [144,145], Układem zdecydowanie częściej stosowanym w roz
wiązaniach praktycznych jest układ stałego czasu wyłączenia. Układy kon
troli i zabezpieczenia falownika gwarantujące jego poprawną i bezpieczną 
pracę zostały również opatentowane [57,58],

8.2.3. METODY ANALIZY PRACY TFRP

Obliczenie napięć i prądów w przekształtnikach półprzewodnikowych wyma
ga rozwiązania złożonego układu równań algebraiczno-różniczkowych.

Wśród metod analizy procesów elektromagnetycznych w TFRP najczęściej 
stosowane są: metoda modelowania analogowego [123], metoda przekształcenia 
Laplace’a i przekształcenia "z", metoda "pierwszej harmonicznej" [142, 
143], metoda spektralno-operatorowa, metoda zmiennych stanu, modelowanie 
stało- i zmiennostrukturalne. Należy podkreślić, że wszystkie te metody 
zakładają znajomość i niezmienność parametrów R, L nagrzewnicy. Poważne 
problemy natury obliczeniowej pojawiają się przy próbach symulacji pracy 
TFRP zasilającego nagrzewnicę indukcyjną, która jak już powiedziano, sta
nowi obiekt o stałych rozłożonych, niestacjonarny i silnie nieliniowy. Po
stępowanie polegające na bezpośrednim całkowaniu równań różniczkowych opi
sujących stan elektromagnetyczny falownika i równań polowych pozwalających 
wyznaczyć parametry obciążenia jest nawet przy zastosowaniu bardzo szyb
kich komputerów nie do przyjęcia w praktyce z uwagi na bardzo długi czas 
obliczeń [18,29],

W pracy posłużono się dwoma metodami pozwalającymi badać współpracę 
TFRP z nagrzewnicą indukcyjną:
- do analizy stanów nieustalonych i ąuasi-ustalonych w TFRP opisano TFRP 
układem obwodowych równań różniczkowych zwyczajnych modelując obciążenie 
w różny sposób, ale zakładając, że w trakcie pracy jego parametry nie 
zmieniają pod wpływem przyrostu temperatury;

- do analizy stanów ąuasi-ustalonych w TFRP i śledzenia całego procesu na
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grzewania wsadu opisano TFRP metodą "pierwszej harmonicznej", a obcią
żenie modelowano stosując analityczne metody opisu pola temperatury i 
pola elektromagnetycznego.
Postępowanie takie, jakkolwiek uproszczone, pozwala symulować pracę 

TFRP w praktycznie wszystkich stanach jego pracy. Analiza stanów ąuasi- 
ustalonych pozwala ocenić parametry energetyczne urządzenia i analizować 
ąuasi-ustalone procesy elektromagnetyczne w części siłowej. Pozwala rów
nież wyznaczyć charakterystyki statyczne falownika, umożliwia przeprowa
dzenie analizy harmonicznej przebiegów wyjściowych i napięć zasilających 
oraz określić obszar stabilnej pracy układu i czułość układu na zmiany pa
rametrów układu związanie ze zmianami obciążenia, rozrzutem technologicz
nym elementów falownika i starzeniem się jego elementów. Stany nieustalone 
interesują nas przede wszystkim przy rozruchu i przy awariach oraz przy 
identyfikacji falownika jako obiektu regulacji.

8.2.4. SYMULACJA PRACY TFRP ZASILAJĄCEGO NAGRZEWNICĘ INDUKCYJNĄ

Zakładają spełnienie następujących założeń dotyczących falownika i na
grzewnicy:
- zawory są idealnymi kluczami, tj. pomija się stany dynamiczne zaworów a 

ich charakterystyki statyczne aproksymuje się modelem dwustanowym;
- komutacja tyrystorów jest natychmiastowa;
- pomija się wpływ szeregu elementów falownika rzeczywistego np. zabezpie
czeń zaworów,elementów pomiarowych;

- pomija się parametry R,L sieci zasilającej;
- wszystkie elementy bierne RLC są idealne;
- parametry R,L nagrzewnicy są znane,

można zapisać różniczkowe równania stanu falownika w postaci: 
did 1
  =  (u ± u ) , (8 . la)
dt L ,a
dii 1

—  = — (ur * V i J ’ <8. ib)dt L,k
dUj 1
  = — (±1 .-1 . ) . (8 . lc)
dt C

Znak "+" lub określa się w zależności od aktualnie obowiązującej stru
ktury falownika.
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W modelu numerycznym opartym na równaniach (8 .1 ) uwzględniono regulator 
prądu 1̂  obwodu pośredniczącego typu P lub PI oraz regulator napięcia 
wyjściowego falownika Uj typu P. Zamodelowano również regulator czasu ko
mutacji tyrystorów RTK działający dokładnie tak jak regulator falownika 
rzeczywistego. Model pozwala na prowadzenie symulacji rozruchu w przypadku 
blokady i bez blokady regulatora RTK. Jako model prostownika tyrystorowego 
6T przyjęto przebieg jego chwilowego napięcia wyjściowego u^ przy pominię
ciu komutacji tyrystorów prostownika.

Problemem znacznie trudniejszym było odpowiednie zamodelowanie obcią
żenia falownika. Można przypomnieć, że przyjęty model TFRP wymaga okreś
lenia skupionych wartości R^ i obciążenia.

Naturalną metodą symulacji tego typu urządzeń jest zastosowanie metod 
obwodowo-polowych polegających na bezpośrednim całkowaniu równań różnicz
kowych opisujących stan elektromagnetyczny falownika i równań polowych po
zwalających wyznaczyć parametry obciążenia. Zjawiska elektromagnetyczne we 
wsadzie opisano metodą analityczno-numeryczną przedstawioną w pracy [117], 
a równanie przewodnictwa cieplnego rozwiązywano metodą "prostych". Z uwagi 
na różnice w rzędach stałych czasowych procesów elektromagnetycznych i 
termokinetycznych pojawia się tzw. problem "sztywnego" układu równań róż
niczkowych opisujących obie grupy zjawisk. Do rozwiązywania takiego układu 
równań stosowano najprostszą postać sztywnego stabilnie algorytmu Geara, 
tj. algorytm ekstrapolacyjny Eulera [3,15,42]. Uzyskane wyniki były sta
bilne i obarczone małymi błędami, ale użycie metody było bardzo 
czasochłonne. Zastosowanie algorytmu Geara pozwoliło prawie o 40% skrócić 
czas obliczeń w porównaniu z przypadkiem użycia powszechnie stosowanej me
tody Rungego-Kutty IV rzędu. Pomimo długich czasów obliczeń podejście taki 
należy uznać za poprawne i należy go w przyszłości doskonalić zarówno pod 
względem modelu obciążenia jak i stosowanych metod numerycznych.

Poszukuje się również metod aproksymacyjnych dla tego typu zadań pozwa
lających uzyskać żądane wyniki przy akceptowalnych kosztach i czasie obli
czeń. Przykładem takiej metody może być całkowanie układu równań stanu fa
lownika i korzystanie z uprzednio obliczonych za pomocą dokładnych metod 
polowych charakterystyk nagrzewnicy, stanowiących swoisty "bank" informac
ji o układzie [9,53,54].

Znacznie prostszym sposobem obliczenia parametrów obciążenia było 
posłużenie się schematem zastępczym nagrzewnicy przedstawionym w p.8.3.1 .
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Parametry elektryczne nagrzewanej rury obliczano z zależności (A4.1) i 
(A4.2). Korzystano zazwyczaj z ich uproszczonej postaci obowiązującej dla 
silnego efektu powierzchniowego. Uwzględniano w nich zależność |i(H,T) i 
<r(T) (zależności z A2. ) dla wybranej jednorodnej w przekroju wsadu tempe
ratury T. Był to tzw. model "nieliniowy".

Rozważano również model zwany "liniowym", który tworzą uśrednione w 
czasie wartości zmieniających się okresowo wielkości R^ i obliczone w 
modelu "nieliniowym" (rys.8 .2). Stwierdzono, że "liniowy" model obciążenia 
może prowadzić do błędnych wniosków, np. może uniemożliwiać rozruch, pod
czas gdy odpowiadający mu model "nieliniowy" nie wykazuje takich właści
wości.

Takie modele obciążenia pozwoliły na przeprowadzenie obszernych badań 
wpływu różnych obciążeń, struktur i nastaw regulatorów w stanie pracy qua- 
si-ustalonej i przy rozruchu, wpływu nieliniowości obciążena układu i wa
runków początkowych na elementach układu rozruchowego na rozruch układu, 
wymaganej do poprawnej pracy układu wartości indukcyjności dławika L̂ . Ja
ko ich przykład pokazano na rys.8 . 2  przebiegi prądów i napięć w falowniku 
uzyskane z programu symulacji pracy TFRP napisanego w trybie konwersacyj- 
nym w Turbo Pascalu 5.5. Na uwagę zasługują zmiany chwilowych wartości re
zystancji R^ i indukcyjności nagrzewnicy. Badano również wpływ jedno
rodnej temperatury wsadu na częstotliwość pracy falownika (rys.8 .3) [79], 
Duże zmiany częstotliwości, przedstawione na rys.8 .3, spowodowane są przy
jęciem do obliczeń bardzo małej szczeliny powietrznej; w układach rzeczy
wistych zakres zmian częstotliwości przy nagrzewaniu rur nie przekracza 
zazwyczaj stosunku 2 :1 .

Sprawdzono również poprawność stosowania do obliczeń metody "pierwszej 
harmonicznej". Ponieważ częstotliwość pracy falownika musi być zbliżona do 
częstotliwości rezonansowej obwodu obciążenia (odstrojenie nie może z uwa
gi na gwałtowny wzrost napięć wstecznych na tyrystorach przekraczać paru 
procent), to pomimo dyskretnego charakteru działania falownika i silnie 
nieliniowego obciążenia, jakim jest nagrzewnica indukcyjna, szczególnie 
wsadów ferromagnetycznych, przebiegi napięcia i prądu wzbudnika są bardzo 
słabo odkształcone (patrz rozdział 9). Potwierdza ten fakt analiza harmo
nicznych napięcia Uj i prądu wzbudnika î  przeprowadzona w pracy [79], 
Stwierdzono, że w najbardziej niekorzystnych warunkach pracy (rozruch) 
względna amplituda trzeciej harmonicznej w napięciu Uj nie przekracza 13%, 
a prądu ij 25% amplitudy harmonicznej podstawowej, współczynnik odkształ-
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Rys.8 .2. Przebiegi wybranych wielkości w falowniku. Wyniki modelowania
numerycznwgo

Fig.8 .2. Waveforms of chosen quantities in the inverter. Results of
numerical modelling
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Rys.8.3. Zależność częstotliwości pracy f falownika od temperatury wsadu
Fig.8 .3. Dependence of the work frequency f of the inverter on the

temperature of the charge

cenią przebiegu był zawsze większy od 0,98. Tak niska zawartość wyższych 
harmonicznych w napięciu u^ pozwala stosować do analizy pracy TFRP metodę 
"pierwszej harmonicznej".

8.3. ALGORYTM SYMULACJI PROCESU NAGRZEWANIA PRZY ZASILANIU 
NAGRZEWNICY Z TPRP

8.3.1. ZASTOSOWANIE METODY "PIERWSZEJ HARMONICZNEJ"

Idea metody "pierwszej harmonicznej" polega na przyjęciu założenia o 
harmoniczności napięcia wyjściowego falownika Uj (rys.8 .4). Poprawność ta



-123-

lp U.
Ul

“Id

-Id

f i  X

Rys. 8 .4. Wyidealizowane przebiegi napięcia Uj i prądu iJ w tyrystorowym
falowniku równoległym prądu 

Fig.8 .4. Idealized waveforms of voltage û  and current ij in the thyristor 
current fed parallel inverter

kiego założenia została przedyskutowana w p.8.2. Założenie to pozwala 
posługiwać się elektrycznym schematem zastępczym obciążenia falownika po
kazanym na rys. 8 . 5. Wartości dwójnika reprezentującego parametry za
stępcze nagrzewnicy, tj. wzbudnika, szczeliny powietrznej i wsadu, zostały 
wyznaczone ze schematu zastępczego nagrzewnicy używanego w metodzie oporów 
wniesionych (rys.8 .5) [146]. Metoda ta, powszechnie stosowana i zweryfiko
wana wielokrotnie pomiarowo w elektrotermii, pozwala uwzględnić w oblicze
niach wpływ skończonej długości układu poprzez wprowadzenie współczynnika 
Nagaoki i zjawisko wypierania prądu we wzbudniku. Parametry wsadu R2 i X2 

obliczane były z zależności z aneksu A4.
Metoda "pierwszej harmonicznej" pozwala zapisać elementarne zależności 

dla TFRP (rys. 8 . 6 ):

ITU, 1 1d 1
(8.2)

* cos(/3/2) cos(y+/3/2)

X1 ~ n ‘ |3/2
2^2 1 ^ sin(/3/2)

(8.3)



-124-

a) Rj-rezystancja wzbudnika i szyn 
doprowadzających 
X1~reaktancja wzbudnika 
Xo~reaktancja odpowiadająca drodze 
powrotnej strumienia poza wzbudnikiem 
Xsz-reaktancja szczeliny powietrznej 
R2-rezystancja wsadu 
X2~reaktancja wsadu

4

4

d)
C=CK+CF

cF=c
( u

— 21I “ . _

Cj,-C kompensacyjny 
Cp-C komutacyjny

Rys.8 .5. Elektryczny schemat zastępczy obciążenia TFRP: a)b)c) kolejne
schematy zastępcze nagrzewnicy;d) schemat zastępczy nagrzenicy i kondensa

tora obciążenia TFRP
Fig.8.5. Electrical equvalent circuit of the load of TCFPI: a)b)c)
succeeding equivalent circuits of the heater;d) equivalent circuit of the 

heater and the capacitor in the load of the inverter
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Rys.8 .6 . Schemat blokowy programu symulacji procesu nagrzewania przy
zasilaniu nagrzewnicy z TFRP

Fig.8 .6 . Schematic diagram of the simulation programm of induction heating 
when the heater is supplied from the inverter
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2 2n u . i i
p  =  —  . _ J L  . _ _ —  .  — .— _ —

* 8 R^ c o s ^ y  c o s ^ O / 2 )
(8.4)

Przy założeniu natychmiastowej komutacji prądu falownika, tj. przy /3=0, 
zależności te ulegną uproszczeniu. Charakterystyki statyczne TFRP wygodnie 
opisać jest za pomocą wielkości używanych do opisu obodów rezonansowych : 
Q-dobroci obwodu, S-odstrojenia względnego od rezonansu i o^-pulsacji re
zonansowej [53,129], Pozwalają one wyznaczyć prądy i napięcia w falowniku, 
jeżeli parametry obwodu obciążenia R^,L^ i częstotliwość pracy falownika f 
są znane. Zapiszmy tylko jedną z zależności, tę która pozwala obliczyć kąt 
y i będzie zastosowana w dalszej części pracy:

u
u

utd = arctg (8 . 5)

Zaprojektowanie falownika tyrystorowego do zasilania nagrzewnicy induk
cyjnej nie stanowi poważnej trudności z punktu widzenia energoelektroniki, 
o ile tylko dane są parametry R,L obciążenia falownika i spodziewany zak
res ich zmian. Praktyka pokazuje jednak, że projektant części energoelek- 
tronicznej falownika ma ogromne trudności nawet ze zgrubnym oszacowaniem 
parametrów obciążenia związanych z danym typem wsadu.

Algorytm doboru elementów części siłowej falownika, ale przy założeniu, 
że parametry R,L obciążenia są dane i stałe w trakcie nagrzewania, zawie
rają prace [159,166].

8.3.2. ALGORYTM SYMULACJI PROCESU NAGRZEWANIA

Opisany w rozdziale 5 sposób analizy pola temperatury w nagrzewnicy in
dukcyjnej za pomocą przekształcenia Hankela oraz powyższe uwagi dotyczące 
analizy pracy TFRP metodą "pierwszej harmonicznej" zostały wykorzystane 
przy budowie algorytmu symulacji procesu nagrzewania rur.

Schemat blokowy programu symulacji pokazano na rys.8 .6 . Obliczenia wy
konywane są w trzech podstawowych pętlach iteracji P1.P2 i P3 przy wyko
rzystaniu zależności (8 .2),(8 .3),(8 .5) i zależności dodatkowych z A4. 
Pętla najbardziej wewnętrzna PI modeluje układ ograniczenia prądu 1̂  i na
pięcia Uj. W przypadku, gdy któraś z tych wielkości przekroczy wartość do
puszczalną, następuje zmniejszenie napięcia wyjściowego prostownika Û . W
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pętli środkowej P2 oblicza się tak długo prąd wzbudnika I ̂ , aż przy 
uwzględnieniu nieliniowości charakterystyki magnesowania jego wartość 
przyjęta do obliczeń odpowiada rzeczywistemu prądowi płynącemu przez wzbu
dnik. Chcąc obliczyć aktualną częstotliwość pracy falownika w dowolnej 
chwili nagrzewania, rozwiązuje się numerycznie nieliniowe równanie (8.5) 
przy założeniu, że układ sterowania pracuje wg zasady stałego czasu dyspo
nowanego, równego podwojonej wartości katalogowej czasu wyłączenia tyrys
torów falownika. Jeżeli obliczona częstotliwość pracy f różni się więcej 
niż o 1 % od częstotliwości, która była założona na początku obliczeń, 
wówczas obliczenia zostają powtórzone dla nowej częstotliwości i trwają 
tak długo, aż częstotliwości zadana i obliczona różnią się mniej niż 1 % 
(pętla P3). W przypadku wystąpienia zbyt dużej częstotliwości praca pro
gramu zostaje zatrzymana.

Podczas pierwszego wykonywania obliczeń w pętli P2 na podstawie obli
czonej (dla zadanej temperatury doboru kondensatora) zastępczej indukcyj- 
ności nagrzewnicy i zadanej częstotliwości pracy oblicza się pojemność i 
moc baterii kondensatorów oraz gdy zachodzi taka potrzeba - przekładnię 
transformatora dopasowującego.

Na tym kończy się blok obliczeń elektromagnetycznych - zostały już w 
procesach iteracyjnych obliczone wszystkie podstawowe wielkości elektro
magnetyczne dla danej temperatury wsadu. Chcąc wykonać podobne obliczenia 
dla całego procesu nagrzewania, należy zakres temperatury, w którym prowa
dzona jest symulacja, podzielić na szereg małych przedziałów, przyjmując w 
każdym z nich stałą moc powierzchniową p̂ , częstotliwość pracy falownika 
f, stałe wartości współczynników materiałowych i sprawność cieplną. Jest 
to równoznaczne z wieloodcinkową linearyzacją procesu nagrzewania. Czas 
nagrzewania w każdym przedziale temperatur AT można obliczyć z zależności 
(5.46). Korzystanie z tej zależności pociąga za sobą konieczność wyboru 
dostatecznie dużych przyrostów tempeatury AT, tak aby można było wyelimi
nować składową przejściową przebiegu temperatury i nie trzeba było korzys
tać ze złożonej postaci szeregu (5.38). Postępowanie takie radykalnie 
skraca czas obliczeń. Wybór najmniejszego czasowego kroku obliczeń jest 
więc w tym wypadku uzależniony od wartości AT, która w praktyce wynosi od 
40 do 120 °C.

Stosując zaprezentowany program, przeprowadzono symulację procesu na
grzewania dla asortymentu rur produkowanych przez jedną z polskich hut 
przyjmując parametry falowników produkowanych przez ZAM w Kętach przy
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DANE:
1^=0,055 m
r2=0,065 m
1^0,300 m
h =0,05 m sz

C=490 (iF
w= 1 0 zwojów
f=2000 Hz
U. =500 V lmax

I , = 250 Admax
t{j=40 ps

SKALE:
t: ldz=:8 ,9 s
T: ldz=: 60, 9 C

pr ldz=:7 kW
f: ldz=: 178,4 Hz

V ldz=: 163,5 A
R : z ldz=: 5 mfi
X : z ldz=:16 mQ

WYNIKI OBLICZEŃ:
T =1010 °C dla t =223 s 

2 ne
P,^ =32,4 kW lśr

Rys. 8 . 7. Zmiana podstawowych wielkości w czasie procesu nagrzewania przy 
zasilaniu z falownika o mocy 100 kW

Fig.8 .7. Change of basic quantities during the heating process when 
the heater is supplied from the inverter of 100 kW

współpracy IETiP Politechniki Śląskiej [134]. Zmiany podstawowych 
wielkości fizycznych w trakcie nagrzewania przy zasilaniu z falowników 100 

kW i 200 kW pokazano na rys.8 .7,8 .8 . Widać czterokrotne zmniejszenie czasu 
nagrzewania przy wzroście mocy falownika podawanej przez jego producenta. 
Opisany program został wykorzystany również do określenia wpływu szeregu
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DANE:
T =400 A dmax
C=475 fiF
pozostałe dane takie jak na rys.8 .7

SKALE: WYNIKI OBLICZEŃ:
t: ldz=:2 , 1  s T2 =1010 °C dla
T: ldz=: 60, 9 °C e

P, . =77,8 kW lsr
pr ldz=: 11 kW
f: ldz=: 176,9 Hz

V ldz=:196,7 A
R : z ldz=: 4 m£2
X : z ldz—: 17 mił

Rys.8 .8 . Zmiana podstawowych wielkości w czasie procesu nagrzewania przy 
zasilaniu z falownika o mocy 200 kW

Fig.8 .8 . Change of basic quantities during the heating process when the 
heater is supplied from the inverter of 200 kW

czynników konstrukcyjnych i eksploatacyjnych na proces nagrzewania. Prze 
badano m.in. wpływ wielkości szczeliny powietrznej,wielkości i temperatury 
doboru kondensatora obciążenia, długości nagrzewnicy, przekładni transfor
matora dopasowującego [129]. Na rys.8.9 pokazano wpływ wielkości szczeliny 
powietrznej na wybrane wielkości w czasie nagrzewania przy utrzymaniu ma
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ksymalnego napięcia na wzbudniku. Pzedstawione wartości prądów, napięć, 
mocy i częstotliwości są wartościami uśrednionymi w danym cyklu nagrzewa
nia. Wyniki symulacji zostały wykorzystane do zaprojektowania prototypu 
nagrzewnicy przemysłowej w jednej z hut.

DANE:
^ = 0 , 1 0  m 
1 j = 0 , 3 0  m 

t>t = 0 , 9

r2=0,09 m

f =1176 Hz P
U, =500 V lmax

td=40 ps

SKALE:
h : sz
C:
P P • d’ 1

dz
15

ldz=:0,005 m 
ldz=: 60 fiF 
ldz=: 2, 5 kW

"E-

5.0 7,5

f
f3ir
l i*E
C

10,0

f:
E:

ldz=:6 ,5% 
ldz=:105 Hz 
ldz=:0,35 kWh

k"

ldz=: 0, 35 
ldz=:60 s

I ,, I : ldz=: 100 A d 1

Rys. 8 .9. Wpływ wielkości szczeliny powietrznej na wybrane wielkości przy
nagrzewaniu z U^=Ulmax=const

Fig. 8 .9. Influence of the air gap on chosen quantities when being heated
with U,=U, =const 1 lmax

8.4. WNIOSKI

Przyjęta metoda symulacji pracy TFRP w stanach nieustalonych i quasi- 
ustalonych pozwala na analizę poprawności pracy falownika w przedziałach 
czasu, w których można założyć stałość temperatury wsadu. Pozwala to odpo
wiedzieć m. in. na podstawowe pytanie nurtujące projektanta dotyczące 
możliwości "startu" falownika przy danym obciążeniu w danej temperaturze.

Zaproponowany algorytm symulacji całego procesu nagrzewania indukcyjne
go, oparty na koncepcji wieloodcinkowej linearyzacji procesu nagrzewania.
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uwzględnia;
- wpływ skończonej długości układu (współczynnik Nagaoki);
- zależność stałych cieplnych i elektromagnetycznych wsadu w funkcji T 
i H;

- straty ciepła przez oszacowanie;
- sposób zasilania z TFRP poprzez uwzględnienie;
- zmian częstotliwości wyjściowej falownika, tak aby czas dysponowany na 
wyłączenie tyrystorów pozostawał stały;

- zmian mocy dostarczonej przez falownik;
- kaskadowego połączenia regulatorów napięcia wzbudnika, prądu falownika 

i mocy dostarczonej do wsadu.

Przedstawiona metoda stanowi nowy sposób badania nagrzewnic indukcyj
nych zasilanych ze źródeł tyrystorowych. Opracowany algorytm może zostać 
rozbudowany i pogłębiony m.in. przez wprowadzenie numerycznego opisu pół.



9. WYBRANE WYNIKI BADAŃ LABORATORYJNYCH

W celu częściowej weryfikacji poprawności uzyskanych wyników obliczeń 
przeprowadzono pomiary na zbudowanym w laboratorium IETiP stanowisku do 
indukcyjnego nagrzewania rur.

Stanowisko pomiarowe składało się z tyrystorowego prototypu falownika 
równoległego prądu o mocy maksymalnej 100 kW i maksymalnej częstotliwości 
wyjściowej ok.3 kHz, nagrzewanej rury ferromagnetycznej i układów pomiaro
wych temperatury i podstawowych wielkości elektrycznych. Schemat blokowy 
stanowiska laboratoryjnego do nagrzewania indukcyjnego rur pokazano na 
rys. 9.1, a widok ogólny falownika tyrystorowego na rys. 9.2. Dokładny opis 
stanowiska laboratoryjnego, metod pomiarowych i danych użytych w oblicze
niach sprawdzających zawarty jest w pracy [117],

W czasie pomiarów zebrano obszerną dokumentację kilkunastu przypadków 
nagrzewania dla różnych wartości stabilizowanej mocy dostarczonej do wzbu
dnika Pj=const lub stabilizowanego prądu wzbudnika I^=const.
Wyniki pomiarów porównywane były z wynikami obliczeń uzyskiwanymi z modelu 
numerycznego opisanego w p.7.2. Wyniki weryfikacji tego modelu pokazano na 
rys.9.3 i 9.5. Porównywano rezystancję całkowitą nagrzewnicy obliczoną 
metodą oporów magnetycznych z wartością pomierzoną rezystancji oraz obli
czoną i pomierzoną temperaturę zewnętrznej powierzchni nagrzewanej rury 
Maksymalny błąd w obliczeniu temperatury wsadu nie przekroczył 10% , a re
zystancji 1 2 %.

Oscylogramy wybranych wielkości elektrycznych w falowniku i nagrzewni
cy przed i po punkcie Curie pokazano na rys.9.4. Widać niewielkie od
kształcenie napięcia wyjściowego falownika i prądu wzbudnika od sinusoidy.

Należy podkreślić, że z uwagi na duże moce, wysokie częstotliwości, od
kształcenie przebiegów, wysokie temperatury, dużą szybkość zmian sygnałów 
wielkoprądowych i pola zakłóceń oraz przy braku opracowanych metod pomia-
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Rys.9.2. Widok falownika tyrystorowego używanego w czasie pomiarów 
Fig.9.2. View of the thyristor inverter used in measurements

Rys. 9. 3. Porównanie wyników obliczeń i pomiarów temperatury zewnętrznej 
powierzchni rury. Przypadek stabilizacji prądu wzbudnika 1̂

Fig.9.3. Comparison of computation results and measurements of
temperature of the external surface of the pipe. The case of coil 

current 1  ̂ stabilization
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Rys.9.4. Przebiegi prądu wzbudnika i ,napięcia wyjściowego falownika u

oraz prądu ±1 przed (a) i po (b) punkcie Curie. Wyniki pomiarów 
d

Fig.9.4. Waveforms of coil current
inverter and the current ±1, before (a) and after (b) the Curie point.d

i^.the output voltage u^ of the

Results of measurements
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rowych i sprzętu pomiarowego pomiary w grzejnictwie indukcyjnym w warun
kach krajowych należy uznać za trudne.

Rys.9.5. Porównanie wyników obliczeń i pomiarów rezystancji nagrzewnicy. 
Przypadek stabilizacji prądu wzbudnika I

1
Fig.9.5. Comparison of computation results and measurements of resistance 

of the heater. The case of coil current 1̂  stabilization



10. PODSUMOWANIE I WNIOSKI OGÓLNE Z PRACY

Przedmiotem pracy było modelowanie sprzężonych, nieliniowych zjawisk 
elektromagnetycznych i termokinetycznych w nagrzewnicach indukcyjnych rur. 
Opracowane modele matematyczne i odpowiadające im algorytmy numeryczne są 
próbą wypełnienia luki pomiędzy najnowszymi metodami obliczania pól a pra
ktyką projektowania i eksploatacji nagrzewnic indukcyjnych. Zbudowane mo
dele mają stanowić efektywne narzędzie badania pól sprzężonych.

Do najważniejszych zagadnień przedstawionych w pracy można zaliczyć:
- opracowanie lub rozwinięcie szeregu modeli zjawisk elektromagnetycznych 
i termokinetycznych w nagrzewnicach rur; modele te wykorzystują zarówno 
metody analitycznego, jak numerycznego badania pól; do każdego modelu 
napisano odpowiadający mu program na EMC;

- opracowanie systemu obliczeniowego umożliwiającego badanie nieliniowych 
pól sprzężonych klasy dwu- i jednowymiarowych w nagrzewnicach indukcyj
nych rur;

- opracowanie algorytmu umożliwiającego uwzględnienie w obliczeniach zasi
lania nagrzewnicy z tyrystorowego falownika równoległego prądu i wskaza
nie na wpływ takiego źródła zasilania i jego układu regulacji na proces 
nagrzewania;

- opracowanie programu na EMC pozwalającego symulować pracę tyrystorowego 
falownika równoległego prądu zasilającego nagrzewnicę indukcyjną;

- podanie koncepcji częściowego rozprzężenia obu pól i omówienie błędów 
obliczeń, jakie to rozprzężenie powoduje;

- zbadanie możliwości przyjęcia do obliczeń uśrednionych wartości 
współczynników materiałowych wsadu A.y, c,p;

- określonie wpływu, jaki na proces nagrzewania ma częstotliwość prądu 
wzbudnika, stabilizacja prądu lub napięcia wzbudnika oraz skład harmo
nicznych tego prądu;

- podanie szeregu wytycznych co do możliwości i celowości stosowania posz
czególnych modeli matematycznych i pewnych metod numerycznych;
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- przedstawienie przykładowych wyników obliczeń ilustrujących potencjalne 
możliwości obliczeniowe każdego modelu;omówienie zalet, wad i perspektyw 
rozwoju każdego z nich;

- przedstawienie wyników badań laboratoryjnych nagrzewnicy zasilanej z fa
lownika tyrystorowego prądu o mocy 100 kW i częstotliwości do 3 kHz.

Wnioski ogólne z pracy sformułowano następująco:
- można stwierdzić, że badanie pól sprzężonych w nagrzewnicach indukcyj
nych z jednoczesnym uwzględnieniem nieliniowości pól,złożonej wymiany 
ciepła w nagrzewnicy, ruchu wsadu i wpływu źródła zasilania jest przy 
dotychczasowym stanie techniki komputerowej w kraju trudne;

- zbudowane modele, opisując dwie podstawowe grupy zjawisk fizycznych za
chodzących w procesie nagrzewania, stanowią jądro wszystkich algorytmów 
projektowania nagrzewnic indukcyjnych rur;

- zbudowane modele mogą dostarczyć wielu jakościowo i ilościowo nowych in
formacji użytecznych w pracach projektowych i przy eksploatacji;

- różnorodność przedstawionych modeli jest nie tylko wynikiem historyczne
go rozwoju metod obliczania pól, ale wynika również w dużej mierze z 
różnych przewidywanych zastosowań tych modeli; orientacja na ten czy in
ny typ zadania dyktuje wybór modelu; modele prostsze, a więc bardziej 
efektywne z uwagi na czas obliczeń, są bardziej wygodne w dialogu kompu- 
ter-projektant; modele o większych możliwościach obliczeniowych zapew
niają dokładniejszy opis zjawisk fizycznych, ale są mniej odpowiednie do 
włączenia w procedury projektowe;

- wprowadzenie tyrystorowych źródeł zasilania nagrzewnic indukcyjnych po
ciąga za sobą konieczność opracowania nowych metod projektowania nagrze
wnic indukcyjnych;

- weryfikacja pomiarowa wyników obliczeń, z uwagi na brak sprawdzonych me
tod pomiarowych i aparatury pomiarowej, nastręcza również bardzo dużo 
trudności;

- z uwagi na bardzo duże moce współczesnych przemysłowych nagrzewnic in
dukcyjnych celowe jest pod względem techniczno-ekonomicznym posługiwać 
się odpowiednimi, czasami nawet złożonymi, modelami zjawisk fizycznych w 
nagrzewnicach.

Opracowane modele mogą znaleźć zastosowanie przy:
- komputerowo wspomaganym projektowaniu nagrzewnic indukcyjnych;
- budowie modeli uwzględniających nie tylko procesy elektromagnetyczne i
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cieplne, ale również zjawiska termosprężyste, metalurgiczne, akustyczne;
- optymalizacji konstrukcji i warunków eksploatacji źródła zasilania i sa
mych nagrzewnic opartych na nowoczesnej teorii optymalizacji układów o 
stałych rozłożonych [ 5 1 , 5 3 , 5 5 , 1 3 3 ] ;

- syntezie układów sterowania procesami technologicznymi zawierającymi na
grzewnice indukcyjne;

- analizie procesów nagrzewania indukcyjnego z technologicznego i ekono
micznego punktu widzenia.

Dalsze prace związane z nagrzewnicami indukcyjnymi powinny polegać na:
- udoskonalaniu stosowanych modeli, tak aby modele dwuwymiarowe, a później 
również trójwymiarowe, stanowiły powszechnie stosowane narzędzie pracy 
inżyniera;

- stworzeniu z istniejących modeli matematycznych zjawisk fizycznych w na
grzewnicach programów komputerowo wspomaganego projektowania nagrzewnic;

- uwzględnienieniu w modelach innych zjawisk fizycznych, głównie 
termosprężystych i metalurgicznych;

- uwzględnienieniu w modelach różnych źródeł zasilania oraz innych części 
nagrzewnicy, np. szyn zasilających, dokładniejszego modelu wzbudnika, 
transformatora pośredniczącego;

- opracowaniu metod symulacji pracy i projektowania źródeł tyrystorowych 
zasilających nagrzewnice indukcyjne;

- symulacji pracy całych ciągów technologicznych, w skład których wchodzą 
nagrzewnice indukcyjne;

- uściśleniu wymagań technologicznych stawianych przed nagrzewaniem induk
cyjnym;

- opracowaniu metod szeroko rozumianej optymalizacji procesu nagrzewania;
- opracowaniu metody oceny wskaźników ekonomicznych nagrzewnic indukcyj
nych, tak aby można było porównywać koszty przy stosowaniu różnych metod 
nagrzewania.



ANEKSY

ANEKS Al. ZALEŻNOŚCI OPISUJĄCE STRATY CIEPŁA Z NAGRZEWNICY [44,100]

Al. 1. GĘSTOŚĆ STRUMIENIA CIEPLNEGO W WYMURÓWCE

T -T w. w i e ( A l . 1)

może być przyjmowana jako średnia temperatura wody chłodzącej wzbudnik
e

(50. . .60 °C).
Rezystancja cieplna R^ wymurówki, np. dwuwarstwowej (ceramika+azbest), ok
reślona jest zależnością:

RT=r2
1 rś 1 r4-r—  ln  + -T-— ln -
\  r3 Aw r31 2

(Al.2)

gdzie r^,r^’ są odpowiednio promieniami wewnętrznym i zewnętrznu warstwy 
ceramicznej;r^ jest promieniem zewnętrznym warstwy azbestowej.

Al. 2. OBLICZENIE TEMPERATURY WEWNĘTRZNEJ POWIERZCHNI WYMURÓWKI 

Temperaturę tę można wyliczyć z wyrażenia:

<r <p _ o 2 , w (T_ +273)4-(T +273)4
2 w.e i

T -T w. w i e (Al.3)

gdzie zastępczy współczynnik konfiguracji <f>„ może być dla układu cylin-Z, w
drycznego obliczony z zależności:

1
'p2 ,w= 1  

e.2 r3

(Al.4)

gdzie: e ^ , e s ą  odpowiednio emisyjnością zewnętrznej powierzchni wsadu i



-144-

wewnętrznej powierzchni wymurówki (zazwyczaj dla stali 6 2-0 ,8 5, dla szamo
tu e 30.8). w

Al. 3. WSPÓŁCZYNNIKI PRZEJMOWANIA CIEPŁA PRZY STYGNIĘCIU WSADU W 
POWIETRZU

- Przez promieniowanie 

cr eo 2 i
r 2 " U“c T. -T l'*2r 2 a v ee

(T„ +273)4-(Ta+273)4)

Przez konwekcję

i 1 1 / 4  
V 2’56l V Ta) '

- Współczynnik sumaryczny

a = a +ac c c .  r k

m2 Vm L

(Al.5)

(Al.6 )

(Al.7)

Al. 4. STRATY CIEPŁA Z POWIERZCHNI WSADU (RURY) 

- Z powierzchni zewnętrznej

V  V>2,w((T2 +273)4-(T +273)4) ,
v e i '

lub q = a (T -T ) V  c 2 w. r e i

q. =<x (T -T ) , ^k c, 2 w. k e i

(Al.8a) 

(Al. 8b) 

(Al.8c)

gdzie ac = T0<P̂ W f(T +273)4-(Tw +273)4] 
r 2 w. i e i '

(Al.8d)
e i

- Z powierzchni wewnętrznej

Straty na promieniowanie praktycznie nie występują. Straty przez konwekcję
są pomijalno małe, można przyjmować a  =0,25a

C1 C2
- Z czoła rury, gdy jest ona chroniona n ekranami o emisyjności e

°°(qr=-
(T_ +273)4-(T +273)4 2 ae

2 (n+l)(i-ł)
(Al.9)
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ANEKS A2. ZALEŻNOŚĆ STAŁYCH MATERIAŁOWYCH WSADU I WYMURÓWKI OD TEMPERATURY

Zależność współczynników materiałowych od temperatury dla różnych gatu 
nków stali można aproksymować w następujący sposób [80,126,1401:
- Przewodność cieplna właściwa A(T)

A(T) = A +A o 1

e=±l,5. . .2,5% , 

Ciepło właściwe c(T)

c(T) = cQ+c1

e=+2 ,2 . . .4,9% ,

Gęstość masy y (T) m

ym(T) y20°C l+3a. (T-20)

T X2 W
1 00

chA_
T-T

° m°c

' n ■
T

+c2exp("C3lT_Tol)
J

1000 kg°C

kg

(A2.1)

(A2.2)

(A2.3)

e=±0 , 6 . . .2% ,

gdzie jest współczynnikiem rozszerzalności liniowej, który opisany jest 
zależnością:

t S  1 - 6  i 1
aL (T) = V “l -----   —  10 —  . (A2.4)

1000 ch a_[(T-T 1/1001 3 o

„ - 6 1
10

°C

Wielkość e oznacza średni błąd aproksymacji popełniany w zakresie tempera
tur 0. .. 1200...1300 °C. Wartości stałych w równaniach (A2.1), (A2.2) i
(A2.3) dla różnych gatunków stali podano w tabelach A2.1,A2.2,A2.3. Wykre
sy zależności (A2.1), (A2.2) pokazano odpowiednio na rys.A2.1 i A2.2.

- Przenikalność magnetyczna p(H,T)
Właściwości magnetyczne stali zależą od wielu czynników m.in. od składu 

chemicznego, obróbki mechanicznej i cieplnej, sposobu i częstotliwości ma
gnesowania, temperatury. Ze wzrostem natężenia magnesującego pola magnety
cznego różnice we właściwoścach magnetycznych stali coraz bardziej się za
cierają, a przy Hsl0^A/m praktycznie zanikają. Pozwala to stosować w obli
czeniach nagrzewnic indukcyjnych jedną podstawową krzywą magnesowania,
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A — stal  niskawęglcwa ( Q05. . . . .0,2%>)C
B — sta l średnicwęglawa (Q2....... 0,67o)C
C -  stal wysokowęglowa (0,6....... 1.3°/o)C
D -  stal niskowęglowa 
E -  stal chromoniklawa

Rys.A2.1. Zależność przewodności cieplnej właściwej stali A od temperatury 
Fig.A2.1. Dependence of thermal conductivity A of steel on temperature

A — sta l węglowa ( 0 0 9 ......... 1,23%) C

B — stal niskostopcwa
C — stal chromoniklowa

Rys.A2.2. Zależność ciepła właściwego c stali od temperatury T 
Fig.A2.2. Dependence of specific heat c of steel on temperaturę
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uśrednioną dla różnych gatunków stali zawierających od 0,23% do 0,99% 
węgla [90],

Błąd wynikający z posługiwania się krzywą uśrednioną zamiast krzywą od-
3powiadającą danemu gatunkowi stali nie przekracza 6,7% przy H=10 A/m i

4zmniejsza się do 2,5% przy H=10 A/m, a dla jeszcze większych wartości 
natężeń pola maleje do ułamków procentu. Domieszki chemiczne mogą silnie 
zmieniać właściwości magnetyczne stali: im czystszy metal, tym krzywa mag
nesowania jest bardziej stroma, a przenikalność maksymalna większa. W pra
cy [160] zamieszczono tabelę, na podstawie której można w przybliżeniu wy
znaczyć indukcję, która wystąpi przy określonym natężeniu pola magnetycz
nego w stali konstrukcyjnej, w przypadku gdy zawartość domieszek nie prze
kracza 2% . Z tabeli tej wynika, że największy wpływ na pogorszenie 
właściwości magnetycznych ma węgiel. Dalsze informacje na temat wpływu ob
róbki cieplnej i składu chemicznego na właściwości magnetyczne można zna
leźć w pracy [39,156].

Zależność względnej wartości przenikalności magnetycznej p od pola H i 
temperatury T aproksymowano dla Hs4000 A/m funkcją:

p(H,T) = 1+I515300H'0,896-! F(T) (A2.5)

gdzie F(T) =
1 - dla T<T

dla TłT

(A2.6)

Tc oznacza temperaturę punktu Curie, przyjmowaną zazwyczaj w przedziale 
730...750 °C dla różnych gatunków stali.
Funkcje pr=p(H,T) dla różnych wykładników n w zależności (8.2) pokazano na
rys.A2.3. , a zależność p =p(H, T) dla trzech natężeń pola H na rys.A2.4.

r
- Rezystywność o-(T)

Zależność rezystywności od temperatury z dostateczną do obliczeń 
dokładnością można aproksymować liniowo:

<r(T) = cr.20 C 1+ 0, ^T-2oj (A2.7)

gdzie współczynniki <r i 13 przyjmują dla stali konstrukcyjnych
wartości:<r o =(10. . .20) pfim;|3 =(0, 004. .. 0, 0065) °C .

20 C * ''R
'20“C=(10' ' 2Cj

Wyznaczone doświadczalnie wartości rezystywności dla różnych gatunków sta 
li pokazano na rys. A2. 5.
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Rys.A2.3. Zależność p od temperatury T dla różnych wartości wykładnika n z
zależności (A2.6.)

Fig.A2.3. Dependence of p on temperature T for different values of the 
exponent n from formula (A2.6.)

Fig.A2.4. Dependence of p on temperature T for different values of field
intensity H
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A -  stal niskowęglowa (0(05.. . 0 ,2% ) C
B -  stal średniowęglcwa (0,2. . .  0 6 % )  C
C -  stal chromoniklowa

Rys.A2.5. Zależność rezystywności o- stali od temperatury T 
Fig. A2.5. Dependence of steel resistivity <r on temperature T

Zależności A(T),c(T) y (T) dla materiałów termoizolacyjnych wymurówkim
można znaleźć w pracach [36,152]. Dla wymurówki z szamotu przyjmują one
postaci:

Aw (T) = (0,697+0,64-10 3T)1,163

c (T) = (880+0,23T)4186
W

kg
y (T) = 1850— ^-=const m 3w m

W

m°C

J
kg°C

(A2.8a)

(A2.8b)

(A2.8c)

Ich wpływ na dokładność obliczeń jest znacznie mniejszy niż wpływ tych sa
mych wielkości dla wsadu stalowego.
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Wartości współczynników z zależności A(T) (A.2.1)
Tabela A2.1

Rodzaj
*0 A1 A2 A3 To

stali W W W 1 °c
o_m C o_m C m°C °C

niskowęglowa (0,05-0,2)%C 63,2 0 36. 9 0, 245 975
średniowęglowa (0,2-0,6)%C 55,9 0 31, 3 0,285 935
wysokowęglowa (0,6-l,3)%C 56,2 0 31,6 0,235 900
niskostopowa 48,8 0 21,5 0,240 950
chromoniklowa 14, 0 1 , 6 0 - -

Tabela A2.2
Wartości współczynników z zależności c(T) (A2.2)

Rodzaj
c 0 C1 C2 C3 To n

stali J J J 1

kg°C kg°C kg°C °C C'c

węglowa (0,09-1,23)%C
niskostopowa
chromoniklowa

481, 5 
481, 5 
485,7

199, 7 
98, 4 
159, 1

812,2
669,9
0

0,0099
0,0047

768
740

1 , 0  

5, 0 
0,7

Tabela A2.3
Wartości współczynników z zależności (A2.4)

Rodzaj

stali

ao

°c_1

« 1

“cf2

“ 2

°c_1

“3

°c-2

To

°c

węglowa (0,09-1,23)%C 10,7 6 , 0 2,9 0,76 905
i niskostopowa

chromoniklowa 16,5 4, 0 0 , 0 - -



-151-

ANEKS A3. ZALEŻNOŚCI OPISUJĄCE ROZKŁAD WEWNĘTRZNYCH ŹRÓDEŁ CIEPŁA t106]

Rozkład wewnętrznych źródeł ciepła w nagrzewanej indukcyjnie nieskoń
czenie długiej rurze może być opisany zależnością:

J T  po [*2* 4
wtm.m^.ii^) = -------- ------- — - » (A3. 1)

A2 1aC+Bc1 p *f(t) .
L -12 1 0

Indeksy 0,1,2 wskazują odpowiednio wartości m,m^ lub n^.dla których obli
cza się współczynniki A,B,C,D. Współczynniki A ( m , m^ ) , BCm.mj.m^), 
C(m,m1 ,m2 ), D(m,m1 >m2) są kombinacjami funkcji Thompsona i ich pochodnych.

Aij= aiJ+Km1 a’iJ , B. ̂ b. , + ^ b ’ y } ,

Cij= Cij+KmlC’ij ' °ij=dij+Kmld’ij '

a. .= kei’m .ber’ m.+ker’m .bei’m.-bei’m .ker’m.-ber’ m .kei’ m. , ij J i j i J i J 1

a’. .= -ker m.ber’m.+kei m.bei’m.+ber m.ker’m.-bei m.kei’m. 
i j  J i j i j i J 1

b. .= -ker’m .ber’m.+kei’m .bei’m.+ber’m .ker’m.-bei’m .kei’m. ,ij J i j i J i J 1

b’. .= bei m.ker’m.+ber m.kei’m.-kei m.ber’m.-ker m.bei’m. , ij J i J i J i J 1

c. .= kei’m.ber m.+ker’m.bei m.-bei’m.ker m.-ber’m.kei m. , ij J i J i J i J i

c’. .= -ker m .ber m.+kei m .bei m.+ber m .ker m.-bei m .kei m. ij J i J i J i J 1

d. .= -ker’m .ber’m.+kei’m .bei’m.+ber’m .ker’m.-bei’m .kei’m. , ij J i J i J i J i

d’. .= bei m .ker m.+ber m .kei m.-kei m .ber m.-ker m .bei m. , ij J i J i J i J i

(A3. 2)

gdzie:
2 r V 2 r1 V 2

m = -- ;----  , m -A2 ’ 1 A2 ’ 2 A2

(A3.3) 

(A3. 4)

ber, ber’, bei, bei’, ker, ker’, kei, kei’ - funkcje Thompsona i ich po- 
1

chodne; K= -= , gdzie jest względną przenikalnością magnetyczną mate-
2

riału rury.
Dla można stosować wyrażenia asymptotyczne dla funkcji Thompsona i
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zapisać współczynniki w postaci:

—  [cosęshę+sin<chę| , (A3.5)
>m m ' V >m2ml m2ml 2m2m 1

a’ = -d   cos<chę ,m_m. m_m  ------cosCchf , (A3.6)
2 1  2 1  y 2 m 2m1

b = d’ =     (cos<sh<-sinęchę| , (A3.7)
ra2ml m2ml y  2m2m1 ‘  ̂ >

1
b’ = c  ------------- sin<shę , (A3.8)

m2ml m2ml y  2m2m1 '

m - m
gdzie: <= — — — — (A3.9)

Inne aproksymacje funkcji rozkładu wewnętrznych źródeł ciepła można 
znaleźć w pracach [116,117].

ANEKS A4. ZALEŻNOŚCI OPISUJĄCE IMPEDANCJĘ WSADU [106]

Zakładając, że wsad rurowy i wzbudnik są nieskończenie długie, a mate 
riał rury ma stałą przenikalność magnetyczną p2 i rezystywność er,, , rezys
tancję R2 i reaktancję X2 takiego wsadu można obliczyć z zależności:

|AC+BDj

|b c-adJ

p*”2]

9 L J01
R = n<r   . (A4. 1)
2 2 l2m2

'21

x2= to2 T j y -  —  • (A42)
] 21

Postać funkcji występujących w tych wyrażeniach opisano w Aneksie A3.
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POLA SPRZĘŻONE - ELEKTROMAGNETYCZNE I TEMPERATURY - W NAGRZEWNICACH
INDUKCYJNYCH RUR

S t r e s z c z e n i e

Głównym celem pracy było opracowanie modeli matematycznych i odpowiada 
jących im algorytmów numerycznego obliczania pól sprzężonych - elektromag
netycznego i temperatury - w nagrzewnicach indukcyjnych rur. Ponadto pos
tawiono sobie za cel opracowanie algorytmu symulacji pracy nagrzewnicy 
przy zasilaniu z tyrystorowego falownika równoległego prądu. Opracowane 
modele matematyczne są próbą wypełnienia luki pomiędzy najnowszymi metoda
mi obliczania pól a praktyką projektowania i eksploatacji nagrzewnic in
dukcyjnych. Zbudowane modele mają stanowić efektywne narzędzie badania pól 
sprzężonych. Do najważniejszych zagadnień wykonanych w pracy można zali
czyć opracowanie lub rozwinięcie szeregu modeli zjawisk elektromagnetycz
nych i termokinetycznych w nagrzewnicach rur. Modele te wykorzystują meto
dy analitycznego, jak i numerycznego badania pól;do każdego modelu napisa
no odpowiadający mu program na EMC. Opracowano system obliczeniowy 
umożliwiający badanie nieliniowych pól sprzężonych dwu- i jednowymiarowych 
w nagrzewnicach indukcyjnych rur. Podano koncepcję częściowego rozprzęże
nia obu pól i omówiono błędy obliczeń, jakie to rozprzężenie powoduje. 
Zbadano możliwości przyjęcia do obliczeń uśrednionych wartości współczyn
ników materiałowych wsadu A,o\c,p. Określono wpływ, jaki na proces nagrze
wania ma częstotliwość i skład harmonicznych prądu wzbudnika oraz stabili
zacja prądu lub napięcia wzbudnika. Przedstawionio przykładowe wyniki ob
liczeń ilustrujących potencjalne możliwości obliczeniowe każdego modelu. 
Podano szereg wytycznych co do możliwości i celowości stosowania poszcze
gólnych modeli matematycznych i pewnych metod numerycznych.

Zaproponowano algorytm umożliwiający uwzględnienie w obliczeniach zasi
lania nagrzewnicy z tyrystorowego falownika równoległego prądu i wskazano 
na wpływ takiego źródła zasilania i jego układu regulacji na proces na
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grzewania. Napisano program na EMC pozwalający symulować pracę tyrystoro
wego falownika równoległego prądu zasilającego nagrzewnicę indukcyjną.

Przedstawiono wyniki badań laboratoryjnych nagrzewnicy zasilanej z fa
lownika tyrystorowego prądu o mocy 100 kW i częstotliwości do 3 kHz.



OF PIPES
COUPLED FIELDS - ELECTROMAGNETIC AND TEMPERATURE - IN INDUCTION HEATERS

S u m m a r y

The main aim of the work has been to create mathematical models and 
corresponding to them numerical algorithms of evaluations of coupled 
fields -electromagnetic and temperature- in induction heaters of pipes. 
The additional goal has been to set up a simulation algorithm of the work 
of the induction heater supplied from the thyristor current fed parallel 
inverter. The created models are an attempt to fill the gap between 
sophisticated methods of field computations and design and operational 
practice. They are supposed to be an effective tool of the investigation 
of electromagnetic and heat transfer phenomena in induction heaters of 
pipes. In these models analytical as well as numerical methods are 
employed; for each of them a corresponding machine code for a digital 
computer has been written.

To investigate temperature distribution in an induction heated pipe an 
analytical method based on the Hankel transform has been applied. 
Electromagnetic field has been investigated in a system comprising an 
inductor of a finite length by the method of the Fourier integral. A 
method based on analogies between magnetic and electrical equivalent 
circuits has been developed. This method has happened to be very useful in 
investigations of the influence of a number of construction and supply 
factors on the impedance of the heater.

Computer programs which enable to investigate two- and one dimensional 
nonlinear coupled fields in induction heaters of pipes have been created. 
The one dimensional program has dealt with time varying electromagnetic 
field, in the case of two dimensional field, sinusoidally varying field 
has been considered. Both of the numerical models have mainly focused on 
the field aspects of the problem while the influence of the supply
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inverter has only been introduced in an approximate way. Namely, the 
coupling of the fields, the complex heat exchange among separate parts of 
the heater and the influence of the movement of the heated body in the 
case of continuous induction heating, the nonlinearities of all the 
material coefficients for the heated body and the lining due to the change 
of field intensity H and temperature T during the heating process have 
been taken into account. The set of differential equations has been solved 
by the Finite Difference Method (FDM). The set of nonlinear algebraic 
equations arising from electromagnetic problem has been solved by the SOR 
method and the set for the thermic problem by the application of the 
Alternating Direction Implicit Iterative Method (ADI). Numerous hints 
about possible application and usefulness have been given. A new method of 
partial decoupling the fields has been proposed and errors of computations 
due to the decoupling have been discussed. Taking into computations 
averaged values of material properties of the heated pipe i.e. thermal 
conductivity A, specific heat c, resistivity tr, magnetic permeability p 
has been investigated. The influence of some conditions i.e. the frequency 
of coil current, the stabilization of either coil current or voltage 
across the coil, the harmonic content of the current has been also 
investigated. Chosen results of computations illustrating the potentials 
of each method have been presented; advantages, restrictions and 
perspectives of development of each method have been given.

With the introduction of thyristor inverters new methods of computing 
induction heaters, which combine field and circuit analysis have to be 
developed. Such a new algorithm which enables to take into account the 
influence of the supply thyristor current fed parallel inverter and its 
control system on the heating process has been proposed. A simulation 
program of the work of the inverter supplying the induction heater has 
been written. The influence of the inverter has been investigated using an 
analytical description of the fields. To investigate transient states in 
the inverter, its circuit equations have been numerically integrated for 
load parameters unchanging with temperature. For steady states, the work 
of the inverter has been described by the method of "fundamental harmonic" 
i.e. assuming that the output voltage of the inverter is sinusoidal.

Also a new simulation algorithm of the whole heating process has been 
proposed. The electromagnetic and temperature fields have been described
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by analytical methods. The heating process has been linearized by dividing 
the whole heating range into smaller intervals with constant material 
properties (A.c.c.p) of the charge. The work of the inverter has been 
described by the method of "fundamental harmonic" for the steady-state 
case. The frequency used in calculations varies as in an actual inverter. 
The need of taking into account, in calculations of such heaters, the 
influence of the supply source and its control system has been shown. Some 
examples of the simulation of the heating of ferromagnetic pipes have been 
presented.

Laboratory investigations carried out on an induction heater of pipes 
supplied from the thyristor inverter of the rated power 1 00 kW, frequency 
up to 3 kHz, have shown good accuracy of the computed results when 
compared with the measured data.



COnPRKEHHblE SHEKTPOMArI¡MTHblE H TEMTIEPATYPHblE noJIS B 
HHflyKUHOHHblX HATPEBATEJISX TPYB

P  e  3  io M e

B  p a ô o T e  p a 3 p a 6 o ra H M  M a T ew aT iia© cjch © M onenti h c o o t b s t c t b y i o i h h « «  

HHcneHHwe anropHTM W  anu p a c i e T a  co n p a *e H H b ix  C a n e c T p o n a r H K T H o ro  h 

■ re H n e p a T y p H o ro l n o n e ft  b h h o y k u h o h h u x  H a r p e a a T e n a x  T p y 6 . F a s p a ô o T a H  

T a x x e  anrop H T M  HMHTauHOHHoro M oaen xp oB aH H a p a6oT M  H a r p e B â T e n a  

n H T a e x o r o  o t  T x p H C T o p H o ro  n a p a n n e a t H o r o  H H B ep T op a T o x a  CTTIHTD . 

Ma-reMaTHHecKH© » o n e n »  B B n a u T c a  nonbiT koft B im onH enH a p a sp b iB a  M e *n y  

cûBpeMOHHMMH »eTO flaH H  p a c a e T a  n o n e B  a  n p a x T H X o ä  n p o e x th p o B a H H a  H 

3 K cn n y aT au H H  HHßyKUHüHHLix H a r p e s a T e n e i ł . r io cT p o eH b ie  M onenx M oryT  

S B n f lT b c a  sijx^xTH BH U M  c p e f lc T B om H c c n e n o B a u H a  c o n p a a e im u x  n o a e »  . K 

rnasH biM  p e 3 y n tT a T a M  p a ö o T H  n p H iia n n e *H T  p a s p a ô o T K a  vinti p aoBH TH e 

p a a a  HOHeneH a n ex T p o M arn xT H M X  H T e p M o x x h s t u a e c x a x  a s a e i i H í  B 

n a r p e B a T e n a x  Tpy6. 3 t h  x o a e r a  H cn o n b 3 y io T  T a x  an an H T H M ecK n e , x a x  a 
HHcneHHwe MeTOAw H CcnenoBaH H H  n o n e H . K a *n o fi H o p en x  c o o T B e T C T B y e T  

np o rp âM M â a n a  3BM. B u a H C n x T e n tH a a  c x c T e x a  n o 3 B o n a e T  a c c n e a o B a T b  

T a x x e  HenHHeńHwe C f lB y x -  h oflHOMepHu©) co n p a *e H H M e  n o n a  b 

HHnyKUHOHHLix H a r p e B a T e n a x  T p y © . Ilp e flC T a B n e H a  K O H uenuxa a acT H H H o ro  

p a c n p a x e n H a  o 6 o h x  n o n e x  h p a c c x o T p e H N  oiuhökh BbiHHcneHHń , KOTopw e 

BO3HHKai0T b p e s y n b T a T B  p a c n p a x B H x a  . M ccn en o saH W  b o 3 m o * h o c t h  

npH Ha t h  a b p a c a e T e  y cp eaiieH H H X  SH aaeH H ń x a T e p H a n b H u x  xoaijxJiauxeH TO B 

s a r o T O B K H ;  A, a ,  c, p. O n p e n e n e H O  B n a a n a e  H a  n p o p e c c  H a r p e B a :  

a a c T O T H ,  r a p x o H H a e c K o r o  c o c T a B a  T o j c a  h h n y K T o p a  h C T a 6 n n n 3 a p H h T o x a  

a n a  i i a n p a x e H x a  H H f l y x T o p a .  l l p H B e n e H H  n p H M S p H i i e  p e 3 y n t T a T n  p a c a e T a  

n p e n c T a B J i a i o i U H e  n o T e H U H a n t H L i e  b o 3 m o * h o c t h  K a a c n o ń  x o n e n a  . f l a H  p a n  

A H p e K T H B  o T H O C H T e n b  h o  b o 3 M O * h o c th  h u e n e H a n  P B  n e H  h o c  t h  n p H  x e H e H H  a 

O T j q e n b H b i x  M a T e x a T H a e c x a x  M o n e n e f i  h H e K O T o p w x  a H c n e H H b i x  m ö to b o b  .



-171-

n p e H Jio *e H  anrop H T M  no3Bonaiom H ił yM X T H B an  b  p a c a e T e  n x T a n « e  

H â rp e B a T e x w  o ?  TH p H C T opH oro n a p a n n e n b  h o p o  h h b o p T o p a  T o x a  CTTIHTD . 

r io n a e p ic H B a e T c a  b j i h a h h ©  T a x o r o  h CTûaH H Xa nwTaHHa H e r o  p e n a  

peryxm poBaH H H  Ha n p o u e c c  H a r p e B a .  P a 3 p a 6 o T a H a  K otinblO TepH aa 

n p o r p a x x a  n o sB o n a io in a a  « o n e n « p o B a T b  p a ö o T y  TH pH C TopH oro 

n a p a n n e n i H o r o  h  h b  e p T o p a  T o x a  n x T a D iq e p o  h  h nyic ixa o h h l i H  n a r p e B a T e n t . 

n p e n cT a B n e H Ł i p e o y n b  ra T b i n a ß o p a T o p n u x  H c c n e n o B a m S  H a r p e B a T e n a  

n a T a e x o p o  o t  TH pH C T opH oro h h b e p T o p a  T o x a  m o h h o c t l b  1 00  k B t  h  

a a c T O T O ü  go 3 kTu.


