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NOSNOSC GRANICZNA RAM PLASKICH NA MODELU USTROJU
Z JEDNOSTRONNYMI WIEZAMI

Streszczenie. Postugujac sie ustrojem z jednostronnymi wiezami wprowadzonymi w
wytypowanych przekrojach krytycznych, rozwigzano zagadnienie no$nosci granicznej ram
ptaskich. Metoda ta mozna obliczy¢ przemieszczenia tych ram w chwili osiggniecia nosnosci
granicznej.

LOAD BEARING CAPACITY OF PLANE FRAMES IN UNILATERAL
CONSTRAINS MODEL

Summary. Using a unilateral constrains model applied at some chosen cross- sections the
load bearing capacity problem of plane frames was solved. With this method the displacement
of these frames reaching the load bearing capacity can be calculated.

1. Wstep

W teorii nosnosci granicznej ustrojow pretowych poddanych dziataniu obcigzen okreslonej
kombinacji zaktada sie proporcjonalny ich wzrost do wytworzenia sie¢ w konstrukcji takiej
liczby przegubdéw plastycznych, ze traci ona zdolno$¢ do przenoszenia obcigzen (staje sie
mechanizmem) [1]. Obciagzenie odpowiadajace takiemu wyczerpaniu nos$nosci konstrukcji,
jest charakteryzowane wspotczynnikiem wzrostu wszystkich obciazen kombinacji (p).
Konstrukcja pod dziataniem narastajgcego obcigzenia powinna spetnia¢ zatozenia zestawione
miedzy innymi w [3]. W niniejszej pracy no$no$¢ graniczng konstrukcji pretowej wyznacza
sie, traktujac jg przy tym, jak ustr6j z jednostronnymi wiezami [5]. Pozwala to na

obliczeniowg ocene wielkosci odksztatcen w chwili osiggniecia nosnosci granicznej.
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2. Przegub plastyczny a przegub jednostronny

W konstrukcji pretowej, w ktdrej dominujagcym wplywem jest zginanie, moga wytworzy¢
sie przeguby plastyczne. Mozna zauwazy¢, ze przegub plastyczny jest przegubem
jednostronnym przy okreslonej w nim wartosci momentu zginajgcego, réwnej wartosci
uplastycznienia (por. rys.la i b). Zmiana kata w przegubie plastycznym, tak samo jak w
jednostronnym przegubie idealnym, moze si¢ odby¢ tylko w jednym kierunku, lecz w tym
przypadku dopiero po osiggnieciu granicznej wartosci momentu zginajacego (np. M = Mk) w
miejscu przegubu. Dla momentu M =- Mk w tym miejscu mamy do czynienia z przegubem
jednostronnym o przeciwnej do poprzedniej mozliwosci zmiany kata. Kazdemu przekrojowi,
w ktéorym moze nastgpi¢ uplastycznienie (przekrojowi krytycznemu), odpowiadajg dwie
warto$ci momentéw uplastycznienia o przeciwnych zwrotach. Tym samym réwnowazny
rzeczywistemu ustr6j z jednostronnymi wiezami ma w kazdym przekroju krytycznym dwa

przeguby jednostronne o przeciwnie ograniczonej mozliwosci zmiany kata obrotu.

3. Zagadnienie no$nosci granicznej na modelu ustroju z jednostronnymi wiezami

Zaktada sie w danym ustroju, poddanym dziataniu obcigzerr okreslonej kombinaciji,
skoniczong liczbe przekrojow niebezpiecznych, w ktérych mogg powsta¢ przeguby
plastyczne (przeguby jednostronne). Jest to wiec ustr6j z jednostronnymi wiezami, ktérego
zachowanie pod dziataniem obcigzenia opisujg réwnania kanoniczne. W dalszym ciggu

przedstawiono trzy sposoby tworzenia tych rownan.



Nos$nos¢ graniczna ram ptaskich.

Spos6b 1

19

Tworzac rownania kanoniczne ustrojéw z jednostronnymi wiezami metodg sit usuwa sie

wiezy jednostronne i réwnocze$nie wprowadza sie sity odpowiadajace usunietym wiezom (w

tym przypadku momenty por. rys.2b i c). Je$li liczba usunietych wiezéw jednostronnych jest

wieksza od stopnia statycznej niewyznaczalnosci ustroju, wéwczas wprowadza si¢ dodatkowe

wiezy dwustronne, zapewniajgce geome-
tryczna niezmienno$¢ ustroju podstawo-
wego (rys.2d). Jesli w przekroju krytycz-
nym j moment zginajagcy osigga wartos¢
Xj =M*, wéwczas mamy w tym prze-
kroju jednostronny przegub, w ktorym
obrét mozna okresli¢ nieréwnoscia [2]:

5_t-x+u-Aj'p+Ai0 -fT-R<0
i J°0.e0

Jesli za$ moment w tym przekroju
Xj =-Mj, wowczas zachodzi nieréw-
nos¢ przeciwna. Nalezy bowiem zauwa-
zy¢, ze znak zmiany kata obrotu w
przegubie plastycznym jest przeciwny
do znaku momentu uplastyczniajacego.
Rownania kanoniczne ustroju z jedno-
stronnymi przegubami  otrzymamy,
wprowadzajgc do przytoczonej nieréw-
nosci zmienne ostabiajgce 9 (tp*
doprowadzajace jg dla poszczeg6lnych
przekrojow krytycznych do réwnan
postaci:

ST-x+ p sAP+

ji=12, ..n, >0, (p~>0, (3.1)

(obowigzuje przy tym badz znak plus

badz minus).

- fT-R+ (jep;«» =0,

IR 1
XUy 1

R: IPE400 (|M* =300 kN.n)

S: IPE300 (JM+<_)|=150 kN.n)

1=10,0
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Oznaczenia s3:6' =\sjx,Sj2,..Sh}

katy wzajemnego obrotu w prze-
gubie wprowadzonym w prze-
kroju krytycznym j, w poszcze-
gélnych stanach jednostkowych
X, =\ (i=1,2,...n), przykiadowo
jak narys.2e, f,
AjP - kat wzajemnego obrotu w
przegubie j ustroju podstawowego
poddanego dziataniu obcigzenia
okreslonej kombinacji,
4~ £ - jw. lecz od naprezen i
odksztatcen poczatkowych,
f'= - przemieszczenia
w uktadzie rzeczywistym w miejscach dodanych podp6r, zapewniajagcych geometryczng

niezmiennos$¢ ustroju podstawowego,
RT={R\,R2,..Rd -reakcje w miejscach dodanych wiezow jw.,

n - liczba przekrojow krytycznych, w ktérych moga powstac¢ przeguby plastyczne (przeguby
jednostronne).

Jesli w ustroju podstawowym dodano wiezy dwustronne, zapewniajgce jego
geometryczng niezmienno$¢, woéwczas do réwnan (3.1) dotacza sie réwnania réwnowagi,
wyrazajace fakt niewystepowania w ustroju rzeczywistym wspomnianych dodanych wiezéw
dwustronnych. Skfadnikami tych réwnan sg wartosci obcigzen uktadu rzeczywistego, jak
réwniez poszukiwane wartosci momentdw w przegubach jednostronnych xr Momenty
zginajace w przegubach plastycznych powinny ponadto spetnia¢ naprezeniowe warunki
brzegowe, tj. nieréwnosci

-M,"<xj<Mjh, i=l,2,... n.
Przyjmujac nieujemne niewiadome m* oraz m~ ostatnie nieréwnosci mozna zapisa¢ w

postaci:
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Xi+mr=M:, (3.2)

X-m~ =M~
Z rownan (3.1, 3.2) oraz ze wspomnianych wyzej rownan réwnowagi nalezy wyelimi-
nowacniewiadome x if o dowolnych znakach. Otrzymamy w ten sposébuktad réwnan w
liczbie podwojnej przekrojow krytycznych (mozliwych wiezéw jednostronnych 2-n), lecz o
poczwornej plus jeden liczbie niewiadomych nieujemnych (4-n+1). Niewiadomymi sg katy
obrotéw w przegubach jednostronnych (plastycznych) <p#'), momenty m+() oraz wspotczyn-
nik wzrostu kombinacji obcigzen p. Zagadnienie no$nosci granicznej zostato w ten sposéb
sprowadzone do wyznaczenia warunkowego rozwigzania dopuszczalnego programowania

liniowego przy maksymalizacji wartosci p [4], tj:

a)jesli m"<) > 0 wowczas odpowiednio ) =0, (3.3)
b)jesli =0 H
c) max p.

Spos6b 2

Kazdy wytypowany przekroj krytyczny staje sie przegubem jednostronnym dopiero po
osiggnieciu w nim przez moment zginajagcy wartosci granicznej. Moment zginajacy w
dowolnym przekroju krytycznym mozna wyrazi¢ nastepujagcym znanym wzorem:

Mk= My, p+ MEX (3.4)

gdzie:
My, - moment zginajagcy w statycznie wyznaczalnym ustroju podstawowym, poddanym

dziataniu obcigzen okres$lonej kombinaciji,

M r = {Af4l,A/42,.. Alfa} - wektor momentdw zginajacych w przekroju krytycznym k, w

stanach jednostkowych, w jakich znajduje sie ustr6j podstawowy poddany dziataniu
kolejnych sit nadliczbowych xj= .
Moment w kazdym przekroju krytycznym musi spetnia¢ nastepujaca nieréwno$¢ jednoczesna:

-M'SM k<M*. (3.5)
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Obierajac za site nadliczbowg Xj moment zginajacy w przekroju krytycznym j, spetnia on
nierdwnos$¢ (3.5) (k=j). Jedli ten moment zginajacy osiggnat warto$¢ graniczng xJ=Mj,
woéwczas mamy w tym przekroju jednostronny przegub, w ktérym obrdt mozna okresli¢

nieréwnoscia

Ostatnig nierownos$é, tak jak w sposobie 1, mozna doprowadzi¢ do réwnos$ci za pomocg
zmiennych ostabiajagcych <p+i o~
X+p AP+ +(-)g>;(>=0, (3.6)
g+ >0,<p' >0.
W przypadku gdy moment zginajacy w przekroju k osigga warto$¢ graniczng Mk= M(,
woéwczas w przekroju tym powstaje przegub jednostronny, ktérego kat obrotu wynosi g€ o
kierunku przeciwnym do momentu uplastycznienia. Wychodzac z interpretacji geometrycznej

réwnania (3.6), moze by¢ ono zachowane po pojawieniu sie dodatkowych przegubow w

przekrojach typu k, jesli uzupetnic¢ je cztonem postaci

gdzie Mt={M,j,M3,..Mn) } sa to momenty w stanie jednostkowym Xj=1, za$

Pi<>= {opf'<),p2<)—Pm 5} "katy obrotu w m przekrojach krytycznych . Ostateczna posta¢
réwnania (3.6) jest nastepujaca:

5-x+ M J-"+ (=)(pH ’j +//-Ajr + ACGiBi =0, (3.7)

P)>0,j=1,2,...n.
Do réwnan (3.7) dochodzi sie réwniez z warunku na minimum funkcji energii potencjalnej

odksztatcenia z warunkami ubocznymi (3.4,5) [5], przy maksymalizacji p.

U= —xt-6x+uxt-A +xt A

~ - - - -r -

gdzie:

5t= 561t,52t,...5t } jest rr?acierzq przemieszczen w miejscu i kierunku usunietych wiezéw
-1 - ~n

nadliczbowych w poszczegélnych stanach jednostkowych,
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A =" "A"-A "} - wektor przemieszczeri w miejscu i Kierunku usunietych wiezéw
nadliczbowych w ustroju podstawowym poddanym dziataniu obcigzeri kombinacji ,,P”,

AGDE) = {Mo0B’"2a0B>no00} -jw. lecz od naprezen i odksztatcen poczatkowych.

Dalsze postepowanie jest takie jak w sposobie 1

Sposéb 3

Roéwnania kanoniczne ustrojéow z jednostronnymi wiezami mozna rdwniez tworzyé
metodami przemieszczen [5] lub elementéw skonczonych [6]. W wytypowanych przekrojach
krytycznych ramy ptaskiej moga powsta¢ dwa przeguby jednostronne w zaleznosci od tego,
czy moment w tym przekroju osiggnie warto§¢ M+\ Sity wewnetrzne, w tym réwniez
momenty zginajace w przekroju krytycznym preta ramy mozna wyrazi¢ wzorem:

F=Kg+p-F +F  +(-)FK), (3.8)

(obowigzuje przy tym badz znak plus badz minus),

gdzie:

Ft={M,Q,N}-moment zginajacy, sita poprzeczna i sita osiowa w precie,

K - macierz sztywnosci preta,

qT =|9j,u,,v,.Gj, Uj, Vj} - przemieszczenia koncoéw i orazj preta,

F - sity wewnetrzne od danego obcigzenia, jak w belce utwierdzonej, gdy np. pret jest

~p

zamocowany na koAcach w sposéb sztywny,

Ecdi)_ jw. lecz od naprezen i odksztatcen poczatkowych,

F*(T = Al )} - sktadnik sit weztowych ostabiajacy nieréwno$¢ jednoczesng

postaci (3.5) do rownosci.

Rys.3
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Sity i przemieszczenia w relacji (3.8) odniesione do globalnego uktadu wspétrzednych
musza w weztach ustroju spetnia¢ réwnania rownowagi. Przytoczono je w pracy [5]. Jesli w
przekrojach krytycznych moga powstac jedynie gietne przeguby plastyczne, wéwczas odpo-

wiedni skfadnik wektora FS wynosi  [6]

(rys.3):

gdzie state c i ¢, przyjmujg wartosci 6 i 4 w
przypadku sztywnego potgcze-nia preta w
weztach. W przypadku $ciggu, ktory
przenosi jedynie sity rozciggajace, sita
osiowa spetnia nier6wnosé

0<Nk<N*.

Odpowiedni sktadnik wektora F wynosi

woéwczas
niE>=+()
gdzie s~ jest przemieszczeniem wiezi
jednostronnej (wiotki pret), za$ s+ - plas-
tycznym wydtuzeniem preta, bo s+>0,
gdy Nk=NKk. Prety sciskane moga
pracowa¢ dwojako: jako jednostronne
wiezy - cale skrécenie ma charakter
sprezysty (w przypadku pretéw smuktych) a >
lub  cze$¢ skrécenia ma  charakter
sprezysty, a czes¢ plastyczny. Dla pretow
$ciskanych z imperfekcjami lub mimo-
srodowo Sciskanych nie sposob ustalic,
jaka czes¢ skrdocenia ma charakter prze- nechanizn
mieszczenia wiezi jednostronnej, a jaka Rys4
odpowiada skréceniu trwatemu (plastycznemu), bez znajomosci ksztattu przekroju poprzecz-

nego preta i warunkéw jego statecznosci.
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Prostota sformutowanego zagadnienia nosnosci granicznej zostanie zachowana, a jego
rozwigzanie nie ulegnie komplikacji, je$li ograniczenia postaci (3.5) na momenty w

przegubach plastycznych rozszerzymy na sity osiowe i ewentualnie sity poprzeczne.

4. Przykiady

Rama portalowa

Obliczono wspotczynnik wzrostu wszystkich obciazen kombinacji, charakteryzujacy
obcigzenie graniczne ramy pokazanej na rys.2a.

W ustroju podstawowym dodano wiezy dwustronne, zapewniajace jego geometryczng
niezmienno$¢ (rys.2d). Na rys.4c podano wartosci katéw obrotu w przegubach plastycznych
(przegubach jednostronnych) < Dla oceny stanéw poprzedzajacych stan graniczny rame
obliczono dla p=100 oraz p=1112 (rys.4a i b). Mozna zauwazy¢, ze osiggajac no$nos¢
graniczng rama doznaje znacznych przemieszczen, dochodzacych tu do ok.1/50 odpowiednio
dtugosci rozpory i wysokosci ramy (patrz rys.4c). Wskazywatoby to na prawdopodobnie
mniejszg odporno$¢ ramy na niestateczno$¢ przegubow plastycznych. Konstrukcja moze
zatem zawie$¢ wczesniej, niz na to wskazuje wspdtczynnik wzrostu obcigzenia max (i.
Rozwigzanie wg sposobu 1:

réwnania (3.1), wektor niewiadomych
LTI,

*(
0 X2 X3 XA 35 45 f\ i 13+ (-to+)+(-)227 -+ (-K &/}

macierz
<5R.£al

5 5 0 0 0 0 0 0 0,2 0 0 0 0 0 O

3 6

5 222 5 0 0 0o 02 0 0,2 o 0 0 0 0 01736

6 18

0 5 2 1 0 o 12 0 0 0 0 0 0 0175

18 3 18

0 0 1 5 2 0 1,25 0 0 0 0 0 0 00903

8 9 9
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0 O 0 2 211 5 o 025 0,2 o O O O O 10,0889

00 0 0 5 5 0 0 -02 0 0 0 0 O o}

W ustroju podstawowym dodano trzy wiezy dwustronne, zapewniajace jego geometryczng
niezmienno$¢. Macierz wspotczynnikow dodatkowych réwnan réwnowagi wynikajacych z

faktu niewystepowania tych wiezéw w ustroju rzeczywistym ma postac:

0 0,2 -12 1 0 0 0o 0 0 o 0 0 0 O 0 13
0 0 1 -1,25 025 0 0 0 0 o 0 0 00O 0 025
02 -02 O 0 0,2 02 0 0 0 O O O O 0O 0 o5

Do tych réwnan dofacza sie réwnania (3.2). Nastepnie eliminuje z catego ukiadu

niewiadome dowolnego znaku i wyznacza sie warunkowe rozwigzanie dopuszczalne wg (3.3).

Rama o zatamanej rozporze ze $ciggami
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Wyznaczono no$no$¢ graniczng ramy o zatamanej rozporze ze $ciggami, rozpietosci ok.
40 m (rys.5), poddanej dziataniu obcigzenia rownomiernie roztozonego po rzucie.

W drugim wariancie rame dodatkowo obcigzono dwiema poziomymi sitami jak na rys.6a.
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Rys.6

W obu wariantach pokazano wykresy momentdw zginajagcych oraz mechanizmy
zniszczenia. Maksymalne warto$ci wspétczynnikow wzrostu obcigzen podano odpowiednio
narys.5c i 6a. Narys.5¢c i 6b procz katéw obrotu w przegubach plastycznych podano réwniez
graniczne wydtuzenia $ciggéw ,,s” w chwili przeksztatcenia sie konstrukcji w mechanizm. W
mechanizmie zniszczenia tym samym S$ciagi te sg narysowane jako przeciete. Mozna
zauwazy¢, ze mechanizm z rys.5d ma trzy stopnie swobody, a z rys.6c jeden stopien swobody.
Mechanizmy zniszczenia, przemieszczenia i wykresy momentéw zginajgcych wyznaczono

drugim sposobem.

5. Whnioski

1. Przemieszczenia ram osiagajacych nosno$¢ graniczng mozna wyznaczy¢ na modelu ustroju
zjednostronnymi wiezami wprowadzonymi w wytypowanych przekrojach krytycznych.

2. Obliczone w przyktadach wartosci odksztatcen w przegubach plastycznych oraz prze-
mieszczenia ram wskazujg na mozliwo$¢ wystapienia niestatecznosci przegubéw plas-

tycznych. Moze to stanowi¢ przyczyne wczesniejszego zniszczenia ustroju.
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Abstract

Calculations of limit load capacity and corresponding displacements in plane bar structures
were carried out on a model of structure with unilateral constraints. Equivalence of an
articulated plastic joint and unilateral joint occurs. Change of angular displacement, same as
unilateral joint, is able to perform only in one direction, but only after reaching limit value of
bending moment (fig. 1).

The displacements of plane frames reaching limit load capacity can be, because of that,
evaluated from canonical equations formulated up for the structures with unilateral constraints
and from additional conditions (3.2 and 3). Three ways of creation of these equations (3.1, 7
and 8) were presented. Two firsts are based on a method of forces, third one on a method of
displacements or a method of finite elements.

Feasible solution of these equations (p+H > 0, m+H > 0) satisfying conditions (3.3), together
with maximisation of increasing coefficients of every load combination allows to: evaluate
mechanisms of destruction, make diagram of intrinsic forces, obtain values of displacements
in the plastic joint and displacements in the moment of transformation of the structure into a

mechanism.



