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SILY KONTAKTOWE £AWY IPOLPRZESTRZENI SPREZYSTEJ

Streszczenie. Wykorzystujac zagadnienia Boussinesga i Cerrutiego rozpatrzono tawe
fundamentowa w kontakcie z potprzestrzenig sprezysta potgczonymi, jednostronnymi
pionowymi wiezami i poziomymi dwustronnymi wigzami o ograniczonej nosnosci. tawa
moze by¢ poddana dziataniu miedzy innymi poziomych i pionowych ruchéw gdérniczych
terenu.

CONTACT FORCES OF THE LONG STRIP FOUNDATION AND THE
ELASTIC HALF-SPACE

Summai”. Using the Boussinesq and Cerruti’s problem the contact problem of long strip
foundation and the elastic half-space connected by vertical unilateral constrains and horizontal
bilateral constrains with limited load capacity was discussed. The long strip foundation can
also be subjected to horizontal and vertical of the mine ground movement.

1. Wstep

Rozpatrzono zagadnienie kontaktowe tawy fundamentowej, poddanej dziataniu dowolnych
obcigzen, w tym réwniez poziomych i pionowych ruchéw go6rniczych terenu, z pot-
przestrzenig sprezysta. W modelu obliczeniowym przyjeto, ze pomiedzy tawg i podiozem
wystepuja jednostronne pionowe wiezy, nie przenoszace sit rozciggajacych oraz dwustronne
wiezy poziome o ograniczonej no$nosci.

Uwzgledniono wptyw pionowych i poziomych sit kontaktowych na odksztatcenie tawy i
potprzestrzeni, wykorzystujac znane zagadnienia Boussinesqa i Cerrutiego [1],

Wptyw szkieletowej nadbudowy na rozktad sit kontaktowych uwzgledniono postugujac sie
zastepczg belka, reprezentujaca jej sztywnos$¢ na nieréwnomierne osiadanie konstrukcji [4].

Podstawy teoretyczne podane w pracy postuzyty do opracowania programu komputerowego,
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za pomocg ktérego mozna obliczy¢ sity kontaktowe pomiedzy tawg i podtozem, wielkosci
ewentualnych szczelin i poslizgéw w strefie kontaktu oraz wartosci momentéw zginajacych i
sit poprzecznych w fawie.

Zagadnienie petnej zgodnosci odksztatcen fundamentu i podtoza byto przedmiotem pracy
[2], jednak bez wptywdw gdrniczych i mozliwosci poslizgu.

tawe z jednostronnymi pionowymi sitami kontaktowymi, poddang dziataniu dowolnych

sit i krzywizny gérniczej, rozpatrzono w pracy [3],

2. Kontakt tawy i pétprzestrzeni sprezystej

Poszukuje sie rozktadu sit kontaktowych w kierunku podtuznym tawy. Rozktad tych sit w
podatniejszym Kkierunku zalezy od usytuowania obcigzenia na tawie oraz od wielkosci
ewentualnych wpltywéw goérniczych. Wiadomo, ze dla poiprzestrzeni teoretyczny rozktad
pionowych sit kontaktowych w kierunku poprzecznym tawy bedzie taki jak dla sztywnego
stempla wciskanego. Dalsze rozwazania mozna by przeprowadzi¢ przy tak zatozonym
rozktadzie, jednak rzeczywisty przebieg tych sitjest blizszy rozktadowi rownomiernemu.

W dalszym ciagu zaktada sie zatem, ze rozktad pionowych i poziomych sil kontaktowych
jest rownomierny w kierunku poprzecznym fawy, a za miarodajne do obliczen uznaje sie
przemieszczenia podtoza w Srodku szerokos$ci tawy.

W linii kontaktu, gdy nie zachodzi poslizg i potprzestrzen nie odrywa sie od tawy,
przemieszczenia poziome i pionowe fawy i potprzestrzeni muszg by¢ zgodne. Przemiesz-

czenia poziome poiprzestrzeni w osi podstawy tawy, wywotane Srednimi w jej kierunku
t

poprzecznym pionowymi E—>O i poziomymi T sitami kontaktowymi, wynoszg [1] (patrz

zagadnienia Boussinesaa i Cerrutiego):

(xX) = J[q(E) «Ci(x - £)+ 1, (E)m (x- £)]+dEf + ug(x), (2.1
0

gdzie:
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2
ug(x) - przemieszczenia poziome podtoza gorniczego,

1

\/
Rys.I
EO - modut odksztatcenia gruntu,

p 0 - wspotczynnik Poissona,
b - szeroko$¢ tawy,
1- dtugosé tawy,
R2=1t2+y2+2z2, t=x-£ (rys.l).
Przemieszczenia pionowe potprzestrzeni wywotane srednimi (jw.) pionowymi i poziomy-

mi sitami kontaktowymi mozna wyrazi¢ wzorem:
WG(Xx) = J[q(0<,(x-0 -r,(0 0 (Xx- ¢)]*dE+ wg(x), (2.2)
0

gdzie:

2
wg(x) - przemieszczenia pionowe pochodzenia gorniczego.
Warunek zgodnos$ci odksztatcen tawy i podtoza mozna opisa¢ w nastepujacy sposob:
a) przemieszczenia pionowe tawy nie moga byé wieksze od przemieszczen pionowych

pOtprzestrzeni

wG>wF
Nieréwnos¢ te mozna zapisa¢ w postaci réwnania
wG-w F-sv=0, (2.3)

gdzie sv> 0 oznacza szczeling pomiedzy fawa i gruntem,
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b) odksztatcenia jednostkowe tawy i podtoza sg zgodne na tych odcinkach linii kontaktu, na

ktérych nie zachodzi poslizg (rys.2)

2 ua + +W£:-(2 + -1,
py P)

Przy matych przemieszczeniach wyrazenie to upraszcza sie do postaci:

ub-- =0.
p

Réwnanie to jest zachowane przy braku poslizgu, czyli dla
ITj<g-tg<p +c-b,
q>0,
gdzie:
<p - kat tarcia wewnetrznego,
c - stata kohezji,

e - odlegtos¢ osi tawy od linii kontaktu tawy i podtoza (rys. 1).

(24)

(25)

Na podstawie réwnania (2.4) mozemy otrzyma¢ funkcje pos$lizgu w przedziale, w ktérym

nierdwnos¢ (2.5) nie zachodzi

sh=co+Ug- f--dx,
<d.P

gdzie:

u0 - przemieszczenia poziome wg wzoru (2.1), c0- stata.

(2.6)
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Wychodzac ze znanego réwnania rézniczkowego osi odksztatconej preta
EJ-Wp =-M,

dochodzimy do réwnania rézniczkowo-catkowego postaci
EJ-Wp =-M p(x)- Jg-(x-£)-dE- Jrg-e dx, (2.7)

gdzie M p(x) oznacza moment zginajacy w tawie wywotany obciazeniem z nadbudowy, za$
EJ sztywno$¢ gietnatawy.

Po dwukrotnym scatkowaniu wyrazenie (2.7) wstawiono do réwnania (2.3). Uwzgledniajac
ponadto wzor (2.2) na przemieszczenia pionowe podioza mozna réwnaniu (2.3) nadac

nastepujaca postac:

svix)= ¢, x +c2+ IMPE (-4 Pf+wit +

/iJ(0dt" +

Jfla(i) < 3(x- i) - rq(*)<m(x- ¢ WE  (2.8)
0
Analogicznie réwnanie (2.6) przy wykorzystaniu wzoréw (2.1 i 7) przyjmuje postac:

sh(x) = cO+ J[Q(E) *C,(x - 4)+t,(~ m (x - 4)]dE + ug(x)+

J Mp.dx+J— dt Jq(i).(t-i).di+Jrt .e.di (2.9)
X, ™ X, LO 0
Procz tych réwnan (2.8,9) powinny by¢ spetnione trzy réwnania réwnowagi
i i i
W =Jqg-dx, MO=J(g-x+rqg-e)dx, H=JVq dx, (2.10)
0 0 o
ktérymi mozna wyeliminowa¢ state c0, c|t i c2. W rdéwnaniach (2.10) W i H oznaczaja

wypadkowe z sit pionowych i poziomych obcigzajgcych tawe, MO za$ jest wartoscig
momentu statycznego tych sit wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

Jesli w linii kontaktu pominiemy poziome sity kontaktowe tq=0, wéwczas tawa i pot-
przestrzen potaczone sa jednostronnymi pionowymi wiezami, nie przenoszacymi sit rozcia-

gajacych. Odpowiadajace temu rownanie catkowe mozna otrzymac z (2.8). Ma ono postac:
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<x)=Cl.x+c2+j |~ . (x - " +

zgodng z otrzymang w [3], Procz tego réwnania powinny by¢ woéwczas spetnione dwa

rébwnania rGwnowagi
i i
W = Jgedx, MO= Jqgexedx.
0 0
Dla podtoza winklerowskiego o podatnosciach: poziomej ch i pionowej cv oraz statej

sztywnosci gietnej fawy dwa pierwsze réwnania rozpatrywanego zagadnienia kontaktowego

(2.8-10), (2.5) upraszczaja sie do postaci:

Sv(X) =c,-x +c2+-1-o iMp(£)-(x-£)-dE +
bJ ¢

+ Ay -I[g(i)(x-i)+3ergl(x-i)2di+r- +w,,

sh(x) = cO+ -r*-+ug+—§- er p-dx +

chb Ax,

+ A3 JO()-(x-1) +2 e-r,(M)] (x-i)-di- (2-11)

3. Sity kontaktowe

Sity kontaktowe dla okre$lonego obcigzenia mozna wyznaczy¢ numerycznie metoda
dyskretyzacji przez zastosowanie MES lub MRS. Réwnania (2.9,10) mozna zapisa¢ w

postaci:

T= E- +L)i, (31)

(wykorzystano przy tym warunki brzegowe (2.10));

gdzie: qT={q,,92,...}, rq=jrq,,rg2...J- wektory sit kontaktowych w punktach podziatu

fawy,
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sT=|sv,sh| - wektory wartosci szczelin i poslizgdw pomiedzy lawg a podtozem,

A, B - prostokatne macierze liczbowe,

b, bx - wektory wyrazéw wolnych.

Jesli b>0 i b, speiniajg nieréwno$¢ (2.5), woéwczas s=0. W przeciwnym przypadku

wyznacza sie q,T,,,sv i sh tak, by byly zachowane nastepujace warunki:

cj>0asv>0AqT-sv=0,

Tai-shi>0AQqi>0

w tych punktach kontaktu fawy i podtoza, w ktérych jij = q, tgtp + c-b.

4. Przyktady

Przyktad 1

Belke o szerokosci 1m, diugosci 6 m
0 sztywnosci gietnej EJ=10 MN mm2,
potaczong  jednostronnymi pionowymi
wiezami z poiprzestrzenia, obcigzono w
$rodku dtugosci sitgP=600 kN. Narys.3aib
pokazano wykresy momentéw zginajacych,
sit poprzecznych i sit kontaktowych dla
podziatu na 19 i 22 czesci. Narys. 3c w celu
pokazania zbieznosci do  rozwiazania
doktadnego naniesiono w tej samej skali
rozktady sit kontaktowych dla podziatu na 8,
11 i 16 czesci oraz ponizej dla podziatu z
rys. 3a i b. W strefie utraty kontaktu tawy i

podtoza podano wartosci szczelin w pm.

3'ZB
EJ=10 MNm /
*ir<

Eo=15 MPa d=I m U=0,2

b))

(3.2)

3,0

*YSA
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Przykiad 2

Wyznaczono momenty  zginajace, sty
poprzeczne i sity kontaktowe pomiedzy pot-
przestrzenig a tawga fundamentowa o dtugosci 14
m, obcigzong trzema réznymi sitami, rozmiesz-
czonymi na niej symetrycznie w szeScio-
metrowych odstepach. Zastosowano MRS

przy podziale na 28 czesci. Moznazauwa-
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zy€, ze poziome sity kontaktowe przyjmuja wieksze wartosci jedynie na koncach tawy
(rys.4a). Na iys.4b przedstawiono wykresy tych samych wielko$ci M., Q, q i Tq przy
dodatkowym wptywie wypukiej krzywizny gorniczej o wartosci promienia 6 km. Nastepnie
zwiekszono szeroko$¢ tawy do 1,5 m i poddano jg dziataniu petzania terenu e=I %0 oraz
wypuktej krzywizny goérniczej (iys.4c). Przy spetzaniu i wklestej krzywiznie gdrniczej
(rys.4d) rozkiad sit kontaktowych jest mniej korzystny niz w poprzednim przypadku.

Wartosci poslizgéw podano w pm.

5. Whioski

1. Zagadnienie kontaktowe tawy obcigzonej dowolnymi sitami i pdtprzestrzeni sprezystej
w warunkach poziomych i pionowych ruchéw gérniczych terenu sprowadzono w pracy do
uktadu dwéch rownan catkowych z niewiadomymi: poziomymi i pionowymi sitami
kontaktowymi oraz szczelinami i wartosciami poslizgéw w strefie kontaktu. Niewiadome: sity
kontaktowe, szczeliny i wartosci poslizgédw mozna wyznaczy¢ jak warunkowe rozwigzanie
dopuszczalne programowania liniowego (3.1,2).

2. Uwzglednienie w zagadnieniu kontaktowym procz wiezéw pionowych takze wiezéw
poziomych nie ma wigkszego wptywu na rozktad pionowych sit kontaktowych, jednak staje
sie on blizszy rozktadowi réwnomiernemu. Koncentracja pionowych sit kontaktowych na
koncach tawy wskazuje na mozliwos$¢ uplastycznienia siegajgcego w gtgb potprzestrzeni.

3. Wptywy gérnicze

Jednoczesne dziatanie petzania i krzywizny.

Przy krzywiznie wypuktej i rozpetzamu poziome sity kontaktowe majg wartosci mniejsze
niz w przypadku dziatania spefzania i krzywizny wklestej o tych samych wartosciach.
Okreslonemu obcigzeniu tawy i jej szerokosci odpowiada graniczna warto$¢ petzania (w

rozpatrywanych przykfadach rzedu 15 %) , przekroczeniu ktérej nie towarzyszy dalszy



Sity kontaktowe fawy.. 41

wzrost poziomych sit kontaktowych. Na catej dtugosci tawy wystepuje wowczas poslizg w
strefie kontaktu. Otrzymane wyniki potwierdzaja obserwowane petzanie tawy w kierunku
frontu eksploatacji gérniczej.

Zabiegi zmierzajace do utatwienia poslizgu w strefie kontaktu, tym samym do zmniej-
szenia warto$ci poziomych sit kontaktowych, majg uzasadnienie teoretyczne, a ich

skuteczno$¢ moze by¢ za pomoca programu liczbowo oceniona.
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Abstract

The contact problem of the long strip foundation loaded with arbitrary forces and the
elastic half-space in conditions of horizontal and vertical mining movements of the subsoil
was led in the paper to the system of integral equations with variables: horizontal and vertical
contact forces, gaps and values of slips in the contact zone. This variables (contact forces,
gaps and values of slips) can be evaluated as a conditional, admissible solution of the linear
programming. Consideration in the contact problem besides vertical constraints also
horizontal constrains has not big influence on the distribution of vertical contact forces, but
the solution of the problem is closer to the uniform distribution. Concentration of the vertical

contact forces on the strip foundation endings points at possibility of a plastic flow reaching

as far as the half-space depth.



