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PRZEDZIALOWE METODY ROZWIAZYWANIA ROWNAN
MECHANIKI KONSTRUKCJI

Streszczenie. W pracy przedstawiono algorytmy rozwigzywania szerokiej klasy réwnan
algebraicznych i rézniczkowych, wystepujacych w mechanice konstrukcji. Metody oparte sg
na matematyce przedziatowej. Przedziatowe metody umozliwiajg znalezienie oszacowania
wszystkich rozwigzan, sg zbiezne globalnie i umozliwiajg uwzglednienie btedéw zaokraglen.

INTERVAL METHODS FOR SOLUTION EQUATION OF STRUCTURE
MECHANICS

Summary. In this paper the algorithms of solution large class of algebraic and differential
equations which are available in field of structure mechanics are presented. These methods are
based on interval mathematics. Interval methods can find estimate of all solutions, are global
converge and can also consider rounding errors.

1. Wprowadzenie

Rozwiazania otrzymane za pomocg metod numerycznych zwykle sg niedoktadne. W ostat-
nich latach rozwinety si¢ metody rozwigzywania problemdéw brzegowych, ktdre pozwalajg
oszacowac jakos$¢ otrzymanego rozwigzania (por. np. [27,39]).

Na poczatku lat pieédziesigtych wielu badaczy zainteresowato sie wtasnosciami dziatan na

przedziatach liczbowych, okre$lonych nastepujaco:

aob={x°y:xea=[a ,a+],yeb=[b"b+], °e {-+-/}} (1)

Prace te zostaly podsumowane w pracy Moore’a [29], wydanej w 1966 roku. Bardziej wspot-

czesne omowienie metod matematyki przedziatowej znajduje sie w pracach [2,19,20],
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W niniejszej pracy chciatbym przedstawi¢ zastosowanie metod opartych na matematyce
przedziatlowej do rozwigzywania nieliniowych réwnan algebraicznych oraz uktadéw réwnan

rézniczkowych pierwszego rzedu w postaci normalnej.

2. Przedziatowe metody rozwigzywania nieliniowych réwnan algebraicznych

2.1. Przedziatowa metoda Newtona

Wezmy pod uwage ciggla i rézniczkowalng funkcje g:R" -> R". Bedziemy poszukiwali
rozwigzan rownania g(x)=0 w danym n-wymiarowym przedziale X. W przypadku jedno-

wymiarowym kolejne kroki algorytmu sg nastepujgce:
2>

gdzie g(X) oznacza przedziatowe rozszerzenie funkcji g(x). Jest to funkcja, ktéra powstaje z

wyjsciowej funkcji g(x) poprzez zastgpienie wszystkich operatoréw na liczbach rzeczywistych
dziataniami przedzialowymi oraz wszystkich zmiennych x, odpowiednimi przedziatami X,

[2,29], W przypadku wielowymiarowym kolejne iteracje otrzymujemy jako cze$¢ wspolng
rozwigzania przedziatowego uktadu rownan (por. [26,31]):

" dg.nA xf_,,xf XJ)
Qi(x )+ X (yi XU)—— S =0 @)
W 5xi

i poprzedniej iteracji xktl =yf n xf. Przedzialowy uktad réwnan jest to uktad, w ktérym

macierz ukfadu A i wektor prawych B stron sklada sie z przedziatbw. Rozwigzanie
przedziatowego uktadu réwnan okre$lamy jako zbiér (por. [13]):

I(A,B) = {xXAx=B,AeA, BeB} 4)

Przedstawione rozwazania zilustrujemy na przykfadzie zagadnienia wyznaczenia prze-

mieszczen kratownicy. Wezmy pod uwage uktad pretowy, przedstawiony narys. 1.
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Rys. 1. Schemat statyczny kratownicy Misesa
Fig. 1. Statical scheme of Mises’s truss

Rownanie rGwnowagi jest nastepujace:

2-A-E-(L--jL2-H2+(H-q)2I(H-q)
P i, — ———— (5)

W obliczeniach przyjeto nastepujace dane liczbowe E =211011MPa, L=10 m, H=0.4 m,
P=10 kN, A=0.0036 m2. Ukfad moze znajdowac si¢ w trzech potozeniach réwnowagi:
g,=0.050477 m, q,=0.313357 m, 3=0.836264 m. Rozwigzania numeryczne otrzymane

przedziatowg metodg Newtona przedstawione sg w tabeli 1.

Tabela 1
Eps [m] Brzeg g, [m] Ot [m] Or [m]
0.01 q' 0.050467 0.313327 0.834962
qt 0.050467 0.313897 0.836264
0.0001 q" 0.050467 0.313336 0.836264
qt 0.050467 0.313569 0.836264

Przedziatlowa metoda Newtona zostata zaproponowana przez Moore’aw 1966 roku [29].
Pdzniej byta znacznie udoskonalona oraz zaimplementowana w wielu pakietach obliczen

numerycznych (por. [1,2,3,17-24,28,31,35-37,41]).

2.2. Przedzialowa metodapodziatu

Rozwazymy réwnanie

9(x) =0, (6)
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gdzie g:R" d D->R" jest dang funkcja, a D jest wielowymiarowym przedziatem
n

D= i)él[d{,di]. Niech g:I(R)n— I(R) bedzie przedzialowym rozszerzeniem funkcji g, tzn.
Z wiasnosci ,inclusion isotonicity” arytmetyki przedziatowej (por. np. [2,29]) wynika, ze
jezeli:

0ig(D), ™
gdzie g(.) jest rozszerzeniem przedziatowym funkcji g(x), to funkcja g(x) nie ma pier-
wiastkébw w obszarze D. Metoda podziatu (poréwnaj [8,29,40]) oparta jest na witasnosci (7).
Nalezy podkreslié, ze do stosowania metody podziatu wystarczy, aby dla funkcji g(x) istniato
jej przedziatowe rozszerzenie g(X). Metode podziatu mozna zatem stosowa¢ do réwnan, w

ktorych funkcja g(x) jest nier6zniczkowalna, a nawet nieciggta.

2.3. Przedziatowa metoda minimalizacji

Szczegbtowy opis algorytmu znajduje sie w pracach [19,20,35]. Tutaj ograniczymy sie do
przedstawienia jedynie jego najwazniejszych elementéw. Bedziemy rozwazali odwzorowanie f
okres$lone na n-wymiarowym przedziale X o warto$ciach w zbiorze liczb rzeczywistych R.
Poszukujemy globalnego minimum funkcji f okreslonej na zbiorze X, tzn. liczby:

f-=inf{f(x):x eX}- (8)

Rozwazymy dwa roztaczne przedziaty X, i X2. Z wlasnosci naturalnego przedziatowego

rozszerzenia funkcji f wynika, ze gdy zachodzi nieréwnos$¢:

f(x,)+<f(x2r, 9)
wtedy globalneminimum funkcjif(x) na pewno nie znajduje siew przedziale X2, wiec
mozemy goodrzuci¢ w dalszych rozwazaniach. Jezelidokonamy dostateczniegestego
podziatu przedziatu X, mozemy za pomoca nierdwnosci (9) zlokalizowa¢ globalne minimum
funkcji f z duzag doktadnoscig. Oprocz wzoru (9) istniejg inne procedury przyspieszajace
zbiezno$¢ metody minimalizacji, np. testy: punktu $rodkowego, monotonicznosci, wypu-
ktosci oraz poszukiwanie lokalnych miniméw metodami gradientowymi [18,19,34], Ponadto
w algorytmach przedziatowej optymalizacji stosuje sie algorytmy obliczenn rownolegtych,

umozliwiajace petne wykorzystanie mozliwosci komputeréw wieloprocesorowych.
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W pracy [33] J. Pinter pokazat, ze rozwigzanie réwnania g(x)=0 (g:R"—R™") jest

rownowazne problemowi minimalizacji funkcjonatu:
f(x) = llg(x)ll. (10)
gdzie [ jest dowolngnormaw przestrzeni R" np. [lg(X)il =llg(x)||1= )_(:l|s.(x)|-
i

Réwnowazno$é probleméw wynika z aksjomatdw normy |H (|lg(x)||= 0 <>g(x) = 0).
Poniewaz funkcjonat f(x) moze by¢ bardzo skomplikowang nieliniowg funkcja, dlatego jako
algorytmu poszukiwania minimum przyjmujemy algorytm przedziatowej optymalizacji
globalnej. Ogdlnie méwigc metody minimalizacji i podziatlu oparte sa na identycznych
schematach obliczen. Réznig sie jedynie zastosowanymi algorytmami eliminacji przedziatow
na pewno nie zawierajacych rozwigzania (wzér (7) w metodzie podziatu oraz wzér f(X) >0
(10) w metodzie minimalizcji).

Rozwazymy uktad mechaniczny przedstawiony na rysunku 2.

Rys. 2. Schemat statyczny Rys. 3. Pierwsza faza obliczen
Fig. 2. Statical scheme Fig. 3. First part of calculation

Rownanie réwnowagi uktadu jest nastepujace:

PL-sin(tp)-c-<p =0 (9))
W obliczeniach przyjmujemy L=1 m, c=I Nm. Wykres zaleznosci sity P od kata obrotu tp
(P=P(tp)) mozna otrzymac stosujac metode podziatu. Kolejne etapy obliczen przedstawione sg
na rysunkach 3, 4 i 5. Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze funkcja P=P(tp) jest nieokre$lona

(wielowartosciowa) dla x=0, a otrzymanie analitycznego wyrazenia dla funkcji odwrotnej
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= <p(P) jest niemozliwe. Metody przedziatlowe sg nowym i uniwersalnym narzedziem do

badania przebiegu funkcji uwiktanych.

Rys. 4. Druga faza obliczen Rys. 5. Wykres zalezno$ci P=P(<p)
Fig. 4. Second part of calculation Fig. 5. Diagram of function P=P(<p)

3. Przedziatlowa metoda tamanych (Eulera)

Przedziatowe algorytmy rozwigzywania roéwnan ré6zniczkowych mozna znalez¢ juz w pracy
[29], Oszacowania btedu rozwigzania otrzymanego przy uzyciu metod wariacyjnych dla
réwnan z operatorami monofonicznymi mozna znalez¢ w pracach [12-14]. Inne metody
opieraja sie na twierdzeniu o punkcie statym i znajdujg oszacowanie rozwigzania w postaci
np. wielomianéw metoda kolejnych przyblizeA [7,9,29,38]. Praca [4] zawiera przedziatowy
algorytm oparty na metodzie Newtona. Praca [32] zawiera metode konstrukcji oszacowania
rozwigzania réwnania rézniczkowego drugiego rzedu za pomoca funkcji sklejanych i MES.
Podobng metode zastosowano w pracy [30], z tym ze do interpolacji uzyto funkcji wiasnych
operatora rozniczkowego. Artykut [10] zawiera algorytm oparty na transformacji uktadu
wspotrzednych (por. [29]). Prace [6][11] zawierajg przedziatlowe algorytmy oszacowania
rozwigzania liniowego ukfadu réwnan o statych wspdtczynnikach oparte na macierzy
fundamentalnej rozwigzania [5]. Przedzialowe metody réznicowe oparte na algorytmie

Adamsa skonstruowat O.B. Ermakov [15,16],
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W pracy [29] Moore podat nastepujace twierdzenie. Rozwazymy problem poczatkowy
postaci:
y'(x) = f(y(x)), y(0) = yQ (12)

n

gdzie f:R" d A = _>:<iA, —R". Jezeli f spetnia nastepujace warunki:
i

1) f(Y) jest funkcjaciagtadla YJc Aj j=I,...,n;
2) funkcje f, posiadajg wiasnos¢ (,inclusion monotonie”): jesli Y’c Y, to f,(Y)c f.(Y) dla

wszystkich Y tz A ;

3) istnieje dodatnia liczba L taka, ze dla wszystkich Yj c A J,j=I,...,n mamy:

w(f.(Y))<L __r1|1ax W(YJ.), (13)

to problem poczatkowy (12) posiada jednoznaczne rozwigzanie dla x 6 [0,h]. Liczba h musi
by¢ taka, aby spetniona byta zaleznos¢:
y0+ xf(A) c A, x e[0,h], 14)

Ponadto:
(15)

gdzie

Y(p) = Y(P)(Xs-1) + (X- V 1) f(Ss) dlaV | 5 X5 Xs (16)

ss = y()(xs-i)+[°>:]F(A) )

(18)

(19)

h?
(20)
W przedstawionych metodach wykorzystuje sie jedynie pierwsze pochodne rozwigzania.
W tej samej pracy przedstawione sg rowniez metody wyzszego rzedu. Przedstawiona metoda
moze by¢ zastosowana do oszacowania rozwigzania probleméw mechanicznych, ktére maja
jednoznaczne rozwigzanie. Jednak na przyktad w zagadnieniach statecznos$ci pojawia sie

problem rozwigzania réwnan, ktére na pewno posiadaja punkty bifurgacji.
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Rozwazymy réwnanie rézniczkowe postaci
y'(x) = f(x) (21)
Z twierdzenia o warto$ci $redniej wynika, ze y(x2)-y(Xj)=y'(")(x2-X]j), gdzie
\ £(x,,x2), stad:

y ") ey(x) + f(X)Ax, (22)
gdzie X =[xj,x2], Ax =x2-x,. Warto$¢ y(x2 mozemy zatem oszacowaé¢ za pomoc3a
zalezno$ci (22) nastepujaco:

y(x,) + f(X)" Ax < y(x2) <y(x,) + f(X)+Ax. (23)
Relacja (23) prowadzi do nastepujgcego schematu réznicowego, pozwalajgcego oszacowac
rozwigzanie w kazdym kroku iteracyjnym:
yr, = y7 +f(Xi)-Axi dlai=1,2,... (24)
y+, =y++f(X;)+Axi dlai=l,2,... (25)
Z nieréwnosci (23) wynika, ze dla kazdego i=1,2,... zachodzi y~ <yt <y*.
Rozwazymy teraz bardziej ogélne réwnanie postaci:
y'(x) = f(x,y(x)), y(0) =yQ (26)

Z twierdzenia Lagrange’a wynika wzor:

y(x2) = y(x,) + f(e,yO Ax gdzie E e(x1x2), 27)
stad
y(x2) ey(x,) + A,y ("M e[x0,x,]]AX. (28)
max

. yl(xkoykPxket, y[(xk y7), xki]}
y

yk -L
y{(xk>yK)>x ki . y [ (x k>yk)>x ket ]}

k+l

Rys. 6. Geometryczna interpretacja nieréwnosci (30) i (31)
Fig. 6. Geometrical interpretation of inequalities (30) and (31)
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Jak wiadomo, réwnanie r6zniczkowe okresla pole wektorowe na ptaszczyznie fazowej [5],
a pole wektorowe przy pewnych warunkach okre$la jednoznacznie strumien fazowy. Krzywa
catkowa bedaca rozwigzaniem réwnania rézniczkowego jest w kazdym punkcie styczna do
pola wektorowego generowanego przez dane rdwnanie na plaszczyznie fazowej. Z
geometrycznej interpretacji rozwigzania réwnania rézniczkowego por. rys. 6. (por. [29])

wynika, ze przyrost Ay dla danego przyrostu Ax musi spetnia¢ nastepujace warunki:
y* -y (x)™ + F([XLx2]it Axj (29)

yray (xi)f +f([x1,x2],Y)rAxi, (30)
n

gdzie Y = _xl[y. ,yJ]1, Wielko$¢ y((xk,y£),xk+1,y((xk,y+),xk+1)) oznacza warto$¢ roz-
=

wigzania réwnania rézniczkowego (26) z warunkiem poczatkowym y(xk) = yk w punkcie
xk#]. Scislej méwiac, nalezy znalezé ekstremalne wartosci wszystkich krzywych catkowych

zaczynajacych sie w punktach (xfc>[yk >yk])mOstatecznie otrzymujemy nastepujacy schemat

réznicowy dla oszacowania rozwigzan rownan rézniczkowych:

przy czym zaktadamy, ze w kazdym kroku iteracyjnym spetnione sa warunki (29), (30).
Przedstawiona metoda gwarantuje oszacowanie z gory i z dotu warto$ci rozwigzania rownania
rézniczkowego (26) nawet, gdy nie posiada ono jednoznacznego rozwigzania, co ma zasad-
nicze znaczenie w problemach statecznosci.
Algorytm réznicowy dla rdwnan wyzszych rzedéw zilustrujemy na przyktadzie réwnania
ugiecia belki:
EJy"= M(X) (33)
z warunkami poczatkowymi y (0) = yo, y'(0) = (p0. Bedziemy poszukiwali linii ugiecia oraz

katéw obrotu belki. W tym celu przeksztatcimy réwnanie (33) do postaci normalnej [5]:

(34)
y'(x) = <p(x)
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cp(0) = ipC>y(0) = yQ. Na podstawie (31) i (32) otrzymujemy nastepujacy schemat roznicowy
M(X;)~ + M(X.)+

gri=pre—ej. S e - A @

Yw =y,' +<P:AX,, ytl = y* + <p*Ax,

(36)
Obliczymy ugiecie i kat obrotu korica belki przedstawionej na rysunku 7
Rys. 7. Schemat statyczny
Fig.7. Statical scheme
W obliczeniach przyjeto P=10 kN, L=1 m, E=2.1-105MPa, J= =m . Wyniki obliczen
przedstawia tabela 2.
Tabela 2
AX (p(L) y(L)
0.1 ro.1004,0.12281 (0.0636, 0.17361
0.01 ro.lios, 0.11271
0.001

(0.0744, 0.08561

ro 1115. 0.11171 (0.0744. 0.07551

Na podstawie wzoréw analitycznych otrzymano: (p(L) = 0.1116 rad, y(L)=0.0744 m. W

tabeli 3 przedstawiono rozwigzania dla nieliniowego réwnania osi ugiecia belki

FV) o m). 37
1+y’(x)2)2
Tabela 3
Ax <L y(L)
0.1 (0.1009,0.12751 (0.0638, 0.17591
0.01 (0.1111, 0.11361
0.001

ro.l 122, 0.11241

(0.0747, 0.08611
(0.0747, 0.07581
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4. Wnioski

W pracy przedstawiono przedzialowe metody rozwigzywania réwnan algebraicznych i
rézniczkowych. Wszystkie zaprezentowane metody charakteryzujg sie globalng zbieznoscia.
Ponadto pozwalaja znalez¢ zbiér zawierajacy wszystkie rozwigzania. Przedzialowe metody
umozliwiaja otrzymanie rozwigzania z duzg (teoretycznie dowolng) doktadnos$cia Wada
metod przedziatowych jest duza ztozono$¢ obliczeniowa. Zagadnienie rozwigzania uktadu
nieliniowych réwnan algebraicznych jest w og6lnosci ,NP-hard” [25]. Poszczegdlne
algorytmy charakteryzujg sie zwykle jeszcze wiekszg ztozonos$cig Jest to podstawowa wada
metod przedzialowych. Wady te rekompensuje mozliwo$¢ rozwigzywania réwnan
algebraicznych z nierézniczkowalnymi, a nawet nieciggtymi funkcjami. Przedziatowe metody
rozwigzywania nieliniowych réwnan algebraicznych mozna zastosowa¢ w zagadnieniach
statecznosci, drgan wiasnych oraz do badaniu uktadéw mogacych znajdowaé sie w kilku
stanach réwnowagi. Przedziatlowg metode Eulera mozna zastosowa¢ do znajdowania
doktadnych rozwigzan liniowych i nieliniowych réwnan rézniczkowych mechaniki

Stosujac algorytmy przedziatowe mamy mozliwo$é uwzgledniania bledéw zaokraglen

powstajacych podczas oblicze numerycznych.
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Abstract

In the first part of this paper three interval methods for solution nonlinear algebraic
equations are presented. Interval Newton method is an interval extension classical Newton’s
algorithms. Using this method displacement of Misses truss was calculated. Bisection method
is based on properties of natural interval extensions. Next method is based on interval global
optimization’s algorithm. Both methods are very similar and are useful tools to creating
diagrams of implicit functions. Using bisection method the diagram P=P(cp) for inverted
pendulum was created.

In the second parts one point interval Euler method for system of first order differential
equations was presented. This algorithm can find upper and lower bounds of solution.
Presented examples shows that this algorithm is convergent.

All interval algorithms arc globally convergent, robust and accurate. Unfortunately interval
methods usually have large computational complexity. Using interval methods we can solve

algebraic equations with not continuously differentiable and not continuous functions.
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