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Ryszard WALENTYNSKI

USCISLONE ZWIAZKI KONSTYTUTYWNE ZASTOSOWANE DO
POWLOKI SFERYCZNEJ

Streszczenie. W pracy przedstawiono na przyktadzie powtoki sferycznej poddanej prostej
kombinacji obcigzenia mechanicznego i termicznego réznice wynikajagce z zastosowania
uproszczonych i uscislonych zaleznosci konstytutywnych

REFINED CONSTITUTIVE RELATIONS APPLIED TO SPHERICAL
SHELL

Summary. The paper presents on example of spherical shell subjected to simple load
combination of mechanical and environmental (thermal) load - the differences caused by
application of simplified and refined constitutive relations

1. Wprowadzenie

W wielu dotychczasowych teoriach powtok stosuje sie uproszczone zwigzki konstytutywne
pomiedzy tensorami sit wewnetrznych a tensorami odksztatcen. Tensory sit przekrojowych

oraz momentow oblicza sie najczesciej odpowiednio ze wzordw:

Nnaxns=T T aﬂyp+/\~\éyi\]\ (i)

MU~MJI=— ~Eh-- [valpp+{l-v)pi]]. 2
3(1—\/)[ pg é )pq (2)

Zwiazki te wigza tensor sil przekrojowych jedynie z tensorem odksztatceri btonowych.
Tensor momentéw zalezy tu jedynie od tensora odksztatcen btonowo-zgieciowych.
Zaleznosci sg proste, a tensory sit wewnetrznych symetryczne - nie spetniajgjednak réwnania

réwnowagi:
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Sj(NiJ-b & M»)=0. 3)
Doktadniejsze zaleznosci wprowadzit Bielak w pracy [1],Niesymetrycznezaleznosci

przyjmuja tu postac:

Nij» NJ+ (2H SB-bi)M )k 4

MJ«M i+ y @H Si-b#&)Nik. (5)

Zaleznosci te doktadniej opisujg zwigzkikonstytutywne, jednak réwniez nie spetniajg
réwnania (3).

Na przeszkodzie uzyskania zaleznosci doktadniejszych, spetniajgcych réwnanie (3) staty
do niedawna trudno$ci natury rachunkowej. Zastosowanie systemu algebry komputerowej
Mathematica [3] i pakietu analizy tensorowej MathTensor [2] umozliwito pokonanie tych
trudnosci.

Szczeg6towe informacje dotyczace wyprowadzenia zwigzkéw konstytutywnych zawarto w
pracy [4]. W pracy niniejszej przedstawiono jedynie wyprowadzone zalezno$ci skupiajac
uwage na przyktadzie obrazujagcym sytuacje, gdy zastosowanie uscis$lonych zwigzkéw
konstytutywnych prowadzi do wynikéw zasadniczo odmiennych niz z zastosowaniem

zaleznosci (1) i (2).

2. Uscislone zwigzki konstytutywne

Zwiazki konstytutywne dla powtok uzyskuje sie obliczajac catki postaci:

-h
Stosunkowo proste zaleznosci sa w rzeczywistosci trudne do scatkowania ze wzgledu na
posta¢ tensora naprezenia, ktéra nawet dla powitoki zbudowanej z liniowego materiatu

izotropowego przyjmuje po rozpisaniu postac:
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{1-4H z+4HV -Kz2) [van aid+(1- v)apla*]+

-2z (I-H z)(1-4H z+4H2z2-K z2)- 8)
v (b" al+apyb,J)+ (1- v) (bp*a* +ap b*)]+

+4z2(1- H z)2[vb” bu+(1- v)bp'b*]}

Dla potrzeb inzynierskich i ze wzgledu na spetnienie rownania (3) wystarczajace jest
obliczenie catek (6) i (7) z doktadnoscig do trzeciej potegi grubosci powtoki 2h. Po
obliczeniach i uproszczeniu wykonanym systemem Mathematica z wykorzystaniem pakietu

MathTensor uzyskano nastepujace zaleznosci:

NJ= - B* AR [k +(*-v)rdV
+2[vbMoU+{i-v)bpbi\lr” h2+
+4H [Vb“yp+ (1- v)bfypilh2+
+2H[va> bmrP +(l-v)bpyR]h2+ 9)
-2b*[vbpri+(i-v)bpgrvilh2+
-4[vaildb, p” +(l-v)bpPpilh2+
+2(2HS;-bi)[va*PRp+(1l-y)pai\h2+
+[vaj 9P+ (1- v) &Jh2}+o0(h5),

M]
-(2H Sg-ya)[varyp+(1-v)y"i]+ (10)

-2 [yrfpp+ (i-v)pil}+o(/j9).
We wzorach (9) i (10) pominieto wyrazy mnozone przez piata i wyzsze potegi grubosci

powtoki. Zaleznosci te spetniajg réwnanie (3), a ponadto ze wzgledu na ustalenie ogdlnej
zalezno$ci sity wewnetrzne-odksztatcenia moga by¢é zastosowane w liniowej jak
i geometrycznie nieliniowej teorii powtok.

Tensor momentdw powigzany jest z dwoma tensorami odksztatcenia: btonowym vy oraz
btonowo-zgieciowym p, tensor sit przekrojowych dodatkowo z tensorem odksztatcen
zgieciowych 3. Dla tensora momentéw wptyw obu tensoréw odksztatcenia jest rownowazny,
gdyz oba mnozone sg przez trzecigpotege grubosci powtoki. Dla tensora sit przekrojowych na

0g6t dominuje tensor odksztatcer btonowych z uwagi na to, ze mnozony jest przez grubo$¢
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powtoki w pierwszej potedze. Gdy jednak odksztatcenia btonowe sg mate, uwidacznia sie

wptyw pozostatych sktadnikow

3. Przyktad - powtoka sferyczna

Przyjmujac parametryzacje powtoki sferycznej (rys. 1) postaci

Rys. 1. Powloka sferyczna - opis w tekscie
Fig. 1. Spherical shell - description in the text
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i podstawiajac do zwigzkéw konstytutywnych (1), (2), (9) i (10) zaleznoSci geometryczne
pomiedzy tensorami odksztatcen i fizycznymi sktadowymi wektoréw przemieszczenia w oraz
obrotu d z uwzglednieniem dystorsji pochodzacych od wplywu temperatury S$redniej st
i gradientu temperatury k, otrzymano wyrazenia na sktadowe tensora sit przekrojowych
przedstawione narys. 2.

Poniewaz dla powioki sferycznej sktadowe drugiej i trzeciej formy rozniczkowej
powierzchni $rodkowej sg proporcjonalne do sktadowych tensora metrycznego, to po
podstawieniu wyrazy przemnozone przez trzecig potege grubosci powtoki ulegty redukcji i

oba zwiazki (1) i (9) prowadzg do identycznych zaleznosci.
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Rys. 2. Zwigzki sktadowych tensora sil przekrojowych ze sktadowymi wektoréw przemieszczen i obrotu

Fig. 2. Relations between axial forces components and the components of displacement and rotation vectors
Zasadniczo odmienna sytuacja wystepuje w przypadku sktadowych tensora momentow

(rys. 3). Juz na pierwszy rzut oka mozna zauwazy¢, ze sktadowe uscislone okreslone sg przez

znacznie krotszymi wyrazeniami. Okazuje sie, ze sktadowe tensora momentéw zalezajedynie

od sktadowych wektora obrotow.
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Rys. 3. Zwigzki sktadowych tensora momentéw ze sktadowymi wektoréw przemieszczen i obrotu
Fig. 3. Relations between moment tensor components and the components of displacement and rotation vectors
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Dla obu zaleznosci konstytutywnych rozwiazano osiowo-symetryczne zadanie brzegowe,
przyjmujac do obliczen nastepujace dane:
Promien sfery 2,5 m; wspdtczynnik Poissona v=1/6; grubo$¢ powtoki 0,20 m; modut Younga
E=324000 kPa.
Obcigzenia: ciagte rownomierne cisnienie normalne P3=62.208 kPa oraz obcigzenie termiczne
£,=0.001.
Warunki brzegowe: sktadowe wektora przemieszczenia oraz wartosci momentéw zginajacych

zerujg sie na brzegach (x'=£57t/8~1.96 m).

2 ...

Rys. 4. Poréwnanie deformacji powtoki - po lewej dla zwigzkéw uproszczonych, po prawej dla uscislonych,
skala przemieszczen skazona 20000 razy

Fig. 4. Comparisson of the shell deformation - on the left for simplified relations, on the right for refined ones,
displacement scale exagerated 20000 times
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Okazato sie, ze dla tego stosunkowo prostego przypadku obcigzenia otrzymano wyniki
zasadniczo roznigce sie w zakresie niemal wszystkich parametréw. Wybrane rezultaty
przedstawiono na rysunkach 4-7. Analizujac wyniki mozna zauwazy¢, ze szczeg6lnie duze

réznice widoczne sa w przypadku skfadowych fizycznych momentdw oraz odksztatcenia

powtoki.
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Rys. 5. Poréwnanie sktadowych fizycznych sit przekrojowych (rozktad wzdtuz potudnika); po lewej sity osiowe
potudnikowe, po prawej réwnoleznikowe. Linig przerywang przedstawiono wyniki dla uproszczonych
zwigzkéw konstytutywnych

Fig. 5. Comparisson of axial forces’ phisical components (distribution along meridian), on the left meridian axial
forces, on the right parallel ones. Dashed line represents results for simplified constitutive relations

Rys. 6. Poréwnanie sktadowych fizycznych momentéw (rozktad wzdtuz potudnika); po lewej - momenty
zginajace potudnikowe, po prawej réwnoleznikowe. Linig przerywang przedstawiono wyniki dla
uproszczonych zwigzkéw konstytutywnych

Fig. 6. Comparisson of moments’ phisical components (distribution along meridian), on the left meridian
bending moments, on the right parallel ones. Dashed line represents results for simplified constitutive

relations
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Stress cotrponentt,,

Sinplified Refined

Rys. 7. Poréwnanie sktadowych fizycznych naprezert potudnikowych - po tewej wykres dla zaleznosci uprosz-
czonych, po prawej dla uscis$lonych. Przedstawiono rozktady naprezen wzdiuz potudnika (przedziat
(-57t/8 m, 5n/8 m)«(-1.96 m, 1.96 m)) oraz grubosci (przedziat (-0.1 m, 0.1 m)

Fig. 7. Comparisson of the meridian stress phisical components - on the left diagram for simplified relations, on
the right for refined one. There are presented distributions along meridian (interval (-5ji/8 m, 5rr/8 m)»
(-1.96 m, 1.96 m)) and the thickness (interval (-0.1 m, 0.1 m)

4. Whnioski i uwagi koricowe

Usdcislone zwigzki konstytutywne spetniajg rownanie rownowagi (3) oraz lepiej opisuja
zachowanie sie powtok.

Z uwagi na wyprowadzong 0g6Ing posta¢ zaleznosci moga by¢ zastosowane w liniowej i
geometrycznie nieliniowej teorii powtok.

W przypadku powtoki sferycznej oba podejscia, uscislone i uproszczone, dajg identyczne
wyrazenia na sktadowe tensora sit przekrojowych, jednak zasadniczo odmienne wyrazenia na
sktadowe tensora momentow.

Przedstawiony w pracy przyktad wskazuje, ze przy pewnych warunkach obcigzenia
powtoki sferycznej zastosowanie uproszczonych zwigzkéw konstytutywnych prowadzic¢
moze do zasadniczo odmiennych wynikéw.

Podsumowujac nalezy stwierdzi¢, ze w obliczeniach naukowo-technicznych nalezy

stosowac uscislone zwigzki konstytutywne.
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Abstract

Simplified constitutive equations (1) and (2) do not satisfy the equation of equilibrium (3).
The refined constitutive equations (9) and (10) were evaluated. They satisfy this equation and
better describe shell behaviour. They can be applied for both linear and non-linear theory of
shells.

There is presented an example of application of refined constitutive equations (9), (10) for
shells and their comparison to simplified ones (1), (2). The both solutions were substituted
with kinematic relations for spherical shell parameterised with vector (11). For spherical shell
simplified and refined relations result in identical constitutive kinematic relations for axial
forces’ tensor, Fig. 2. In contrary kinematic relations for tensor of moments are completely

different, Fig. 3. A simple boundary value problem of spherical shell subjected to mechanical
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and environmental influence has been solved. It has been made with application of both
simplified and refined approach and shows that they can result in completely different results.

Some results were presented in Figs. 4-7.



