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NIELINIOWY MATEMATYCZNY MODEL OSIADANIA POWIERZCHNI W CZASIE 
WSKUTEK PROWADZONEJ EKSPLOATACJI GÓRNICZEJ

Streszczenie. Autor w oparciu o badania lltaraturowa i własne
poddał krytycznej analizie równania różniczkowe o poatacl -
-c[wk (t) - w(t)] atoaowane do opiau dynamicznych niecek osiadania.
Wobec atwierdzonego pomiarami bardzo szerokiego zakresu zmienności 
współczynnika czasu c, proponuje zastąpienie go funkcje czasu o
postaci C0 ♦ a g— , co w efekcie prowadzi do nieliniowego równania
różniczkowego opisującego przebieg osiadania punktu w czasie.
Praca zakończona jest przykładem obliczeniowym pokazującym możli­
wość uzyskania bardzo dobrej zgodności osiadań pomierzonych z ob­
liczonymi.

1. wsTąp

Opia oeiadanla w czasie przy uZyciu prawa wzrostu Mitecherlicha był) 
przedmiotem prac wielu badaczy zjawiska deformacji górotworu spowodowane­
go prowadzone eksploatacje górnicze.

Prawo to wyrażone jest równaniem różniczkowym o postaci

- c . [wfe(t) - w(t)] , (1)

gdzie i

- prędkość oeiadanla punktu w chwili t,

o - współczynnik czasu

w(t) - wielkość osiadania w chwili t,

W fc(t) - wielkość oeiBdania Jaka wystąpiłaby w chwili t, gdyby proces
osiadania następował bez opóźnienia w czasie.

Stosowanie równania (l) do opleu osiadania w czasie datuje ale od opubli­
kowania przez S. Knothego pracy Qj] .

Zasadniczym wnioskiem wynikającym ze stosowania równania (1) Jest 
stwierdzanie, te w miarą wzrostu prędkości eksploatacji następuję wygła-
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dzanla profilu nlaekl osiadania, a w konsekwencji maleją wielkości nachy­
leń, krzywizn, przemieszczeń poziomych i odkształceń.

Ne rys. l pokazano za prac« [2] obliczone w oparciu o równania (1)1 
teorię 8. Knóthego profile dynamicznych nlacsk osiadania dla różnych pręd­
kości eksploatacji. Z rysunku tego widać jak silnia zmienia się prognozo­
wany profil ze zalane prędkości eksploatacji. Trzeba bardzo wyraźnie' 
stwierdzić, że w praktyce nigdy nie zaobserwowano tak wyraźnego wygładze-

Rys. 1

nla profilu niecki osiadania wskutek prowadzenia szybkiej eksploatacji. 
Najdobitniej świadczę o tym wyniki badań B. Skinderowicza [5] , z których 
wynika, źs maksymalne nachylenie profilu niecki osiadania w fazie dyna­
micznej osiąga wielkość ok. 56-73% maksymalnego nachylenia w fazie sta­
tycznej 1 to niezależnie od prędkości postępu frontu eksploatacyjnego. 
Podobną wielkość (75%) przytacza 3. Zych w pracy [8] . Ten sam rząd wielko­
ści uzyskał autor niniejszego opracowania analizując wyniki pomiarów z ko­
palń "300100” i “Oankowice".

Generalnie z wyników pomiarów można wnioskować, to stosunek T
lu 8 X

dyn/Toax atat Jest mniejszy od jedności i Jeśli zależy od prędkości eks­
ploatacji to w bardzo wąskim zakresie.

Próby dopasowania profili niecek pomiarowych i obliczonych przy użyciu 
wzoru (i) prowadzę do wniosku, że współczynnik czasu c występujący w 
tym wzorze charakteryzuje się bardzo dużym rozrzutem wartości, w szczegól­
ności jego wielkość zmienia się z głębokością i prędkością eksploatacji.

3. Białek {lj podaje następujący wzór empiryczny uzyskany w oparciu 
o przykłady eksploatacji prowadzonej z prędkością 40Ą80
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(2 )

gdzieś

h - głębokość eksploatacji [m] .

Analogiczna zależność wynika z pracy [7] .
Autorzy [6] podaję następujący wzór na obliczanie współczynnika cza­

su c

rQ - parametr teorii T. Kochmańskiego [m] ,

V - prędkość postępu frontu eksploatacji [m/rok] .

Uzależnienie wielkości c od prędkości postępu frontu eksploatacji 
Jest prostę konsekwencję obserwowanej względnej niezależności nachylenia 
profilu dynamicznej niecki osiadania od postępu frontu wybierania.

Oprócz uzależnienia współczynnika czasu od głębokości eksploatacji i 
od jej prędkości stwierdza się również jego poziomą zmienność, wyrażającą 
się tym, że brzeżna część niecki osiadania osiada znacznie później niż 
część środkowa [4] .

Uzależnienie wielkości współczynnika czasu od cech geometrycznych eks­
ploatacji w szczególności od prędkości postępu frontu oraz położenia punk­
tu obserwacyjnego względem pola eksploatacyjnego świadczy po prostu o tym, 
że równanie (i) nie opisuje w pełni złożonego procesu osiadania punktu 
w czasie.

2. PROPONOWANA POSTAĆ RÓWNANIA RÓŻNICZKOWEGO OPISUJĄCEGO
PROCES OSIADANIA W CZASIE

Znacznie lepszy opis procesu osiadania w czasie można uzyskać zastępu­
jąc stałą w założeniu wielkość współczynnika czasu c, pewną funkcję)cza­
su f(t).

Podejście tskie było już prezentowane przez K. Trojanowskiego [9] , przy 
czym autor ten proponował f(t) ■ et*5, co Jak wykazano w pracy [i] prowa­
dzi do niejednoznaczności opisu procesu osiadania w czasie.

Funkcja czasu f(t) powinna spełniać następujące postulaty wynikające 
przede wszystkim z obserwowanej zmienności współczynnika czasu c.

(3)

gdzie »
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a. Daj wartość powinna rosnęć za wzrostem prędkości eksploatacji 1 maleć 
z głębokościę eksploatacji.

b. Dej wartość powinna być mniejsza w brzeżnej części niecki osiadanie 1 
większa w centralnej części niecki osiadania.

c. Funkcja f(t) powinna osięgać wyższe wartości dla górotworu naruszo­
nego wcześniejszę eksploatację niż dla górotworu nienaruszonego.

Powyższym postulatom czyni zadość następujęca zależności

f(t) ■ c + a (4)

gdzie parametry c i a podlegaję wyznaczeniu, natomiast wielkość ^  

jest prędkościę osiadania.

Zast ępujęc w równaniu (i) wielkość c funkcję określonę wzorem (4), 
uzyskamy następujęca nieliniowe równanie różniczkowe zwyczajne rzędu li

[c + a ± ^ i ]  .  [wk ( t )  -  w ft)J  ( 5 )

Obliczenie wielkości osiadania w(t) w czasie w oparciu o równanie (5)
wymaga zastosowania metod numerycznych.

Wstępna analiza numeryczna wykazała, że dla małych wielkości c (sztyw-
dw.(t)

ny górotwór) oraz dużych wielkości — —  (duża prędkość eksploatacji) 
możliwe Jest uzyskanie w oparciu o wzór (5) wyższych wartości nachyleń i 
krzywizn w niecce dynamicznej od występujęcych w niecce statycznej.

Równanie (5) stwarza przynajmniej teoretycznę szansę wyznaczania kry­
tycznej prędkości eksploatacji, jeśli oczywiście taka prędkość, bioręc 
pod uwagę rzeczywiste parametry górotworu, istnieje.

3. PRZYKŁAD OBLICZENIOWY

Dla pokazania jak dokładnie można opisać przebieg osiadania punktu w
czasie stosuJęc równanie różniczkowe (5), posłużono się wynikami obserwa­
cji osiadań przeprowadzonymi przez kopalnię D. Kopalnia ta prowadziła w 
latach 1974-1977 eksploatację pokładu 118 zalegajęcego na głębokości 
160-180 m.

Pokład był wybierany na grubość 2,8 m dwiema ścianami zawałowymi o 
łęcznej długości 280 m.

Eksploatacja ta była pierwszę eksploatację w tym rejonie.

Pomiędzy tymi ścianami zachowywana była ustępliwość 10-20 m. (rys. 2).
Z uwagi na stosunkowo małę głębokość eksploatacji, na powierzchni wytwa­
rzała się pełna niecka osiadania. Prowadzonej eksploatacji towarzyszyła 
szeroko zakrojona akcja pomiarowa. Między innymi wzdłuż drogi przebiega-
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Jęcej nad ekeploetowanym rejonem, zastabillzowano w odległościach co ok. 
25 m punkty obserwacyjne.

0 ' M  M  M m

Rys. 2

Pierwszy pomiar wysokości wykonano w sierpniu 1974 r., a więc w okre­
sie kiedy front eksploatacyjny znajdował się w odległości ok. 800 m od 
rejonu obserwacji.

Wybrane wyniki obserwacji przedstawiono w tablicach 1 1 2 .

Tabala 1

Końcowe osiadania punktów linii obserwacyjnej (8.09.76)

Nr punktu Osiadanie
[mm]

Odległość od Krawędzi 
eksploatacji 

1 [m]
t

[doba]

62 -54 103 41.8
63 -64 93 37.7
64 -82 81 33
65 -114 64 26
66 -194 47 19
67 -314 25 10.1
68 -570 0 0
69 -985 20 8.1
70 -1469 45 18.2
71 -1769 69 28
72 -1874 88 35.7
73 -1923 110 44.6
74 -1936
75 -1901
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Tabela 2

Osiadanie punktów nr 73 1 67 w czasie

Nr cyklu 
pomiarowego Oata Osiadania 

p. 73
Osiadania 

p. 67

12 15.10.75 0 ♦2
13 30.10.75 -9 -8
14 17.10.75 -117 -37
15 20.12.75 -657 -96
16 5.07.76 -1105 -146
17 13.01.76 -1427 -182
18 20.01.76 -1617 -209
19 28.01.76 -1731 -226
20 09.02.76 -1919 -247
21 19.02.76 -1856 -274
22 05.03.76 -1882 -290
23 18.03.76 -1989 -293
24 06.04.76 -1896 -298

08.09.76 -1923 -314

W tabeli 1 zestawiono osiadania punktów nr 62-j75 w dniu 8.09.76. Wiel­
kości te traktowane es dalej jeko końcowe, gdyż proces osiadanie w tym 
rejonie był bardzo szybki, w oparciu o te wyniki skonstruowano wykresy 
funkcji Wk (t). W tym celu ustalono odległości 1 punktów pomiarowych od 
krawędzi eksploatacji i przeliczono Je na jednostkę czasu t. zgodnie ze 
wzorem t • l/v, przy czym v oznacza tu prędkość postępu frontu eksploa­
tacyjnego.

Prędkość eksploatacji ścian w czasie jej przechodzenia pod analizowane 
linię pomiarowe była bardzo równomierna i wynosiła 2,46 m/dobę.

Wykresy wielkości skonstruowano dla punktu nr 73 (osiadanie
końcowe 1923 mm) oraz dla punktu nr 67 (osiadanie końcowe 314 ma).

Wykres wk(t) dla punktu 73 (rys. 3) można uznać za ścisły, natomiast 
analogiczny wykres dla punktu nr 67 leżęcego na zewnętrznej części niecki 
osiadania, skonstruowano wynnażajęc wielkości osiadania W^ft) dla punktu 
nr 73 przez stałę wielkość ilorazu 314/1923.

Położenie wykresu względem osi czasu ustalono przyjmujęc, że
osiadanie punktu 68 leżęcego nad krawędzię, odpowiada osiadaniu 
Jakie występiłoby w punkcie 73 w dniu, w którym front ścianowy znalazł 
się pod punktem 73. Podobnie ustalono położenie wykresu dla punk­
tu nr 67.

Następnie na wykresy te naniesiono wielkości pomierzonych osiadań 
punktów nr 73 i 67 w czasie.

Wielkości te sę zestawione w tebeli 2.
Posługujęc się numerycznę metodę rozwięzywania równań różniczkowych 

Rungago-Kutty obliczono z równania (5) wielkości W(t) dle różnych kombi- 
necji wartości parametrów c i  a.
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Dla c ■ 9,0 [l/rok] i a • 1,0 [l/m] uzyskano najlepsze w sensie me­
tody najmniejszych kwadratów dopasowanie obliczonych z równania (5) wiel­
kości w(t) z wielkościami pomierzonymi dla punktu 73. Wykres obliczonych 
wartości w(t) przedstawia rys. 3.

Ola tych samych parametrów c i a wykonano analogiczne obliczenia 
dla punktu nr 67. wyniki obliczeń przedstawia rys. 4.

Wykresy te wskazuję na możliwość uzyskania przy uZyciu równania (5) 
bardzo dokładnego opisu procesu osiadanie.

W przypadku punktu nr 73 zgodność wielkości obliczonych z pomierzonymi 
Występuje dla wszystkich faz procesu Ó8ladanla,j w przypadku punktu nr 67 
mamy gorszy opis wstępnej fazy osiadania,- natomiast opis fazy zasadniczej 
i końcowej jest równieZ dobry.

Niedokładność opisu wstępnej fazy osiadania w przypadku punktu 67 wy­
nika głównie z nieznajomości rzeczywistego przebiegu wielkości Wk (t). 
Prawdopodobnie wielkość ta zmienia się w sposób bardziej łagodny niZ to 
przyjęto.

5. WNIOSKI KOLCOWE

1. Przedstawiona powyZej propozycja opisu procesu osiadania w czasie 
przy uZyciu nieliniowego równania różniczkowego (5) stwarza jakościowo 
nowe możliwości ustalenia wpływu czynnika czasu i prędkości eksploatacji 
na przebieg deformacji górotworu i powierzchni.

2. Wstępne badania wskazuję na możliwość uzyskania duZeJ zgodności po­
mierzonych wartości osiadań w czasie z wielkościami obliczonymi w oparciu 
o równanie (5).

3. Praktyczne stosowanie równania (5) dla oceny wpływu projektowanej 
eksploatacji górniczej na obiekty musi być poprzedzone dalszymi badaniami 
w oparciu o obszerny materiał obserwacyjny.
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HEJIHHE0HAH UATEHASHHECKAH; MOJIEJIŁ OCEflAHHH nOBEPXHOCTH BO 
BFEMEHH B CJIEJICTBHH irPOBOffiMOK rOPHOił 3KCIUiyAIAI®H

P e 3 n M.e

B HacToaąefi pa 3 o t  e aBTop Ha ocBOBaHZH jiHTepaiypHUx h  coÔOTBeHHHX Hcojieflo- 
BaHHfi npoBëJi KpHTHHecKHfi aHaiH3 AH({>$epeHięKajibHhLx; ypaBHeHHił BH^a c j wk( t )  
-  w( t ) l  npHMeHHeUb! pfiR flHHaMHHeCKOrO OHHCaHHH BŁieUOK 06pa3yi3ĘHX0H B czefl- 

CTBiiH oceflaHHH. npH npoBepeHHHX n3MepeHHHMn oneHb mapoKoro ananasona HsueH- 
shbocth  Koa$<iiHUHeHTa BpeueHH, b padoTe npe^JiaraeTCH 3aMeHHTb e ro  $yHKmiefi 
Bima Co * a Be^ëi sto k HeaHHegHOMy amJyJepeHipiaJibHOMy ypaBHeHiao, onncn- 
BaioteMy npoaecc oce^aHM tohkh noBepxHocm bo BpeMeHH.

npHBOSHTCH npHMep, nOKa3HBa»^Hfl B03M0IH0CTB EOJlyHeHHH Sojlbnero COOTBeT- 
CTBIŁH OCesaHHH. nOBCpXHOCTH C paCHŚTHHM.

A NONLINEAR MATHEMATICAL MODEL OF SURFACE SUBSIDENCE WITH TIME 
AS A RESULT OF THE CONDUCTED MINING

S u m m a r y

The author critically analyses, on the basis of the littérature studies 
as well as those of his own, the differential equation in the form * 
a cjw^it) - w(t)j used to describe the dynamic subsidence basins. In view 
of the very wide range of variations of the time factor c found through 
measurements, he suggests replacing it with the function of time in the 
form Co + a g-p 1 which as a result gives a non-linear differential equa­
tion describing the course of subsidence o f  a point with time. The study 
ends with a calculation example showing a possibility of obtaining very 
close measured conformity of subsidences with the calculated onee.
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