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Oznaczenia i symbole wystepujace w pracy

Duze litery facinskie:
A - niezmiennik tensora odksztatcenia btonowego
B - niezmiennik tensora odksztatcenia btonowo-zgieciowego

C - niezmiennik tensora odksztatcenia zgieciowego
Cl,C2,C,,C2 - state catkowania catki szczeg6lnej réwnania rézniczkowego
Ckt,CHl, C", - state catkowania catki og6lnej rownania ré6zniczkowego

E - modut Young'a
G - wyroznik tensora metrycznego powierzchni rdwnolegtej

Gt} GIJ - kowariantny/kontrawariantny tensor metryczny warstwy rownolegtej

H - Krzywizna $rednia
K - krzywizna Gaussa

M'1 - tensor momentéw,

Mu - tensor momentow catki ogoélnej rownania rézniczkowego,

M” - momenty fizyczne

N - niezmiennik tensora sit przekrojowych umownego stanu btonowego
N'J - tensor sit przekrojowych

N'J - tensor sit przekrojowych umownego stanu btonowego

N'J - tensor sit przekrojowych catki szczegdlnej réwnania rézniczkowego

N j -tensor sit przekrojowych catki ogdlnej réwnania rézniczkowego
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N~? - sity przekrojowe fizyczne

Pj,P3-skladowe wektora obcigzenia powtoki

P', P 3 -skladowe wektora obcigzenia powtoki wymuszajgcego stan btonowy

P~ P" - sktadowe wektora obcigzenia fizycznego

Q’ - wektor sit poprzecznych

- sity poprzeczne fizyczne

S, S Sij - szeregi hipertrygonometryczne rozwigzujgce catke og6lng réwnania
rézniczkowego
Vj - wektor zastepczej sity poprzecznej

Z - skalar zwigzany z krzywiznami warstwy réwnolegtej

Male litery facinskie:
ant - oznaczenie wielkoSci zwigzanych z antysymetryczng sktadowga obcigzenia
b - wyréznik drugiej formy rézniczkowej powierzchni

bn, b{ - kowariantny/mieszany tensor krzywiznowy

b i - tensor pomocniczy

ctj - tensor (wspotczynniki Il formy rézniczkowej)

d - wektor obrotu

d', d 3 - kontrawariantne sktadowe wektora obrotu

et - obiekt permutacyjny

f - funkcja opisujaca potudnik powtoki

g - wyrdznik pierwszej formy rézniczkowej powierzchni

Strona 6
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gijt gij - kowariantny/kontrawariantny tensor metryczny

h - potowa grubosci powtoki

i,j, k, 1,1, 5 - wskazniki przyjmujgce wartosci 1,2 .

m - wektor normalny do powierzchni srodkowej

mi, ni - wspotczynniki szeregu hipertrygonometrycznego

g - ciezarjednostkowy ptata powtoki

r - wektor opisujacy powierzchnie Srodkowg nieodksztatcong

r ' - wektor opisujgcy powierzchnie srodkowa odksztatcong

rk - wektory bazy kowariantnej styczne do powierzchni srodkowej
sym - oznaczenie wielko$ci zwigzanych z symetryczng sktadowg obcigzenia
ul- wspotrzedne krzywoliniowe

u3 - wspotrzedna w kierunku prostopadtym do powierzchni Srodkowe;j
w - wektor przemieszczenia

w1 w 1-kontrawariantne sktadowe wektora przemieszczenia

w ‘, w3 - kontrawariantne sktadowe wektora przemieszczenia catki szczegdlnej (stanu

btonowego)

w1 w3 - kontrawariantne sktadowe wektora przemieszczenia catki ogolnej (stanu

zgieciowego)

w",wj - fizyczne sktadowe przemieszczenia powtoki

Mate litery greckie:
a - kat wychylenia osi powtoki od pionu

8 ( - delta Croneckera
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£, e - krzywizny powtoki
£k - wspotczynnik wystepujacy w szeregu hipertrygonometrycznym
ey - obiekt permutacyjny
y n,y'J - kowariantny/kontrawariantny tensor odksztatcenia btonowego
r) - wspotczynnik
-&J - kowariantny/kontrawariantny tensor odksztatcenia zgieciowego
A, (i - state Lamego
X* - wspoltczynnik zwigzany ze statymi Lamego
v - wspotczynnik Poisson'a
9 - wspotczynnik wynikajacy z roztozenia obcigzenia w szereg trygonometryczny
p,(, pi - kowariantny/kontrawariantny tensor odksztatcenia btonowo-zgieciowego
Tij - tensor naprezenia
X Y - tensor naprezenia btonowego
x'J - tensor naprezenia btonowo-zgieciowego
T - tensor naprezenia zgieciowego
- funkcja testowa rozwigzania catki szczegdlnej powtoki obrotowe;j
- wspotczynnik wystepujacy w réwnaniu rézniczkowym rozwigzujgcym powtoki

e - wspotczynnik

W niniejszej pracy starano sie zachowaé¢ mozliwie duza zgodno$¢ z oznaczeniami

pracy [9],

Inne oznaczenia opisano w teks$cie pracy.
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1. Wstep

1.1. Przedmiot pracy

Przedmiotem pracy sa powtoki obrotowe poddane obcigzeniu ciezarem wiasnym,
wychylone od pionu. Obcigzenie powiloki nie jest osiowo-symetryczne. Zagadnienie
nieosiowo-symetrycznego obcigzenia powtoki nie znalazto dotychczas rozwigzania

zamknietego w postaci catki rozwigzujacej rownanie rézniczkowe.

1.2. Stan badan w zakresie teorii powtok

Rozwigzanie zamkniete catki szczeg6lnej powtloki obrotowej dla dowolnego
ksztattu potudnika i obcigzonej osiowo-symetrycznie znane jest od dawna, Timoshenko,

Wojnowsky-Krieger [44], i posiada interpretacje mechaniczng.

Rozwigzanie analityczne powitok obrotowych obcigzonych  nieosiowo-
symetrycznie w postaci zamknietej nie zostatlo dotychczas rozwigzane dla ogodlnego
przypadku. Spotkac sie mozna nawet z twierdzeniem, ze znalezienie tego rozwigzania jest
niemozliwe, Rakowski [41]. Inne prace, na przykiad Mazurkiewicz, Nagdrski [36], dla
stanu obcigzenia nieosiowo-symetrycznego ograniczajg sie jedynie do og6lnych rozwazan

podajgc rozwigzanie tylko dla stanu obcigzenia osiowo symetrycznego.

Rozwigzania te obejmujg jedynie przypadki powtoki walcowej i stozkowej
z uwagi na prostote ksztattu oraz powtoki sferycznej, dla ktérej rozwigzanie podat Fliigge

[17], Zostato ono zacytowane przez Nowackiego [37],

Dla obcigzenia antysymetrycznego wiatrem lub sitg poziomg - przez interpretacje
mechaniczng - rozwigzanie znalez¢é mozna w pracy Girkmanna [18], Rozwigzanie to nie

daje jednak analitycznego, zamknietego rozwigzania dla przemieszczen.

W pracach Golczyka i Ledwonia [19] oraz Ledwonia [32] mozna znalez¢ metode

przyblizonego rozwigzania uktadu réwnan sit stanu btonowego hiperboloidy za pomoca
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wielomianéw aproksymacyjnych lub metoda réznic skonczonych technikag przeganiania.
Metody te jednak z punktu widzenia autora, zwilaszcza pierwsza, sg technicznie

niewygodne i pracochtonne.

W ostatnich latach modne z uwagi na rozwdj numerycznej techniki obliczeniowej
staty sie przyblizone metody numeryczne. Prym wiodg tu - stworzona przez Zienkiewicza
[51, 52] metoda elementow skonczonych oraz metoda elementow brzegowych, ktorej
propagatorem jest na przyktad Burczynski [15]. W uzyciu jest nadal z uwagi na prostote
metoda réznic skonczonych prezentowana na przyklad w pracy Rakowskiego [41].
Wszystkie te metody majg charakter przyblizony. Kazde przyblizenie powinno by¢
weryfikowalne metodami analitycznymi. Wobec braku takiego odniesienia bylo to

dotychczas niemozliwe.

Badania w zakresie powtok, z uwagi na rozwoj techniki obliczeniowej, rozwijajg
sie w kierunku modnej obecnie nieliniowos$ci geometrycznej, na przyktad Pietraszkiewicz
[40], oraz w pewnym stopniu fizycznej. Przyjmowane s3 jednak w tworzonych w tym
celu teoriach bardzo uproszczone, budzgce zastrzezenia rownania konstytutywne, na

przyktad Smolen [42],

Rozwigzania te mogg mie¢ odniesienie analityczne jedynie dla najprostszych

ksztatltow powtok: walcowej, stozkowej, czy sferycznej

W zakresie analitycznego rozwigzania zagadniei nieliniowych geometrycznie

prace poswiecit Krawczyk [30].

Istotnym zagadnieniem w rozwigzywaniu powtok ma dobdr odpowiedniej
parametryzacji. Wptywowi parametryzacji na rozwigzanie powtok poswiecona jest praca
Szymczaka [43], W pracy [30] analizowane jest wykorzystanie parametryzacji
symetrycznej. Wprowadzeniu parametryzacji symetrycznej poswiecona jest rowniez praca
Bielaka [14]. Transformacji sit wewnetrznych z uktadu krzywiznowego do symetrycznego
poswiecona jest praca [3], Z kolei wprowadzeniu parametryzacji pdtgeodezyjnej
poSwiecono prace [12], Autor pracy wybral do analizy najprostsza - krzywiznowg

parametryzacje, ktdéra jak sie okazatlo data w rozwigzaniu analitycznym oczekiwane
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efekty, chociaz wspomniane prace nad parametryzacjg symetryczng dajg spore nadzieje na

uzyskanie interesujacych rezultatow.

1.3. Podstawowe zalozenia

Tematem niniejszej pracy sg cienkie sprezyste powtoki speiniajgce zatozenia

zapewniajace geometryczng liniowosc.

Przez powtoke cienka rozumiemy taka, ktorej grubos¢ jest znacznie mniejsza od

minimalnego promienia krzywizny tej powtoki.

Materiat, z ktérego zbudowana jest powtoka powinien spetnia¢ zatozenia
uogolnionego prawa Hooke'a. Materiat ten powinien by¢ jednorodny i izotropowy co
pozwala na uzycie metod analizy matematycznej. W pracy rozpatrywane sg powioki
wykonane z materiatu kompozytowego - zelbetu, ktory nie spetnia zatozen liniowosci,
jednorodnosci i izotropowosci, jednak przyjecie zatozenia o usrednionym module
sprezystosci bylo tu konieczne z uwagi na poczatkowy stan rozwoju badan
doswiadczalnych nad zaleznosciami konstytutywnymi w zelbetowych konstrukcjach

powierzchniowych, a w szczeg6lnosci w powtokach.

Wprowadzamy dwa zatozenia upraszczajace Kirchhoffa-Love'a [27, 28, 34, 35]
pierwsze o prostopadtosci i prostoliniowosci widkien poprzecznych przed i po
odksztatceniu powtoki, a drugie o pomijalnosSci odksztalcerr i naprezen poprzecznych.
Pozwalajg one na catkowanie po grubosci powtoki i zastagpienie analizy naprezen przez
analize tak zwanych sit wewnetrznych a tym samym sprowadzenie zagadnienia
przestrzennego do dwuwymiarowego. Prowadzg jednak w konsekwencji do pewnych
dalej idacych uproszczen jak na przyktad konieczno$¢ wprowadzenia do warunkow
brzegowych tak zwanej zastepczej sity poprzecznej [9, 26]. Idac dalej stwierdzamy, ze
wektory obrotu wyrazajg sie przez przemieszczenia co prowadzi w prostej drodze do troj-
parametrycznych réwnan przemieszczeniowych. Stwarza to kolejne problemy w analizie

warunkow brzegowych Stosujac jedynie pewne "uscislenia”, na przyktad dla ptyt [26],
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otrzymaé mozemy piecioparametryezng teorie stosowang w metodzie elementéow

skoniczonych [41, 51, 52],

Zaktadamy geometryczng liniowo$¢ problemu. Rozpatrywaé bedziemy sztywne
powtoki budowlane, dla ktérych wymagane jest z przyczyn uzytkowych zachowanie

matych odksztatcen co jednoczesnie warunkuje liniowos$¢ geometryczna.

W ramach teorii powtok zaktadamy, w proponowanym rozwigzaniu analitycznym,
ze rozwigzanie powtoki mozna rozdzieli¢ na dwa stany: umowny stan btonowy - z punktu
widzenia analizy matematycznej rozwigzanie catki szczeg6lnej rownania rézniczkowego
oraz stan zgieciowy - rozwigzanie catki og6lnej réwnania rézniczkowego jednorodnego.
Mozna tu znalez¢ pewng analogie do rozwiazania prostego ustroju pretowego metodg sit.
W takim przypadku réwniez rozpatrujemy dwa stany - rozwigzanie ustroju statycznie

wyznaczalnego a nastepnie uzupeinienie go o rozwigzanie spetniajgce warunki brzegowe.

Rozwigzanie catki szczegdlnej czyli umowny stan btonowy traktowa¢ bedziemy
jako rozwigzanie podstawowe, dominujagce w powtoce. W stanie btonowym nie mamy
spetnionych wszystkich warunkéw brzegowych. Spetniamy je uzupetniajgc ten stan o stan
zgieciowy wynikajacy ze spetnienia wszystkich warunkéw brzegowych. Warunki
brzegowe spetniamy naktadajac na rozwigzanie podstawowe rozwigzanie catki ogdlnej
robwnania rdézniczkowego czastkowego Osmego rzedu rozwigzujgcego powtoki.

Postepowanie takie daje dostatecznie doktadne wyniki z punktu widzenia inzynierskiego.

W rozwazaniach dotyczacych wyprowadzenia stanu zgieciowego [9] zaktada sie
statg grubos$¢ powtoki. W rzeczywistych konstrukcjach jest ona jednak czasami zmienna.
Ot6z na podstawie badan analitycznych [29] mozna stwierdzi¢, ze wplyw zmiany
grubosci na wielko$¢ sit wewnetrznych wynikajagcych z zaburzen brzegowych jest

niewielki, a przyjecie statej grubosci jest na 0ogot z korzyscig dla bezpieczenstwa.

Jak wspomniano stan zgieciowy sprowadza sie do zanikajgcych zaburzen

brzegowych.

W trakcie wyprowadzenia zwigzkéw konstytutywnych zastosowano pewne

uproszczenia i usrednienia [9] jednak jak wykazano w pracach [30, 31] prowadzg one do
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zwigzkdéw z doktadnoscig do szescianu grubosci powitoki a przyjete usrednienia nie

powodujg btedu wiekszego niz 1 %.

Z uwagi na osiowg symetrie powtoki, w ramach liniowej teorii, wprowadzono
zatozenie o tak zwanym [17, 18, 19] rozdzieleniu zmiennych. Pozwala ono na znaczne

uproszczenie rozwigzania analitycznego i numerycznego.

1.4. Cel i zakres pracy

Autor pracy postawit sobie za cel zbadanie dwoma rodzajami metod zagadnienia

obcigzenia nieosiowo-symetrycznego powtoki obrotowe;j.

Pierwszg z metod jest metoda analityczna oparta na zatozeniu o rozdzieleniu stanu
btonowego i zgieciowego (catki szczeg6lnej i ogolnej). Celem pracy w tym zakresie byto
uzyskanie, dotychczas nieznanego rozwigzania zamknietego uktadu réwnan
rézniczkowych czastkowych umownego stanu btonowego powtoki w zakresie sit
i przemieszczen dla obcigzenia antysymetrycznego powtoki oraz uzupeinienie tego

rozwigzania o stan zgieciowy.

Jest to przypadek z punktu widzenia inzynierskiego najbardziej interesujacy gdyz
obcigzenie antysymetryczne jako niesamozrownowazone [41] wywolywa¢ moze
w powtokach obrotowo-symetrycznych, na przyktad wysokich kominach lub chtodniach

kominowych [19, 32], duze przemieszczenia i sity wewnetrzne.

Rozwigzanie zagadnienia obcigzenia antysymerycznego powtoki obrotowo-
symetrycznej zilustrowano jako szczeg6lnym przypadkiem obcigzeniem powtoki
wychylonej od pionu o kat prosty (wspornikowo). Dla tego przypadku podano
interpretacje mechaniczng rozwigzania, czyli spos6b w jaki dotychczas rozwigzywano

powtoki obrotowe.

Uzyskanie postawionego zadania moze stanowi¢ zaréwno sprawne narzedzie do
rozwigzywania probleméw inzynierskich jak i w celach badawczych do testowania

rozwigzan numerycznych.
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Dodatkowym celem bylo uzyskanie rozwigzania zamknietego dla wyzszych

sktadowych periodycznych rozwinigecia obcigzenia w szereg trygonometryczny.

Proponowana metoda uproszczonego dwuetapowego rozwigzania powilok
prowadzi do otrzymania wynikow (sit i przemieszczen) z pewnym zawyzeniem. Autor

postawit sobie za cel zbadanie tego wptywu.

Miedzy innymi w tym celu réwnolegle prowadzone byly badania tego zagadnienia
na drodze numerycznej. Oparto sie tu na jednej z metod przyblizonych - metodzie roznic
skonczonych w wersji przemieszczeniowej. Zastosowana metoda dawata w niektérych
przypadkach wyniki zgodne =z rozwigzaniem analitycznym. Jednak w pewnych

przypadkach powtok okazata sie ona niestabilna, a otrzymane wyniki okazaty sie bitedne.

Celem pracy byto przeanalizowanie na przykiadach przyczyn tego zjawiska
i podanie wstepnych kryteriow jakie powinny by¢ spetnione aby rozwigzanie numeryczne

byto poprawne.

1.5. Metoda analityczna czy numeryczna

Giéwng teza niniejszej pracy jest stwierdzenie, ze podstawowg przyczyng
niestabilnosci rozwigzania jest niemozno$¢ rozdzielenia, w ramach przedstawionej
metody numerycznej, stanu btonowego i zgieciowego. W efekcie z jednej strony dochodzi
tu do dodawania liczb roznigcych sie o wiele rzedow, a z drugiej gdy wptyw zaburzen
brzegowych ma charakter impulsu skupionego na wzglednie matym obszarze poprawna
analiza tego impulsu moze by¢ zawodna metodami numerycznymi. Wymaga ona miedzy
innymi odpowiednio gestego podziatu siatki dyskretnej w obszarze impulsu [33]. Celem
pracy bylo przeanalizowanie koniecznej gestosci podziatu. Poza tym zagadnienie pod
wzgledem matematycznym opiera sie na rozwigzaniu numerycznym uktadu réwnan

rézniczkowych ktérych stopien kazdego siega cztery.

W przeciwieAstwie do powyzszego rozwigzanie analityczne polega na
rozwigzaniu kolejno dwoch réwnan rozniczkowych stopnia drugiego, ktére czesto majg

rozwigzanie zamkniete, a rozwigzanie tego zadania na drodze numerycznej nie sprawia
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wiekszych probleméw. Rozwigzanie catki ogdlnej réwnania rézniczkowego 6smego
rzedu sprowadza sie do znalezienia szeregu hipertrygonometrycznego. Rozwigzanie
szeregowe ma charakter lokalny i ogranicza sie do obszaru zaburzen jakim moze by¢

brzeg, otwdr lub obcigzenie skupione.

Prezentowang w pracy analize przyczyn niestabilnosci rozwigzania mozna
rozciggna¢ na wiele innych przyblizonych metod numerycznych jak: metoda elementéw
skoniczonych [51, 52], metoda elementéw brzegowych [15] lub troche zapomniana
metoda wieloboku sznurowego [39], Wszystkie te metody, tak jak i metoda roznic
skonczonych, bazuja na lokalnej aproksymacji funkcji ksztattu poszukiwanej funkcji
wielomianem, najcze$ciej drugiego stopnia. Wszystkie metody numeryczne wrazliwe sg

na dodawanie liczb réznigcych sie rzedem wielkosci.

Prawdopodobnie wyzej wymienione przyczyny, cho¢ wymagatoby to gtebszych
badan byty przyczyng btednych wynikdw analizy numerycznej w pracy [4], zachodzito tu
rowniez zjawisko dodawania matych liczb do duzych oraz zastosowano zbyt rzadki,

zdaniem autora podziat siatka dyskretna.

Zjawiska wplywajagce na blednos¢ wynikéw uzyskiwanymi metodami
numerycznymi, a wynikajace z podanych wyzej przyczyn mozna znalezé¢ réwniez

w innych dziatach techniki.

Mozna tu wymieni¢ na przyklad prace [38] dotyczacag rozwigzania réwnan
rézniczkowych hiperbolicznych gdzie po lewej stronie tych réwnan wystepujg wyrazy
réznigce sie znacznie rzedem wielkos$ci, a po prawej stronie zrdédiem ciepta jest impuls
laserowy. Badania numeryczne tego zagadnienia nie daty dotychczas zadowalajgcych

wynikow dla rzeczywistego charakteru tego impulsu.

Siegajac do blizszych okolic mozna poda¢ za przyktad prowadzone na naszym
Wydziale w Katedrze Geotechniki i macierzystej dla autora Katedrze Teorii Konstrukcji
Budowlanych prace na temat wspotpracy budowli z podtozem [2]. Przeprowadzone
obliczenia programem Crisp opartym na metodzie elementdw skonczonych dajg btedne

wyniki z uwagi na znaczne réznice w sztywnos$ci budowli i podioza.
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Jak zwrdcit na to uwage Burczynski w pracy [15] réwniez metoda elementow
brzegowych jest zawodna dla ciat o wydtuzonym ksztalcie, jak i dla powtok. Przyczyna

tkwi tu prawdopodobnie w wyzej wymienionych faktach.

Mozna sie zgodzi¢ z tezg, ze przyczyny bitednosSci rozwigzania metodami
numerycznymi majg charakter techniczny. Jednak z jednej strony trzeba poszukiwaé dalej
metodami analitycznymi rozwigzan, ktére okreslg kryteria jakie powinny spenié
rozwigzania numeryczne i dadzg mozliwo$¢ poréwnania, a z drugiej strony nalezy wzigé¢
pod uwage ewentualny koszt takich obliczen. Okazuje sie, ze czasami nalezatoby uzywaé
komputerow, ktore potrafityby rozwigza¢ i pomiesci¢ uktady réwnan o wielu, wielu
tysigcach niewiadomych i operujace na liczbach o precyzji do kilkudziesieciu cyfr

znaczgcych. Nalezatoby tu wzig¢ pod rozwage ekonomike tego zagadnienia.

Niniejsza praca nie stawia sobie za cel podwazanie zasadnos$ci stosowania metod
numerycznych. Nalezy jednak mie¢ na wzgledzie zawodno$¢ tych metod. Trudno dzi$
mowi¢ o ich uniwersalnosci. Miejscem rozwigzad numerycznych sg zagadnienia, ktdre
nie uzyskaty dotychczas lub nie moga uzyskaé rozwigzania analitycznego z uwagi, na
przyktad, na skomplikowany sposéb obcigzenia lub konfiguracji ustroju. Jednoczesnie
metody numeryczne pociggajg za sobg konieczno$¢ przygotowywania ogromnych
zbioréw danych, rozwigzywania ogromnych uktadéw rdéwnan liniowych, czesto
iteracyjnie, na liczbach o precyzji jakiej nie przewidzieli konstruktorzy wielu komputeréw
i producenci oprogramowania. Réwnie kiopotliwe jest opracowanie wynikow, a co
najistotniejsze ocena ich poprawnos$ci. Nie jest bowiem wystarczajaca ocena zbieznosci
przeprowadzona na przykladach trywialnych. Z wuwagi na czesto wystepujaca
nieekonomicznos$¢ i niepewnos$¢ rozwigzan numerycznych wdrazanie ich do codziennej

praktyki inzynierskiej nastepuje dos¢ opornie.

Na drodze rozwigzan analitycznych stojag nadal duze trudno$ci matematyczne.
Jednak, jak przedstawimy to w niniejszej pracy, trud rozwigzania jest optacalny, gdyz
prowadzi do prostych, stabilnych i efektywnych inzyniersko rozwigzan. Jednoczesnie

otrzymujemy pewne narzedzie weryfikacji rozwigzan numerycznych.
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Nalezy tu podkresli¢, ze nie ma metod uniwersalnych, kazda metoda ma pewne
ograniczenia i oparta jest na pewnych zalozeniach upraszczajagcych, na ktore trzeba
zwraca¢ baczng uwage. Rozwigzan nalezy w miare mozliwosci poszukiwaé metodami
analitycznymi. Gdy ich brak nalezy oprze¢ sie na rozwigzaniach numerycznych. Tak

naprawde weryfikacje rozwigzan stanowi dopiero doswiadczenie fizyczne.

1.6. Wspomaganie komputerowe

W ostatnich latach technika informatyczna dostarcza badaczom i inzynierom nie
tylko coraz sprawniejszy i szybszy sprzet komputerowy oraz oprogramowanie do obliczen
numerycznych ale takze systemy analizy symbolicznej. Programy te pozwalajg nie tylko
obliczy¢ numerycznie zadanie ale takze na symboliczne przeksztatcenie i rozwigzanie
wielu problemdédw matematycznych takich jak analityczne catkowanie, rézniczkowanie,
rozwigzywanie rownan rozniczkowych, transformacje Laplace'a czy Fouriera, albo

operacje macierzowe lub tensorowe i wiele innych.

Duzg pomocg w rozwigzaniu zagadnien analitycznych i numerycznych, a takze
opracowaniu wiekszosci grafiki w niniejszej pracy byto wykorzystanie systemu
Mathematica stworzonego przez Wolframa [48], Wystepujgce w pracy wzory
i przeksztatcenia matematyczne niezbedne do rozwigzania analitycznego i numerycznego
oraz dla przyktadow obliczeniowych zostaty zweryfikowane lub wykonane z pomocg tego

systemu co zostato zaprezentowane dla wybranych wzoréw w pracy.
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1.7. Tresc pracy

Po przedstawionych juz zagadnieniach wstepnych w rozdziale drugim
zaprezentowano opis geometryczny powtoki obrotowej w krzywiznowym, ortogonalnym
uktadzie wspotrzednych krzywoliniowych. Przyjeta parametryzacja oparta na opisie
powtoki poprzez funkcje definiujagca potudnik pozwolita z jednej strony na objecie
szerokiej klasy powtok obrotowych, a z drugiej okazata sie najwtasciwszg z uwagi na
uzyskane dalej zamkniete rozwigzanie calki szczegdlnej zadania. W rozdziale tym

wykazano, ze dla przyjetej parametryzacji niezerowe sktadowe tensora b{, réwne sg

krzywiznom gtownym powierzchni Srodkowej powtoki. Przedstawiono tu rowniez wzory

transformacyjne na wspotrzedne fizyczne przemieszczen powtoki

W rozdziale trzecim wychodzac z ogdlnych zagadnien dotyczacych powtok

wyprowadzono wzory na zwigzki geometryczne powtok obrotowych.

Z kolei w rozdziale czwartym przedstawiono, wyprowadzone z ogélnych
zaleznosci, uscislone zwigzki fizyczne powtok obrotowych. Zwiagzki te oparte na
uscislonych rozwazaniach geometrycznych prowadza do niesymetrycznych tensoréw sit

wewnetrznych.

Nastepnie w rozdziale pigtym przedstawiono rozpisane rownania réwnowagi
powtok obrotowych. Dotgczono tu wzory transformacyjne na wspétrzedne fizyczne dla sit

wewnetrznych i obcigzen powtoki.

W rozdziale szostym przedstawiono zalozenie o rozdzieleniu zmiennych.
Zagadnienie to pozwala sprowadzi¢ rozwigzanie zagadnienia dwuwymiarowego do

jednowymiarowego przestrzennie.

Po przedstawieniu ogélnych zagadnienn teoretycznych w rozdziale siédmym
zaprezentowano metode rozwigzania analitycznego powtok opartg na rozdzieleniu
rozwigzania rownania rézniczkowego czastkowego dsmego rzedu niejednorodnego na
catke szczeg6lng rownania niejednorodnego i catke 0g6lng réwnania jednorodnego.

Przedstawiono tu metodyke przyjetego rozwigzania uproszczonego.
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W kolejnym, 6smym rozdziale pracy rozwigzano catke szczegdlng rownania
niejednorodnego dla ogo6lnego przypadku obcigzenia osiowo- i anty- symetrycznego
powtoki obrotowej. Uzyskano rdéwniez rozwigzanie dla szerokiej klasy powitok
obrotowych o dodatniej i ujemnej krzywiznie Gaussa obcigzonych dowolnie.
Rozwigzanie to otrzymano w dogodnej obliczeniowo zamknietej postaci - czyli catek

rébwnania rézniczkowego.

W dziewigtym rozdziale przedstawiono rozwigzanie catki ogolnej réwnania
jednorodnego w zastosowaniu do powtok obrotowych. Podano tu sposob uwzglednienia

warunkow brzegowych.

Dalsze rozwazania skupione zostaty na przypadku powitok obrotowych
wychylonych od pionu. W rozdziale dziesigtym podano sposéb rozwigzania cafki
szczegdlnej réwnania niejednorodnego dla tego przypadku obcigzenia. Podano tu rowniez

interpretacje mechaniczng tego zagadnienia.

W rozdziale jedenastym podano ogdlne zasady rozwigzania numerycznego
powioki obrotowej. Podano tu wyjsciowe réwnania oraz schemat numerycznego przejscia

na rownania przemieszczeniowe z uwzglednieniem warunkéw brzegowych.

Kolejne dziatania oparte zostaty na przykiadach. Jako pierwsze zilustrowano
zagadnienie rozwigzania calki szczegOlnej rownania niejednorodnego powiloki
hiperboloidalnej o zmiennej grubosci wychylonej o pewien kat od pionu. Przykiad ten

obrazuje rozwigzanie przedstawione w rozdziale dziesigtym.

Kolejne dwa przyktady poswiecono poréwnaniu rozwigzania zadania powiok
wychylonych wspornikowo metodami analityczng i numeryczng. W rozdziale trzynastym
rozwazano powiloki walcowe. Zbadano tu przyczyny niestabilnoSci rozwigzania

numerycznego dtugich powtok walcowych.

W rozdziale czternastym rozwazano powioki katenoidalne. ROwniez i tu

stwierdzono niestabilno$¢ rozwigzania numerycznego oraz podano jego przyczyny.

Prace koriczy sie podsumowaniem i zebraniem wnioskdw. Zaprezentowane sg one

w ostatnim pietnastym rozdziale.
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2. Opis geometryczny

2.1. Opis powierzchni  Srodkowej w parametryzacji
krzywiznowej

Niech dana bedzie funkcja ciggta dana réwnaniem:

x =f(2), (2.1)
gdzie z e (I10,1) . Zaktadamy ponadto, ze funkcjaf(z) > 0 dla kazdego z</ , /(z) >0 dla

z=I oraz, ze funkcja ta jest n-krotnie rézniczkowalna. Jesli dokonamy obrotu wykresu tej
funkcji wokot osi z o kat petny, to otrzymamy powierzchnie obrotowg, ktéra stanowic
bedzie powierzchnie srodkowg opisywanej powtoki (rys. 2 .1).

W dalszych rozwazaniach zaktada¢ bedziemy, ze powloka, ktérej potudnik
opisany jest dang funkcjg jest podparta (lub utwierdzona) na brzegu z =/,,.Na brzegu tym

bedziemy mieli zadane warunki brzegowe w przemieszczeniach.

Brzeg z=I traktowac bedziemy jako swobodny. Na brzegu tym zadane bedziemy
mieli warunki brzegowe w sitach. W przypadku zerowania sie¢ funkcji/w tym punkcie
otrzymujemy, co prawda, osobliwo$¢ parametryzacji, jednak rozwiazanie mozemy
uzyska¢ jako granice odpowiednich funkcji uzyskanych dla ogdélnego przypadku danej
powtoki. Prostym przypadkiem jest tu biegun sfery lub wierzchotek stozka.

Powierzchnia ta opisana jest réwnaniem:

(2.2)

. - = _f'(u') 7C()S(ll:)+_7SI'II(NZ) +u/l:,_ . }
gdZIe UL U2 w woaputizguiie Rizywuinnuwe iia pUV\IlerZChnl przy czym Wspoirzedna ul,

mierzona w jednostkach dlugosci, pokrywa sie ze wspotrzedng z co do wartosci.

Wspétrzedna u2 mierzona jest w radianach poczawszy od dodatniego ramienia osi * w
kierunku dodatniego ramienia osij, u2e (0, 2n).

Tak przyjety ukitad wspdtrzednych jest najwihasciwszy z punktu widzenia
orientacji topograficznej. Pozwala na proste okreslenie interesujgcego nas punktu na
powierzchni srodkowej. Ponadto jak sie okazato przyjeta parametryzacja pozwolita na

znalezienie zamknietego rozwigzania analitycznego catki szczegdlnej zadania.
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rys. 2.1
Wektory bazy kowariantnej na powierzchni r;,r2 otrzymujemy jako czastkowa

pochodng wektora r wzgledem u':

(2.3)
L} d ul
Zatem:
r, - cos(u2) +j sin[u2” +Kk, (2.4)
r2= sm(w2)+j cos(m2)J (2-5)

za$ wektor jednostkowy prostopadty do powierzchni m otrzymujemy ze wzoru:

m=

Jg

g-jest wyrdznikiem pierwszej formy rézniczkowej.
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k
m = I(w"),,cos(w2) fW\,sin{u2) 1 (2.7)
-f(u")sin(u2  f(u')cos(u2) 0
stad po wymnozeniu i uporzgdkowaniu:
m - {-1(«") [corw2) i +sin(u2) ;] +f(u') I(«)-1 -« (2.8)

Rézniczkujac czastkowo wektor m wzgledem u':

_dm

m = (2.9)
3u
otrzymujemy:
,=~r{-f(ul),l\cos(u2)i +sin(u2)j] +
(2.10)
+[f(u)f(u'),, +f(u*), f(ul), 1},
2=-j=f[u')\sin{u2)i -cos{u2)j\
(2.11)

Wektory r,r2m,ml,m2 stanowia pieciowymiarowag baze [9] na powierzchni $rodkowej

powtoki. Stuzg do wyznaczenia wspdtczynnikéw form rozniczkowych tej powierzchni.

2.2. Wspotczynniki pierwszej formy rézniczkowej
powierzchni srodkowej

Wspbétczynniki pierwszej formy rézniczkowej powierzchni srodkowej obliczamy

z iloczynu skalarnego:
YTy (2-12)

Kolejno otrzymujemy:

snAAAIMT (213)
g22=[f(U)]2 (2'14)
gl2 =82,=0- (2'15)

Ze wzoru (2.15) wynika, ze krzywoliniowy uktad wsp6trzednych jest ortogonalny.
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Wyroéznik pierwszej formy rézniczkowej gv wynosi:

g- detgti=gu g2 (2 -16)

W zwigzku z ortogonalnosciag uktadu krzywoliniowego

wspoétczynniki
kontrawariantnego tensora metrycznego mozna wyrazic:

g = B (2.17)
8!!
g~ = —
&22
g"=g2=0. (2-19)
Funkcje /

i jej pochodne mozna wyrazi¢ przez wspoétczynniki g2 pierwszej formy
rézniczkowej:

I(«)=,& 220>
f{u'\i =yffhi’ @21)
fW\n ='[gi2’ii’ @ .22)

itd...

2.3. Wspotczynniki drugiej formy rozniczkowej powierzchni
srodkowej

Wspdtczynniki drugiej formy rézniczkowej powierzchni

otrzymuje sie jako
iloczyn skalarny:

bj= —ri mj. (2.23)
Po wykorzystaniu (2.20), (2.21) i (2.22) otrzymamy:
- [ (2.24)
VSu
(2.25)
Vv Su
bl2=Db2A =0. (2.26)

Ze wzoru (2.26) i ortogonalnosci uktadu wspotrzednych wynika, ze uktad ten jest
krzywiznowy.
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Wyréznik drugiej formy rézniczkowej  wynosi:
b-det =bub22 (2.27)
Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze przedstawione powyzej zaleznosSci sg

funkcjami wytacznie wspétrzednej krzywoliniowej ul Dotyczy to rdwniez innych

wielkosci wyrazonych w krzywiznowym uktadzie wspdétrzednych.

2.4. Krzywizny
2.4.1. Krzywizna $rednia
Krzywizne $rednig H, czyli potowe z sumy krzywizn gtéwnych, obliczamy jako
sume:
H=2b,,g\ (2-28)
co daje po rozpisaniu:
/, SN
H=i (2.29)
2\sn 82j

2.4.2. Krzywizna Gaussa

Krzywizne Gaussa K, czyli iloczyn krzywizn gtéwnych, oblicza sie ze wzoru:

K=~ (2.30)

2.4.3. Krzywizny gtéwne

Analizujac posta¢ rownan opisujagcych krzywizny $rednig i Gaussa dochodzimy do
wniosku, ze dla krzywiznowego uktadu wspétrzednych krzywoliniowych z jakim mamy
do czynienia - krzywizny gtdwne, oznaczone w [9] przez e, £, wyrazajg sie przez tensor
mieszany £/:

bi=bikgkl. (2-31)

Krzywizna potudnika e, po uwzglednieniu (2.17) wynosi:

— .,/ b, n
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a po podstawieniu (2.24):
T =hj=-& ¥ -. (2.33)
(8nT2

Z kolei krzywizne roéwnoleznikowa e, po uwzglednieniu (2.18), obliczamy ze

Wwzoru:

e=b2= ", (2-34)
822

a po podstawieniu (2.25) i uporzagdkowaniu:

z=b2= ~ . (2-35)

Pozostate dwie sktadowe tensora bj zerujg sie.

Aby udowodni¢, ze bj jest tensorem krzywizn wystarczy dodac¢ stronami(2.32) do
(2.34) i porownac z (2.29). Otrzymamy wowczas inng postaéwzoru nakrzywizne S$rednig;

2 H =bk, (2-36)
wymnozenie za$ stronami (2.32) i (2.34) daje, po uwzglednieniu (2.16) i (2.27)
wyrazenie na krzywizne Gaussa (2.30).

Krzywizny gtdwne mozna wyrazi¢ poprzez krzywizny S$rednig i Gaussa [9]

w nastepujacy sposob:
£E=H+"H2-K, (2.37)

T=H-yjH2-K . (2-38)

2.5. Wspobitczynniki trzeciej formy r6zniczkowej powierzchni

Wspotczynniki trzeciej formy rézniczkowej powierzchni otrzymuje sie jako

iloczyn skalarny:

= fhi fhj. (2.39)

Tensor ten mozna tez wyrazi¢ przez podane wczesniej wielkosci:

c,=2Hb,l1-Kg,I, (2.40)
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co daje po podstawieniu odpowiednich wielkosci i uporzagdkowaniu:

(2.41)
8,
(bj (2.42)
C2 = C2 = 0. (2.43)

2.6. Tensor pomocniczy

Wprowadzamy pomocniczy tensor bij [9], ktéry zawsze wystepuje w kombinacji

Kbj.Elementy tej kombinacji po rozpisaniu wyrazajg sie nastepujaco:

9 (2.44)
8
K'g (2.45)
8
Kb2l=0. (2.46)

2.7. Symbole Christoffela

Symbole  Christoffela  drugiego  rodzaju,  wystepujace W  réwnaniach

rézniczkowych czastkowych, opisuje wzor:

38 ,3gu d&u

(2.47)
du du dul

po rozpisaniu otrzymujemy:
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2.8. Opis powierzchni rownolegtej w parametryzaciji
krzywiznowej

Powierzchnia réwnolegta do powierzchni $rodkowej to taka, ktérej wszystkie
punkty znajdujg sie w odlegtosci u3 od powierzchni $rodkowej powtoki. Opisuje jg

rownanie:

R=r+u'm. (2.52)

Podamy za [7, s, 9], bez wyprowadzenia wyrazenia na wspotczynniki form
rézniczkowych tej powierzchni. Oznaczymy je dla odroznienia duzymi literami alfabetu

facinskiego. Kowariantny tensor metryczny:

Glj=gij~2 u 3blj+ {ud)2c ., (2.53)
lub po podstawieniu (2.38):

GAgh-KAyyibAi-Hu?3n, (2.54)
wyrdznik tego tensora obliczamy ze wzoru:

G=g\l-2 Hu3+k {ud)22 (2.55)

Kontrawariantny tensor metryczny wyrazimy w podobnej do (2.54) konwencji:
Gij="-{gill- k (ud)2]-2 K bv (l- Hu3)u3}. (2.56)
G L
W dalszych rozwazaniach wystepuja iloczyny tworzone z wyrazen (2.54) oraz
(2.56). Konieczne uproszczenia mozna wprowadzi¢ w dwojaki sposob [5, s, 9], albo

poming¢ sktadniki zawierajgce kwadraty i wyzsze potegi z, lub wprowadzié¢ wersje

usredniong oznaczong tu nadkre$leniem:

(2.57)
(2.58)

gdzie:
Z=1-2 Hu3+ K(u3)2. (2.59)

Wersja ta jest Scista dla sfery. Dla innych powtok daje wyniki podobne do wersji

uproszczonej. Jest jednak wygodniejsza, a przy sumowaniu daje wielkosci doktadne.
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3. Zwiazki geometryczne

3.1. Tensory odksztatcenia powierzchni srodkowej
powtoki dowolnej

Powierzchnia gtadka opisana moze by¢ =z dokladnoscia do potozenia
w przestrzeni poprzez pierwszg i drugg forme rézniczkowa powierzchni [9], Dla

okreslenia powierzchni odksztatlconej musimy zatem je znaé¢. Jezeli powierzchnia
Srodkowa powtoki r =r(u',u2) przejdzie na powierzchnie r'=r'(u‘,u2), rys 3.1,

to mozna to zapisa¢ w ujeciu wektorowym wzorem:
f'=r+w. 3.1)

Wektor w nazywamy wektorem przemieszczenia odksztatconej powierzchni $rodkowej

powtoki.

Tensor odksztatcenia btonowego definiujemy w spos6b nastepujacy:

Y . (32)
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Tensor ten wyrazi¢ mozna, dla matych odksztatcen, zgodnie wzorem:
¥ij:7(r Wj+rjw). (3-3)
Tensor odksztatcenia btonowo-zgieciowego okreslamy jako:

p.,=j(v-0 <34)
Tensor ten przedstawi¢ mozna, réwniez przy zatozeniu matych odksztatcen jako:
pij:—z[m,:w,+rd\ (3-5)

W rozwazaniach teoretycznych wystepuje takze tensor odksztatcenia
zgieciowego wyrazajacy zmiane wspOtczynnikow trzeciej formy geometrycznej

powierzchni srodkowej. Dla matych odksztatcernn wyraza sie on wzorem:
dj+m]e¢.). (3-6)

Rozt6zmy wektory przemieszczenia w oraz d w bazie kowariantnej rk, m:

w=wk rk +w?m , (3-7)
d=dkrk+d3m . (3.8)

W tych wyrazeniach wk, w3 oraz dk, d3 sg kontrawariantnymi sktadowymi wektoréw
wid. Rdzniczkujgc czastkowo (3.7 i (3.8) wzgledem uJ i wykorzystujgc wzory Gaussa

i Weingartena otrzymamy po uporzadkowaniu:

Wj = (wk\j—w3 bk~rk +(wk bkj+w3,j) in (3-9)

dJ=(dk\r d3bk)rk+(dkbl+d3,j)m . (3.10)
Podstawiajac (3.9) i (3.10) do (3.3), (3.5)oraz (3.6)otrzymujemy po

wymnozeniu i uporzadkowaniu nastepujgce wyrazenia naskladowe tensoréw

odksztatcen.
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W ramach klasycznej teorii powtok cienkich zaktadamy, ze wektor jednostkowy
m' jest prostopadty do powierzchni $rodkowej odksztatlconej. Pozwala to powigzac

sktadowe wektora ci ze skiadowymi wektora w. Rozwazania przedstawione w [9]
prowadzg do zwigzkdéw:

(3.12)

d3=0, (3.13)

co pozwala powigza¢ sktadowe tensorow odksztatcen wytacznie ze sktadowymi wektora
przemieszczenia:

2Yj=Sk |j+gkwk\,-2 buw\

(3.14)

W dalszych rozwazaniach nie bedziemy zajmowac sie tensorem odksztatcenia
zgieciowego z uwagi na to, ze wystepuje on przy wyzszych potegach wspotrzednej ul

w catkach na sity wewnetrzne. W zwigzku z tym jego wptyw pominiemy.

3.2. Tensory odksztatcenia powtok obrotowych

Uwzgledniajac krzywiznowy  charakter  proponowanej parametryzacji

otrzymujemy nastepujacg posta¢ zwigzkéw geometrycznych powtok obrotowych.
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lub po uwzglednieniu (3.12) i (3.13):

2p, -2b, w”n-c,, w3+w3,,,
"2P 22=122 W12“ C2 Wt +WJ,221 (3.17)

2PI2=2p2,=bn w'\2+b2 w2\ ,+w3,12.
Po rozpisaniu pochodnych kowariantnych i uporzadkowaniu otrzymujemy

nastepujgce wzory na sktadowe tensora odksztatcenia btonowego:

Yly w '\, -bn

2YD2~2Y2A~8h W 282 W I’ (3.18)

Y2 =" 221W'+822 w2’2~b2 W

oraz tensora odksztatcenia btonowo-zgieciowego:

2p, =2b, wl,l+gn,l bj w'-c, w3+w3,,

<2p2=2b2wW2,2+g2, B\ wl~c2 w3+ w3,22, (3.19)

2P12~2P2 ~bn W «2~2 W ’1 822’1 (b2~ bi)w ~W ’12°

3.3. Tensory odksztatcenia dowolnej warstwy rownolegtej
do powierzchni srodkowej powtoKki

Za praca [9] podamy, ze dla dowolnej warstwy rownolegtej tensor odksztatcenia

btonowego dowolnej warstwy rownolegtej do powierzchni Srodkowej wynosi:
Y@= Yy -2 u3pij+{u3)2nij, (3-20)
odpowiedni tensor odksztatcenia btonowo-zgieciowego:

PJ=Pg-u3%u> (3'21)

idla porzadku tensor odksztatcenia zgieciowego:

0c g (3.22)
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Wzory powyzsze wazne sg dla infinitesymalnych odksztatlcen oraz zalozenia o
prostoliniowosci witékien poprzecznych do powierzchni $rodkowej przed i po

odksztatceniu powtoki.

3.4. Przemieszczenia fizyczne.

Wystepujgce w uktadach (3.16) i (3.17) skladowe przemieszczenia sg
wielkosciami okre$lonymi we wspdtrzednych tensorowych. Aby otrzyma¢ wielkosci we
wspotrzednych fizycznych nalezy te przemieszczenia przemnozy¢ przez pewne wyrazenia

geometryczne wedtug ponizszych wzorow:

(3.23)
w W (3.24)

Uwaga ! Po “i” nie sumowac.
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4. Zwiazki fizyczne

4.1.Naprezenia i odksztatcenia

Dla cienkich powtok zwigzki miedzy naprezeniami i odksztatceniami, w dowolnej
warstwie rownolegtej do powierzchni $rodkowej, otrzymujemy z uogolnionego prawa

Hooke'a. Zwigzki te, w dowolnym krzywoliniowym uktadzie wspétrzednych, wyrazaja sie

wzorem [9]:

xy=[X G" Gm+(i (g™ G,n+G'nG,m)]y*,, (4.1)
lub:

xJ=r G'JGmnf mn+2 (4.2)

gdzie x'J jest kontrawariantnym tensorem naprezenia, a y™ jest kontrawariantnym

tensorem podniesionym w bazie G 3J.

Parametr X, zgodnie z druga hipotezg Kirchhoffa [27, 28], zwigzany jest ze

wspoétczynnikami Lamego zwigzkiem:

X =Rh+"% (i (43)

Jezeli wprowadzimy pojecie tensoréw naprezenia btonowego -~~J, naprezenia

btonowo-zgieciowego ~T, i naprezenia zgieciowego X1, okreSlonych zwigzkami [9]:

Ty=X AgJ+2(iyii, (4.4)
P* =X Bg1+2[i pJ, (4.5)
tJ=X Cgil+2y.$0, (4.6)

oraz przyjmiemy do opisu tensoréw kontrawariantnych G'l wersje usredniong (2.58) to
mozna wyrazeniu (4.1) nadac postac:

- mu3d x J+{u3)" T (4.7)

Skalary A, B, C sg sumami:
A=gilyij, (4.8)
B=gvpv, (4.9)

C=g.i$ij, (4.10)
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a u3, jak wspomniano w drugim rozdziale, odlegtoscig danej warstwy od powierzchni

Srodkowej powtoki.

Jak wspomniano wczesniej dla cienkiej powtoki sktadniki wyrazen zawierajgcych

kwadraty odlegtosci u3sg pomijalne. Postugiwac sie bedziemy uproszczonym zwigzkiem:

-2 u 3T ij). (4.11)

4.2 Sity wewnetrzne

W powioce wszystkie wielkosci odnosimy do powierzchni Srodkowej. Catkujac
naprezenia po grubosci powtoki, czego szczegétowy wywdd mozna znalez¢ w pracach
[7, 8, 9] , otrzymujemy kontrawariantne tensory uogolnionych sit wewnetrznych. Tensor
NI zwany sitami przekrojowymi dziatajacymi w ptaszczyznie stycznej do powierzchni

Srodkowej powtoki otrzymujemy z calki:

h
iG ..

N3 — (5"-u3bl )Tkdu3. (4.12)
Tensor momentéw przekrojowych M?", zginajgcych i skrecajgcych, wyraza sie
nastepujaco:

M’ — (h[ - u3b[ )%k u3du3. (4.13)

Wektor (tensor o walencji 1) sit poprzecznych (tngcych) dziatajgcych prostopadle do

powierzchni srodkowej otrzymujemy po scatkowaniu:
h

Qj= — t'3du3 (4.14)

Podstawiajgc do (4.12) i (4.13) TJ z (4.11) , G z (2.55) oraz Z z (2.59)

otrzymujemy po scatkowaniu [7, s, 9]:

NJ=ND+(2Hb{-bl )Mk, (4.15)

h2
MI=MI+y( 2HS$i -bl )n (4.16)



Ryszard Walentynski Statyka powtok obrotowych wychylonych Strona 35

gdzie tensory 7Vy i M sg zwigzane z naprezeniami btonowymi x" oraz blonowo-

zgieciowymi w nastepujacy sposob:
N ij - 2 h~xij, (4.17)

Mu - 5 h3~Te. (4.18)

Wykorzystujac zwigzki (4.4) i (4.5) mozna powigza¢ sktadowe uog6lnionych sit
przekrojowych ze sktadowymi tensorow odksztatcenia:

N 9 V(=) yi+vAgi] (4.19)
MJ=-—f Eh\ J ( )p.J+vBgilil, (4.20)
/-v )L

gdzie:
E - modut sprezystosci Younga,
v -wspo6iczynnik odksztatcalnosci poprzecznej Poissona,

lub w postaci odwrotnej:

Vi=—— -vN g"l,(4.21
2Ehv J g7l )

P ey LUV M-V M gT) (4.22)

gdzie niezmienniki N i M sg sumami:

N = giJN ij, (4.23)

M =gijM . (4.24)

4.3. Zwigzki fizyczne dla powtok obrotowych

Dla powtoki obrotowej zaleznosci (4.17) i (4.18) wyrazajg sie, po rozpisaniu,

nastepujgco:
N" =Nn+eMn, (4.25)
N2Z=NR+e M'2, (4.26)
N'2=NR2+T M 12 (4.27)

N2=N2+T M2 (4.28)
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Mﬂ-ME+E£NE (4.30)
M2 MR+ E;?NN 12 (4.31)
M22-M2+_3TN'22 (4.32)

Wielko$ci (4.19) i (4.20) rozpisane dla powkoki obrotowej, po obnizeniu wskaznikow
tensorow odksztatcen, wygladajg nastgpujgco:

Nu=2ER oy e (4.33)
I-v2 ygo2
N2"2EA liL (4.34)
l-v2 yJ2
Tjiz _ 2Ehyuw (4.14)
tev g
mr - AENS sy P2 (4.35)
3(1-v2) W
v —A 0 p22 +v Pu. (4.36)
« Ty va2
k 2=-44Fh3pj2 (4.37)
3(/+v) ¢
lub w formie odwrotnej (4.21) (4.22):
e fanv -v N 2 gl (4.38)
y* 2Eh N« {8n)2 9]
1 22{g22)2-v N n (4.39)
722 2Eh[|§<I {922 J
=¢~N "2 (4.40)
%'2 (2Eh g
D s W [ Fr(e) vl (4.41)
i[ M J-vM " (4.42)
p22 4E'h[ 22( Y ¢

B2 1Ly > 29 (4.43)
2  4Eh3
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5. Rownania rownowagi

5.1. Rdéwnania rébwnowagi powtoki dowolnej

Réwnania réwnowagi sg to warunki, jakie powinny spetniaé tensory sit
wewnetrznych N'J, M'1, Q* opisujgce pewien stan naprezenia w powtoce.

Jesli na ptat powtoki okre$lony przez piat powierzchni $rodkowej dziata sita
wypadkowa od przyjetego obciagzenia zewnetrznego P roziozonego na jednostke tej

powierzchni:

P=P‘r.+P3m, (5.1)

to bedzie on w réwnowadze je$li sumy wypadkowych sit i momentéw beda
w réwnowadze. Rozwazania te prowadza, patrz [7, s, 9] do nastepujacego uktadu réwnan

rézniczkowych czgstkowych:
N'J\-Q“bl+P1- 0,

IN L]b‘]+QJ,\j +P1=0,

(5.2)
M idi +QJ—o0,

ell(n j- Mikb[)=0.

Ostatnie réwnanie uktadu (5.2) jest spetnione tozsamosciowo. Moze ono postuzyé do

oceny doktadnosci obliczenia catek z réwnan (4.12) i (4.13). Wystepujacy w tym
réwnaniu obiekt £yjest réwny:

£/ -\fs ejj > (5.3)

gdzie antysymetryczny obiekt eq przyjmuje wartosci:
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5.2. Rownania réwnowagi powtoki obrotowo-symetrycznej

Rozpisane rdéwnania réwnowagi (5.2) dla powitoki obrotowo-symetrycznej

przyjma po uporzadkowaniu postac:

(S,, ViT?N").,+g,, N« +

~y[g" bn Q* + Si, P'=0,

{msfg N 12),1+~ N22+Jgf~r-{NI2+N2l)+

~Ng2

~Jg b2Q2+ yfg P2- o,

bIIN I,+b22N 22+ ,,+Q22+P3=0,

(sn M " \i+gn y[g22 g2, M2+

_g" _‘]972Q‘:01

(VIM'2\, + A M22+ " jr{M R+M2)+ (5.5)

~yfg Q2="°-

5.3. Sily fizyczne

Podobnie jak dla przemieszczen (poréwnaj rozdziat 3.3.) réwniez sity wewnetrzne
i obcigzenia fizyczne otrzymujemy przez przemnozenie odpowiednich wielkosci

tensorowych przez pewne wielkosci geometryczne wedtug formut:

M = \] f M (5.7)



Ryszard Walentynski Statyka powtok obrotowych wychylonych Strona 39

Me=J"  m". (5.8)
gt = 2= 0 (5.9)
pr = V87 p*, (5.10)
pr = ps3. (5.11)

Uwaga ! Po “i” nie sumowa¢. Symbol “—" oznacza wspo6trzedng fizyczna.
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6. Rozdzielenie zmiennych
6.1. Obcigzenia powtoki obrotowo-symetrycznej

Z uwagi na obrotowg symetrie mozna kazde obcigzenie powtoki, bedace funkcjg
dwoéch  zmiennych niezaleznych u1 i wu2 przedstawi¢ w postaci szeregu
trygonometrycznego [16, 17, 31, 36, 40] wzgledem u2 o0 nastepujacej postaci:

P{u',u2)- P Yul)cos(Qu2),
P2(u‘,u2) =" P 2(ul)sin(d u2), (6.1)

PJ(u,,u2)=t P’(u')cos(e u2).

0=0

Wystepujace tu funkcje oznaczone tu nadkresleniem sg dla kazdego 0

funkcja tylko zmiennej u'.

6.2. Rozdzielenie zmiennych dla wielkoSci wewnetrznych

Analizujac ksztatt rownan réwnowagi, zwigzkow fizycznych i geometrycznych
(liniowych) mozna doj$¢ do wniosku, ze réwniez pozostate wielkoSci mozna przedstawié¢

w podobnej postaci. | tak kolejno otrzymujemy:

- sity przekrojowe:

N"(u',u2)=""NIl(u") cos(& u?2),

N,2(ul,u2)=~ N I2(u")sin(eu?2),

at2(mv. )=X/vdy )««(e M).

(6.2)
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- momenty zginajace i skrecajace:

Mn{u',u2)=""iM ii{ui) cos{0 u2),

0=0

M I2(u',u2) =" jM i2(ui) sin{o u2),

0=0

M 2l(u“,u2) =" M 2I(u*) sin(Q u2),

0=0

M2(u',u2)=~ M 2(u') cos(Q u2).

sity poprzeczne:

Q'(ulu2)="YjQi(ul)cos(Q u2),
0=0

Q2(u',u2) -~ Q 2(u") sin(d u2).

0=0

sktadowe tensora odksztatcenia btonowego:

yl,(u,u2)="y , I(u)cos{e u2),

0=0

yl12(u',u2) ="y I2{u') sin{d u2),

0=0

y2(u',u2) =Y jy22(u,)cos(Qu2).

0=0

sktadowe tensora odksztatcenia btonowo-zgieciowego:

pli(ulu2)="p I,(u")cos(Qu2),

0=0

<ple(w;,w2) =" p w(w).ymo w2),

0=0

n
p22(u],u2) = A(ul) cos\Q u2).

0=0

Strona 41

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)
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- sktadowe wektora przemieszczen:

wl(ulu2)="£wl(ul) cos(Qu2),

8=0

mw2{ul,u2) =2 Jw2{ul)sin(eu2), (6.7)

0=0

W3(ulLU2)=j> V M eu

0=0
W tej samej postaci wyrazajg sie tez pozostate wielkos$ci tensorowe i fizyczne.

W rozwinigciu wektora obcigzenia w szeregi trygonometryczne (6.1) szczegélne
znaczenie majg pierwsze dwa wyrazy kazdego z tych szeregéw. Pierwszy dla 0=0
odpowiada obcigzeniu osiowo-symetrycznemu powitoki, drugi natomiast obcigzeniu
antysymetrycznemu, 0 =1. Obie te sktadowe obcigzenia charakteryzujg sie tym, ze nie
sg, W przeciwienstwie do wyzszych skladowych periodycznych szeregow,
samozrownowazone i wobec tego wywoluja w powiloce najwieksze sty
i przemieszczenia. Przedstawione w pracy rozwigzanie powtoki wychylonej od pionu
sktada sie, jak pokazano w dalszej czeSci pracy, wytacznie z czesSci osiowo-symetrycznej
i antysymetrycznej. Wobec tego dla skupienia uwagi odpowiednie wielko$ci oznaczono

symbolami "sym" dla osiowej symetrii oraz "ant" dla antysymetrii ponizej znaku
odpowiedniej wielkosci. Przyktadowo: P, P ,N ZLw',... itd.

sym ant sym ant

Przyjeta posta¢ wielkosci pozwala na przedstawienie wystepujgcych
w rozwigzaniu réwnan rozniczkowych czastkowych przez n réwnan rézniczkowych

zwyczajnych. Rozwigzanie takiego zadania jest fatwiejsze.

Nalezy doda¢, ze przedstawione zagadnienie, prowadzgce do znacznych

uproszczen, wystepuje tylko dla liniowej fizycznie i geometrycznie teorii powtok.
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7. Rozwigzanie analityczne powtok

7.1. RoOwnanie rozniczkowe rozwigzujgce powitoki

Podstawiajgc do pierwszych dwoch réwnan uktadu (5.2) N'1 obliczone z (4.15)

otrzymamy:

Nij\, +Pj =0,
(7.1)
N" bu+P3=0.
gdzie funkcje :
P1=2[H M")|,- (bl M k) |- Q bj +PJ,
P3=2H M" bu-bi MikbJ+Qi\]+ P3. (7 2)

nazywamy obcigzeniami wymuszajagcymi stan btonowy.

W prezentowanym rozwigzaniu wprowadzamy uproszczenie zakladajac, ze tensor

odksztatcenia btonowo-zgieciowego (3.14) powierzchni srodkowej jest rowny [9]:
= -w 3\, 7-3
p 1" (7-3)

Wynika stad, ze tensor (4.20) mozna wyrazi¢ jako funkcje sktadowej przemieszczeniaw':

K'=- 37ﬂrv'l'\J [(; -v)8'sv»'.+Y dj w], (74)
gdzie skalar:
W=2B=g,w3y. (7-5)

Sktadowe wektora sit poprzecznych otrzymujemy po podstawieniu do trzeciego

réwnania (5.2) zwigzkdw (4.16).

QJ=M % + ~-(HN% ~(bi N, (76)

Po podstawieniu (7.4) oraz (7.6) do (7.2) otrzymujemy nastepujgce uproszczone

zwigzki na obcigzenie wymuszajace stan btonowy:

pi = _2Eh_Kp w\ +pit

(7.7)
p3=_2Ehgjw\ +ps_

@ wW
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pierwsze sktadniki tych wyrazen nazwiemy obcigzeniem wymuszajgcym stan

zgieciowy:
2 Eh A
Pl1=-
co (7.8)
ps=_4+Z * 8»W|r
0 1
Wystepujgcy w nich skalar wynosi:
3{lI-v2)
4= (7.9)
h2

Uktad rdédwnan (7.1) mozna sprowadzi¢ [9] do rownania rdzniczkowego

czastkowego 6smego rzedu niejednorodnego zawierajgcego jedynie funkcje N 2:

gij gk gn¥ N? 2\ g -+ K 2b ™ bk> N "2\ r- (7.10)
gdzie:

R=giJgkg” R ~ + a 4Kb R2+-P )\

(7.11)
+— gJg" Prliin
9

oraz:

R1= g2 (7.12)

R-=/0>2r P2|r-—— Pr\, . (7.13)

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego (7.10) mozna przedstawi¢ w postaci sumy

catki ogélnej réwnaniajednorodnego oraz catki szczeg6lnej réwnania niejednorodnego:

N2=N2+N 22 (7.14)
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Catka ogo6lna N 22 realizuje tak zwany stan zgieciowy, catka szczeg6lna N 22
umowny stan bionowy. Pelne rozwigzanie otrzymujemy sumujac oba stany co

przedstawia ponizszy schemat:

Rozwigzanie analityczne powtoKki

Rysunek 7.1.

7.2. Rozwigzanie catki ogolnej rdbwnania jednorodnego
Réwnanie rézniczkowe jednorodne 6smego rzedu rozwigzujgce stan zgieciowy ma
postac:

9,]gu 9”" grsNgZ‘mij+ c K2bIbHK NgZHHij:O. (7.15)

Rozwigzaniem tego réwnania jest szereg hipertrygonometryczny postaci:

S="(c iMsinmZ ul+ CAH cosco ztuj), (7.16)

mn

gdzie argument zespolony mozna zapisa¢ w postaci:

Zj=nj+iekmjs (7.17)
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f+7  dla k - 1,
e*= 1 dla k=12 (718)

Szereg (7.16) jest sumowany dwojako: nieskoriczony ze wzgledu na czego wyrazem
jest suma N oraz tensorowy ze wzgledu na wskazniki Kk 1.

7.3. Sity przekrojowe catki ogdlnej rédwnania jednorodnego
(stanu zgieciowego)

Uktad rownan réwnowagi tego stanu [9] ma zgodnie z (7.1), (7.7) i (7.14) postac:

NI\ +PJ=0,

" n (7.19)

N3 +P3=0.
Zaktadamy, ze przemieszczenia stanu zgieciowego wyrazajg sie przez szereg (7.16):

w3=FS, (7.20)
gdzie zgodnie z [9] funkcja F ma postac:

F=-. — = 7.21

2 E[/?oo ( )

Wprowadzajac skalar Z:

Z=gk,zkzn (7-22)
definiujemy tensory:

4,=n (7:23)

db=" - e glbdkl. (7.24)

Zgodnie z rozwazaniami pracy [9]otrzymujemy nastepujace wyrazenia na zespolone

funkcje opisujgce sity wewnetrzne stanu zgieciowego:

W =-Ldils, (7.25)
@

QJ=— L gj Zis, (7.26)
(e 0]

MI=-izk-~[gii-(1-v)d>]s. {7-21)
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Wybierajagc z powyzszych wyrazen czesci rzeczywiste otrzymujemy koncowe rozwigzanie
tego stanu. Blizej okreslimy te sity w rozdziale 9.

7.4. Sity wewnetrzne catki szczegolnej rownania
niejednorodnego (umownego stanu btonowego)

Sity wewnetrzne umownego stanu btonowego okreslamy z uktadu réwnan:

Nf\: + Pj = 0,
U (7.28)
N >b;+ P3=0,

Poréwnujac ten uktad z (7.1) zauwazamy, ze sity wymuszajgce stan btonowy zastgpiliSmy

tu obcigzeniem powtoki.

W pracy [9] na podstawie pewnych rozwazan przyblizonych w og6lnym
przypadku, a Scistych dla powtoki sferycznej udato sie sprowadzi¢ drugie rdwnanie
uktadu (5.2):

buN J+Q'\J+P3=0, (7.29)

do postaci:

(7.30)
Wystepujacy tu parametr r| wynosi:
(7.31)
gdzie:
(7.32)

Analizujagc wielko$¢ tego parametru dla powtoki sferycznej o promieniu a i
grubosci h, oraz danym dla wybranego materiatu wspétczynniku Poissona v, otrzymujemy

nastepujace wartosci (patrz tabela ponizej) dla wybranych wartosSci parametru n.
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Wartosci wspotczynnika r| w zaleznosci od parametru n i rodzaju powtoki-przyktad
Warianty powtok n=I n=2 n=3
Powtoka betonowa 0.00021 0.01443 0.05646
a=bm, 2h=25cm,v=I1/6
Powtoka stalowa 0.00003 0.00602 0.03214

a=tm, 2h=2cm,v=0.3

Okazuje sie, ze dla powtoki sferycznej, ktdéra jest szczeg6lnym przypadkiem
rozwazanych tu powilok obrotowych, warto$¢ tego parametru nie przekracza Kilku
procent. Zatem w rozwazaniach inzynierskich wptyw ten moze by¢ pominiety z korzyscig

dla bezpieczenstwa.

Rozwigzanie catki szczeg6lnej nazwaliSmy umownym stanem btonowym. Stanowi
temu towarzyszg bowiem momenty, ktére obliczamy ze wzoru:

M" = (2HSk-b B)N ik, (7.33)

ktéry wynika z (4.16).

7.5. Przemieszczenia powitok

Podobnie jak to czyniliSmy dla sit rowniez przemieszczenia powtoki rozdzielamy

na dwa stany:
w'=w'+ wl (7-34)
w3= w3+ w3. (7-35)

Majac dane sity przekrojowe stanu bitonowego obliczamy skiadowe tensora

odksztatcenia btonowego:

YI=TLI (1+v)N<-vN1 g U | = (736)
Z uktadu rownan zwigzkéw geometrycznych:
w*|j gik+wk|, 8kj- 2bjw3=2y L, (7.37)

wyznaczamy przemieszczenia stanu btonowego.
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Zgodnie z wyprowadzonymi w [9] zaleznoSciami przemieszczenia stanu zgieciowego

obliczamy ze wzoréw:

_ i 5 (7.38)
2Ehew2

_ 1 2H _(7-v)" gklz,s, (7.39)
2E he

okreslajagcych funkcje zespolone. Wybierajagc z powyzszych zaleznosci czesci
rzeczywiste, o czym blizej powiemy w rozdziale 9, otrzymujemy rozwigzanie dla

przemieszczen stanu zgieciowego.

7.6. Metodyka rozwigzania analitycznego powitok

Metodyke rozwigzania analitycznego powtok przedstawia schemat na rysunku

7.2.  ktéry krétko tu omowimy.

1. W pierwszej kolejnosci wyznaczamy z uktadu réwnan (7.28) skiadowe tensora N'J,

a z rownania (7.33) momenty stanu btonowego.

2. Nastepnie wyznaczamy sktadowe tensora odksztatcenia btonowego (7.36) oraz
z uktadu (7.37) sktadowe wektora przemieszczenia.

3. W trakcie dziatann staramy sie speini¢ przynajmniej cze$¢ warunkéw brzegowych
zadania.

4. Warunki brzegowe, ktdrych nie jesteSmy w stanie spetni¢ w ramach catki szczeg6lnej

zadania wypetniamy na etapie catki ogolnej.

5. Otrzymane wielkosci pochodzgce z rozwigzania catki ogdlnej i szczeg6lnej sumujemy

otrzymujac sity wewnetrzne:

Nij=NFf+N*+(2Hsi- b[)Mij, (7-40)
MU= MvV+!1j(2HSR-bI)(N? +N*), (741)
Qi = Mi. . (742)

Przemieszczenia sumujemy wedtug (7.34), (7.35).
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Rozwigzanie analityczne powtok

Rysunek 7.2.
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7.7. Analiza uproszczen metody analitycznej

Zaprezentowana powyzej metoda analityczna bazuje na kilku uproszczeniach. Do

zasadniczych uproszczen metody nalezy zaliczy¢.

1. Rozdzielenie rozwazan na stan zgieciowy istan btonowy. Rozdzielenie rozwazan na
dwa stany jest podejsciem przyblizonym. Wynika ono z faktu, ze w powtokach cienkich

decydujacy wptyw na odksztatcenia i pole naprezen majg sity przekrojowe.

Rozwazania dotyczace umownego stanu bionowego sprowadzi¢ mozna
w ogOlnym przypadku do rozwigzania réwnan rozniczkowych rzedu drugiego.
Rozwigzanie tego typu rdwnan na drodze numerycznej nie napotyka na wieksze
trudnosci, a dla wielu klas powtok mozna uzyskaé je, co pokazemy w dalszej czesci

pracy, w postaci jawnej - catek réwnania rézniczkowego.

Rozwigzaniem cafki 0golnej (stanu zgieciowego) sq szeregi
hipertrygonometryczne charakteryzujace sie tym, ze zanikajg szybko oraz majg charakter
oscylujacy. Wplyw zatem stanu zgieciowego ma charakter lokalny i ogranicza sie do
pewnej strefy w okolicach zaburzenia jakim jest brzeg powtoki, punkt przytozenia sity
skupionej, zatamanie powtoki lub inny podobnego typu wptyw. Jezeli zasieg tego wptywu
nie rozcigga sie na calg powloke to stosowanie przedstawionej metody opartej na
wspomnianym uproszczeniu jest w petni uzasadnione.

2. Obliczanie sit wewnetrznych umownego stanu btonowego dla obcigzenia petnego -
bez pomniejszenia o wptyw nieznanych na tym etapie momentéw zginajgcych i sit
poprzecznych. Prowadzi to do oszacowania sit wewnetrznych i sktadowych wektora
przemieszczenia tego stanu z niewielkim nadmiarem. Nadmiar ten, co nalezy podkreslic,

jest z punktu widzenia inzynierskiego zjawiskiem korzystnym.
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8. Rozwigzanie catki szczegolnej powitok

obrotowych

8.1. Sity wewnetrzne umownego stanu btonowego

W ramach uproszczonej teorii jaka przyjeliSmy w rozdziale 7 uklad réwnan
rownowagi na etapie rozwigzania catki szczegdlnej roéwnania rdzniczkowego
rozwigzujacego (tzw. umowny stan blonowy) sprowadza sie do ukiadu réwnan

rézniczkowych czastkowych:

#«l + /> =0,
(8.1)
N ij bii + PJ =0,
ktéry dla powtok obrotowych po rozpisaniu i uporzgdkowaniu przyjmuje postac:
(gil N ")’ l+gll N'Z2 - At 821 N22+gll 4°22 P* -0,
(922~ N'2\1+g224~g N 2,2+g2yfg P2=0, (82)

b,, N“+b2N 2+ P3=0.

Jest to zatem uktad 3 réwnan o trzech niewiadomych, z ktdrych dwa pierwsze sg
réwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi. Dla dowolnego stanu obcigzenia uktad ten, po
rozdzieleniu zmiennych (6.1) i (6.2) mozna sprowadzi¢ do n uktadéw réwnan. W kazdym
z tych uktadow (s.3) dwa pierwsze sg rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi, a trzecie

algebraicznym:

igN DR 0y[g N2+ 2 yfg N 2+yfg P2=0, (8.3)

b,, N" +b2N 2+ P3=0.
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Z trzeciego rownania (8.2) ,po uwzglednieniu (2.24) i (2.25), obliczymy:

N2 = Ms22 "1l jy Il Vsl Pf (8.4)

sls22

Podstawiajgc powyzsze wyrazenie do dwdch pierwszych réwnan (8.2), porownaj [37],

otrzymujemy uktad dwoch réwnan rézniczkowych z dwoma niewiadomymi N " i N'~:

\Je Nn)1+JZ NI22+ ~ P1+ 4", P3 =0,
< (8.5)

{82228 N ,2),,+Jg”,njg g2 N",2+g2]Jg P2-gP\2=0
Analogicznie dla uktadu (8.3) otrzymamy:
(AN ii)i+g® N 12+ ~p,+ ~ | i* p3=o,
(8.6)

(82228 N"2) I=Q™  ’ir s 822 +g822+8 P2+QsP 0.

8.2. Sily wewnetrzne przy obcigzeniu osiowo-

symetrycznym

Rozwigzanie stanu osiowo-symetrycznego jest stosunkowo proste. Wéwczas 0=0

i uktad rownan (s .6) rozdziela sie:

rg N" L+48 P 3=0,
v sym J sym v sym
(8.7)
82208 N ' ~ +822728 P2=0.
sym J sym

Wobec tego okre$lenie wielkosci sit wewnetrznych moze napotkaé¢ trudnosci tylko W

zakresie obliczania catek:

N (8:8)

sym
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n,2= ~1 Z» Pj du' +C2 (8.9)

Nj22 \/922’]_1 jyu -Jg/t p.<

sym

(8.10)

/
Vi M

8.3. Sity wewnetrzne przy obcigzeniu nieosiowo-
symetrycznym

W tym przypadku rozwigzanie nieco sie¢ komplikuje. Jednak 6>0 i z pierwszego

réwnania (8 .6) mozemy wyznaczyc:

~i= (ANIN\ 1+P, +P3% 1
(811)
9

lub w rozwinietej postaci:

iy 13y, yddni{yignyig22’ii+gii) | p, | pj

fjn= " 8,18 {aii_ (9 12)
6

Podstawiajac powyzsze do rownania drugiego (8.s) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe

rzedu drugiego o wspétczynnikach funkcyjnych
+p(u)Nn,I+qu)Nu=P[u*), (8.13)

Pierwszy wspoétczynnik funkcyjny mozna zapisa¢ w postaci:

pti\_ 2slg22’iiylg2 -\lg2’ii+ 2 gn) 149
PU Jg

lub:
p(uf)= (8.15)

g2 Vg1
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Drugi wspoétczynnik funkcyjny ma postac:

, 29,1f.,+ff, JI(I+6 Y+2(3+»)f(f,)*f,
g\ )=——-————-———

88y (8.16)
LG+ €/ {t,,)at,u+g2f,,i{] +1,, 8n)

88 ]
lub:

. - H [ N 1
q\luls_ (s22 .’812 P L, L (8.17)

822 g1,

Prawa strona réwnania jest funkcja obcigzenia powtoki:

fs,
(8.18)

f vall 811

8.4 Metoda rozwigzania rownania rézniczkowego rzedu
drugiego
Zgodnie z Kamke [24] rozwigzanie rdwnania rézniczkowego niejednorodnego
rzedu drugiego:
y"+p(x)y +a(x)y =r(x), (8-19)

mozna przedstawi¢ w postaci:

i r
y(x) =v(x) C,+ u{xzr(x)ckl+
w(x)
: (8.20)

- u(x) C2+ dx
w(X)
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gdzie u(x) i v(x) sa to dwa niezalezne rozwigzania réwnania rozniczkowego
jednorodnego:
y"+p(x) y'+a(x)y = 0. (8.21)

a w(x) jest wronskianem obliczonym dla u(x) i v(x)\

whr  =det du dv m (8 22)
_dx  dx_

Rozwigzanie powyzszego problemu znaleziono w module ODE2.MTH systemu
komputerowego Derive [16], Zgodnie z przedstawiong tam metoda rozwigzanie rownania

(8.19) istnieje w postaci zamknietej (8 .20) o ile jest spetniona nastepujaca zaleznos¢:
=const. (8.23)

Witedy funkcja u(x) zalezy od wartosci i znaku statej w oraz od funkcji p(x) oraz

zmiennej X.
\](x)dx
dla <0,
J p(X¥dx
ux) =e 2 dla 6=0, (8.24)
u(x) =e 2 dla 6>0.

Funkcja v(x) zalezy dodatkowo od funkcji u(x):



Ryszard Walentyiski Statyka powtok obrotowych wychylonych Strona 57

8.5. Rozwigzanie rownania drugiego rzedu sit caiki

szczegoOlnej dla obcigzenia nieosiowo-symetrycznego
Podstawiajgc do (8.22) funkcje (8.15) i (8.17) otrzymujemy nastepujace
wyrazenie na funkcje testowg:
(8.26)
Zatem rozwigzanie zamkniete zadania w postaci (8.20) istnieje o ile:

(8.27)

Zachodzi to w nastepujgcych czterech przypadkach:

8.5.1. Przypadek 1. Obcigzenie antysymetryczne.

0=7 -~C5= 0.

Jest to przypadek obcigzenia antysymetrycznego z punktu widzenia inzynierskiego,
najbardziej interesujgcy. Obcigzenie antysymetryczne nie jest samozréwnowazone i wobec

tego wywotuje w powtoce najwieksze sity wewnetrzne i przemieszczenia. Rozwigzanie

powtoki wychylonej od pionu o kat prosty mozna sprowadzi¢ do tego przypadku.

8.5.2. Przypadek 2. Walec i stozek obrotowy
f(u')= aul+b—=U5= 0.

Rozwigzanie obejmuje jako szczegdlne przypadki powtoke walcowa i stozkowg- potudnik
powierzchni $rodkowej opisany jest funkcjg liniowg. Jest to trywialny przypadek
rozwigzywanego zadania, ktéry mozna otrzymac takze na drodze catkowania réwnan

réwnowagi (8 .6).
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Uktad ten w tym przypadku sprowadza sie do postaci:

"(V?2#"),+eVi'*™+V?P'+Vil.,Vfe f*=0"

(8.28)
{g,,4s"n),*sllisP “+0sf', =o,
Uktad rownan rozdziela sie i wyznaczenie catek nie nastrecza trudnosci:
. 21
N'2=. (8.29)
2 yfs
ff = N'“+/AP'+ JJZ, 4sT,P‘Y*'+C (8.30)

Procz tych dwoch przypadkdéw rozwigzanie w postaci zamknietej zadania istnieje dla

dwoch szerokich klas powtok, ktére omoéwimy ponizej.

8.5.3. Przypadek 3. Powtoki o dodatniej krzywiznie Gaussa.
0>7 a f(u')=asin(c(u*+d))+bcos(c(u' +(/)) &= c2(e2-y)> o.

Funkcja/jest kombinacjg liniowa funkcji sinus i cosinus, a, b, ¢, d sg statymi. Stata sjest
dodatnia dla kazdego 6>0. Rozwigzanie zadania istnieje dla wszystkich sktadowych
rozwiniecia funkcji obcigzenia w szereg Fouriera. Przykiadowa powierzchnia opisana

rbwnaniem:

f(u') =a cos +sin (8.31)

przedstawiona jest na rysunku s.1
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Rysunek 8.1. Powierzchnia o dodatniej krzywiznie Gaussa

8.5.4. Przypadek 4. Powtoki o ujemnej krzywiznie Gaussa.
0>7 a f(u,)=ae [U+K be-c[u+d -»05=A1-Q 2)< 0.

Funkcja f jest kombinacjg liniowg funkcji wyktadniczych lub réwnowaznie sinusa
hiperbolicznego i cosinusa hiperbolicznego, a, b, ¢, d sg statymi. Stata w jest ujemna dla
kazdego 6>0. Rozwigzanie zadania istnieje dla wszystkich sktadowych rozwiniecia

funkcji obcigzenia w szereg Fouriera. Przyktadowa powierzchnia opisana rownaniem:

If ., |
f(u') =acosh — U’ - (8.32)
a\ 2

przedstawionajest na rysunku s .2.
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8.5.5. Funkcje rozwigzujgce rownanie drugiego rzedu sit stanu btonowego.

Funkcje rozwiazujace rownanie (8.13) zalezag od znaku statej tn. Ponizej

przedstawiamy formy wzoréw dla poszczeg6lnych przypadkow.
Jezeli zo=0 (przypadek 11i2) :

~ {c,+\u'" g2 JgiiP(u") du®)
N o e L +

g22 M 8n (8.33)
“'(C2+ign P(U) dll)
822 V#//
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Jezeli m>0 (przypadek 3) :

e A "t (Cl+ \Ne - A u o g223 g T, P (»') W ) |

N
2VIS" 82 -\ISil (8.34)
e~"u" (C +\e'mu’' g2248"H u') du’)
2V®" g2 Ngu
Jezeli m<O0 (przypadek 4) :
sin(a - N Yy")N, + u')g2Jg.,7 ?2(u') dul

cos(y[~G5 u')(c2 +|0'i>!(Vzro'u')g2 yfg,7 p{u') du')
g22

Pozostate sity wewnetrzne obliczamy ze wzoréw (8.4) i (8.11).

8.6. Zwiagzki geometryczne umownego stanu btonowego

Znajac sity wewnetrzne mozemy z odwrotnych zwigzkoéw fizycznych (4.18),
(4.19) i (4.20) wyznaczy¢ odksztatcenia. Z kolei dokonujac rozdzielenia zmiennych

otrzymujemy wzo6r (3.16) w nastepujacej postaci:

(8.36)

Jest to uklad 3 roéwnan rdzniczkowych zwyczajnych o trzech niewiadomych.
Przemieszczenia wyznaczamy dla kazdej sktadowej rozwiniecia obcigzenia w szereg

Fouriera.
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8.7. Przemieszczenia przy obciagzeniu osiowo-
symetrycznym

Przy obcigzeniu osiowo-symetrycznym, podobnie jak dla sit uktad (8.36)

upraszcza sie:

-!-%/ = Vm SYm ) wm
1 (8.37)
sym sym
Y22="g22’l W ~b2 W <
sym 2. s)'nt s-'m
Otrzymujemy nastepujace wzory na obliczenie przemieszczen:
W1— (lit1+ G (8.38)
sym ¢ 82 wm
a n
vw2=-2 m-du‘+c2, (8.39)
m 82
1
- w-Y 2
Ws=r — (8.40)
sm
8.8. Przemieszczenia przy obcigzeniu nieosiowo-
symetrycznym

Dla obciazenia nieosiowo-symetrycznego z drugiego roéwnania (8.36)

wyznaczamy:

w22 ~ 2T (8.41)
0 8u
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Z trzeciego réwnania z kolei:

(8.42)

Podstawiajagc powyzsze do réwnania pierwszego (8.36) dostajemy réwnanie rézniczkowe

zwyczajne rzedu drugiego o wspoétczynnikach funkcyjnych:
w2n+p(u') war/+cj{u‘)wz2 =y(m;), (8.43)

Pierwszy wspotczynnik ma postac:

(8.44)
drugi:
(8.45)
Prawa strona réwnania (8.43):
~ j822 >1
0 14722 2y w
(8.46)

>22

Okazuje sie, ze w przypadku przemieszczen funkcja testowa ro (8.23) ma takg

sama posta¢ wynikowa jak dla sit (8.26).

@= P A Punit Q)jsn’> (8.47)
Vs22

Wobec tego funkcja ta przyjmuje wartosci state dla tych samych przypadkow jakie zostaty

opisane w podrozdziale 8.4. W zaleznos$ci od znaku statej w otrzymujemy:
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dla w=o:
2 (Cj+jut dul)
w = = t
82 (8.48)
u'(Ca+\y[g"y{u’) du®)
V822
dla w>o:
A — 7 T
2 Vro Jg»
(8.49)
'\A5|||(CZ+|g/\m Jg/\yjul) dul)
2 Vg5~ -Js22
dla ra<o:
s/in(Vzroow')(c/+\cos(JMu')Jg”y(u') du’)
+
(8.50)

cos(4™u')(c2+\sin(J::® M)VTfe y(mo ~m)
03 s2

Pozostate przemieszczenia wyznaczamy ze wzoréw (8.42) i (8.43).

8.9. Warunki brzegowe umownego stanu btonowego

Wystepujgce we wzorach na sity i przemieszczenia state catkowania obliczamy z
warunkéw brzegowych. State C, i C2 otrzymujemy, w szczegdlnosci dla rozpatrywanego
w dalszej czesci pracy przypadku powtoki wychylonej, z warunku zerowania sie sit na
brzegu swobodnym:

N"(l) =0, <8-51)

N ,2{1) =0. (852)
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Z kolei stale C, i C2 otrzymujemy z warunku zerowania sie przemieszczeh na brzegu

podpartym:
W, (0 =0, (853)
w2{lo) = 0. (8.54)

Oczywiscie warunki brzegowe mogg by¢ zadane w inny spos6b na przyktad moze by¢

zadana niezerowa warto$¢ danego przemieszczenia lub danej sity albo warunki mieszane.

8.10. Momenty przekrojowe umownego stanu btonowego

Rozwigzanie calki szczegdlnej nazywamy umownym stanem btonowym, gdyz
towarzyszg mu niewielkie momenty (7.33) zwigzane z tensorem odksztalcenia

btonowego. Wynoszg one po rozpisaniu:

M" ——£ N 11, (8.55)

3
m 2 = TE N 12 (8.56)
M2=— - N1 (8.57)

3
M. =blT N2 (8.58)

3

ljz2 h2 , .

Z uwagi na wystepujacy mnoznik: — £ lub — £ otrzymane wielkosci sg na

0ogot mate i nie majg istotnego wptywu na wymiarowanie. Dodane jednak do sktadowych
tensora M1 moga, jak okazalo sie na przedstawionych w dalszej czeSci pracy
przyktadach, istotnie wptyng¢ na warto$¢ sumarycznych sktadowych tensora momentow
oraz z uwagi na roznice miedzy (8.57) i (8.58) wywotaé istotng niesymetrycznosé tego
tensora. Oczywiscie momentom stanu btonowego towarzysza niewielkie sity poprzeczne,

ktérych wartosci otrzyma¢ mozemy z (7.42).



Ryszard Walentyriski Statyka powtok obrotowych wychylonych Strona 66

9. Rozwigzanie catki ogolnej powtok obrotowych

9.1. Wspotczynniki szeregu hipertrygonometrycznego

W ramach rozwazan prowadzonych w pracy [9] okazato sie, ze jest praktyczniej

dla obliczen przedstawi¢ szereg (7.16) w postaci:
S=S"+iekS2, (9.1)
gdzie szeregi S' sg szeregami rzeczywistymi:
5t:=ewmi“ [cjd sin tiju]+C2HMcos® u’

(9.2)
52=e°mU [CIK cosw nj ut - C2A sin(i>n} ul).

Dla powtok obrotowych wspétczynniki nr m, szeregu zgodnie z [9] dla rozpatrywanego
brzegu gdzie okre$lona jest wspétrzedna u: wynosza:
= m, coscp, (9-3)

m,=ek ~ n2 [ | (9-4)

& 22 Sin(P

Na danym brzegu znamy funkcje przebiegu warunkéw brzegowych. Wobec tego
przyjmujemy:

m2 = 0. (9.5)
W ogélnosci zaktadamy, ze n2 dobieramy tak aby szereg (7.16) speiniat warunki

brzegowe. W przypadku powtok obrotowych podpartych w sposob ciagty na brzegu

otrzymujemy.
Q6>
(0
wystepujace w (9.3) i (9.4) wielkosci obliczamy ze wzoréw:
cos(\>=;U 1+az2- /), (9-7)
Se@= V2V TTTAT, (9.8)
a

gdzie:
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Dla 0=0, czyli stanu obcigzenia osiowo-symetrycznego jak tatwo zauwazyé
otrzymujemy, we wzorze (9.3) symbol nieokreslony. Rozwigzanie otrzymujemy jednak
stosujac przejscie graniczne:

m,=n, = £¥ = _FEi\ (9.10)
4n ;2 -42 &2

Szereg (9.1) jest szeregiem zespolonym. Jako rozwigzanie zadania wybieramy
jedynie cze$¢ rzeczywistg rozwigzania.

9.2. Zestawienie wzorow rozwigzania catki ogolnej

Odpowiednie wzory [9] na rzeczywistg cze$¢ rozwigzania catki ogdlnej (stanu

zgieciowego) majg, dla powtok obrotowych, postac:

N" =Cy su, (911)
N2=- — (cy coscp-C2)skl, (9.12)
n2
N 22= - §itn » _ iii £ c¢c 2 Skl (913)
§22 (n2)
Q‘: _)m(CZCOSCp + Cy)Su, (914)
0
Q2= o01°2 crsu, (9.15)
® 522
Mu = - —y[LCy (I-v)-cya]l (9.16)
Mi2=- —t-— (Cycos(p-Cy)Su, (9.17)
002 n
M =- ~M " - (9.18)
§22 8§22
w3 = " — CKSKI, (919)
2Ehe Kk
! 2H )" a-. (9.20)
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Wystepujace tu funkcje majg postac:

S™ = ewmu' sineon, u' sin(i>n2 uz,

Sn
SKH =\
S21 =< M* cos(o n, u sino n2u2,

etPm*® sin(E>n, u cos(i>n, u2,

S22=e'am'u cosco n, u' cos(U n2 u2.

9.3. Warunki brzegowe catki ogolnej

Rozwigzujagc powloke staramy sie speini¢ warunki brzegowe, o ile mozna, na
etapie rozwigzania catki szczeg6lnej. Dopiero pozostate brakujace, spelniamy na etapie

rozwigzania catki og6lnej (stanem zgieciowym).

Réwnanie rozniczkowe (7.15) jest 6smego rzedu. Na brzegu swobodnym gdzie

dane sg warunki brzegowe w sitach, mamy do zdjecia pie¢ wielkosci:
o1 o4 o o4 o4
Nu, N 12, Mu, M 12, Q!

Do dyspozycji mamy, na tym brzegu, jedynie cztery stale catkowania. Podobnie
jak dla ptyt [25] wprowadzamy pojecie zastepczej sity poprzecznej [9], za pomocg ktorej

wyrugujemy moment skrecajgcy. Okreslamy jg ze wzoru:

V' =Q' 4 M izh. (9.22)

Wobec tego sity na brzegu swobodnym winny spetnia¢ nastepujace warunki:

Nu = Nu, (9-23)
NI2 = NI2, (9-24)
M 12 —NIl 12, (9-25)
V, =V, . (9-26)
Oznaczajac:
A =Nu cosg + N 12 sinty, (9.27)
fo- A a
B - a Nu+ Acosqp + av,, (9-28)

I-v (7-v) m,
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otrzymujemy nastepujagce formuly na okreslenie statych calkowania na brzegu

swobodnym [9]:

CH SK =N,,, (9.29)

Ci SHK = A, (9.30)

Cl sk= a fl-co  Mi (9.31)
mlita -V

RRR—_ (1- v) B - coscp to2 Mi (9.32)
Vi+a2-v

Z kolei na brzegu podpartym mamy do zdjecia odpowiednie przemieszczenia i obroty:

W3 = Wj , (9.33)
O
W2 = W2, (9.34)
1 01
di =di, (9.35)
01
di =d2. (9.36)

State catkowania w tym przypadku otrzymujemy z zaleznos$ci [9]:

a Cls 2Ehe (9.37)
con,
aCisw= Z2Ehemoz (9.38)
2 H
(r v
(o*
acisliz 2Ehem by (9.39)

aC2Sa= 2EhEw . (9.40)
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10. Rozwigzanie powtoki wychylonej od pionu

Przejdziemy teraz do rozwigzania powtoki obrotowej wychylonej od pionu.
Uwage skupimy tu na rozwiazaniu calki szczegdlnej zadania. Rozwigzanie przedstawione
w tym rozdziale wystarczy uzupetni¢é o spelnienie warunkow brzegowych
przedstawionych w poprzednim rozdziale, wynikajgcych z rozwiazania catki ogdlnej
zadania.

10.1. Wektor obcigzenia
Wektor obcigzenia powtoki rozktadamy na sktadowe w bazie kowariantnej:

p=P'H+P,m (101)

Rysunek 10.1. Wektor obcigzenia ptata powtoki wychylonej od pionu,

direction of gravity - kierunek grawitacji.

Zgodnie z rysunkiem 10.1. wektor obcigzenia powtoki wychylonej od pionu o kat

a mozna przedstawi¢ w postaci:

P-i gsina+j 0—kqcosa . (10.2)
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Czynigc odpowiednie pordwnania (10.1) i (10.2) otrzymujemy nastepujace

wyrazenia na sktadowe wektora obcigzenia:

- , R

e PR AL LA N

Pe=0 (10.3)
sl 822

P = 4y[su’icosa g4 Sina cos(u),

8N Vsn
gdzie g jest to ciezar powtoki w odniesieniu najednostke powierzchni.

Zatem skiadowe wektora obcigzenia majg posta¢ szeregu Fouriera o dwoch
wyrazach. Mozna wobec tego traktowa¢ przypadek wychylenia powtoki jako zlozenie
obcigzenia osiowo-symetrycznego, o=o0, przy pionowym ustawieniu powtoki:

Pszo, (10.4)

b, o Q823
N

oraz antysymetrycznego, o=1, gdy powtoka ustawiona jest wspornikowo w stosunku do
kierunku grawitacji:

pl _ Ms22'1
8 ,i
(10.5)
ant vi© 6 22
P3=~q
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10.2. Rozwigzanie powitoki ustawionej rownolegle do
kierunku grawitacji

Podstawiajac (10.4) do (s .8), (8.9) i (8.10) otrzymujemy nastepujace wzory na sity

btonowe wystepujgce w powtoce obcigzonej osiowo-symetrycznie ciezarem wiasnym:

NU=-j=\qgy[gdu, (10.6)
$m Vg

N12=o0, (10-7)
N22 = Vgh,y fili+ < t (10.8)

sm  yfg™ 9gm

Nastepnie wyznaczamy z (4.38), (4.39) i (4.40) sktadowe tensora odksztatcenia
i podstawiajgc do (8.38), (8.39) i (8.40) obliczamy przemieszczenia przy czym mamy
oczywiscie z uwagi na (10.6):

W2 =o0. (109)

sym

10.3. Rozwigzanie powtoki ustawionej prostopadle do
kierunku grawitacji-wspornikowo

Podstawiajgc (10.5) do wyrazenia (8.18) definiujgcego prawa strone rownania
(8.13) otrzymujemy po uporzgdkowaniu:

- (10.10)
V82

Stad podstawiajagc powyzsze do (8.33) dostajemy nastepujgce wyrazenie rozwigzujace
réwnanie (8.13) w danym przypadku:
M, M (G2 jutyfgq(ut) dT )
822 J 8" (10-11)
ur(c2-~2JVg <“") du‘)
g2 -lsu
Dalej poniewaz:

pl | p3 ~Ms22°l_Q (10.12)
an ai -Jg7,
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otrzymujemy z (8 .12):

—1\j§2 1{yls2" g2’  Sil
N o= N+ N RS2y g i)
Jg,

ant ant

az (8.4) po podstawieniu trzeciego wyrazenia (10.5):

AT Vet jyu_ a

ant

an

Stale catkowania wyznaczamy z warunkow (8.51) i (8.52).

Strona 73

(10.13)

(10.14)

Nastepnie podobnie jak to czyniliSmy dla stanu osiowo-symetrycznego obliczamy
przemieszczenia: w2 ze wzoru (8.48) w1 z (8.41) a po wyznaczeniu statych catkowania

ant ant

z (8.42).

ant

10.4. Rozwigzanie powitoki ustawionej ukosnie do kierunku

grawitacji

Majac wyznaczone funkcje sit i przemieszczen wyznaczy¢é mozemy odpowiednie

wielkos$ci dla dowolnego wychylenia:

Nn=N"cosa+N "cos(u2)sina

sym ant

N 22 =N 2cosa+N “ cos(u2) sina

sym ant

N 2 =n'~ sin(u2) sina

ant

wi1=wicosa+wicos(u2)sina

sym ant

w2 =w2sin(u2)sina

ant

w3 = w3cosa +wscos(u2)sina

sym ant

Podobnie obliczymy sumaryczne momenty i sity poprzeczne.

(10.15)
(10.16)

(10.17)

(10.18)

(10.19)

(10.20)
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10.5. Interpretacja mechaniczna rozwigzania powtoki
ustawionej prostopadle do kierunku grawitacji

Timoshenko i Woinowsky-Krieger [44] podali interpretacje mechaniczng sit
wewnetrznych w powtoce obrotowej obcigzonej osiowo-symetrycznie. Z kolei Girkmann
[18] podat rozwigzanie tg metodg obcigzenia powiloki antysymetryczng skiadowg
obcigzenia wiatrem. Interpretacja ta jednak nie daje odpowiedzi na pytanie jakie tym sitom
towarzysza przemieszczenia. W tym miejscu mozemy stwierdzi¢, ze przedstawione
powyzej rozwigzanie powtoki wychylonej od pionu wspomikowo o kat prosty ma
interpretacje mechaniczng, ktorg przedstawimy ponizej.

Ustawmy powtoke, jak na rysunku 10.2., prostopadle do kierunku grawitacji
i dokonajmy mys$lowego przekroju prostopadiego do osi z. Powloka obcigzona jest

masowymi sitami grawitacji. Obcigzenie to rownowazg btonowe sity wewnetrzne.

Schemat statyczny powtoki wychylonej

Wykresy sit
w przekroju poprzecznym

Nu

Brzeg swobodny

Rysunek 10.2. Schemat statyczny powtoki wychylonej od pionu o 90"
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Rozpatrzmy réwnowage momentdw wzgledem plaszczyzny dokonanego

przekroju. Moment od obcigzenia sitami zewnetrznymi wynosi:

M=Ge, (10.21)
gdzie:
G- ciezar powtoki po prawej stronie przekroju,
e- odlegtos¢ Srodka masy rozpatrywanej czesSci powtoki od obranego przekroju.
Moment ten mozna wyrazi¢ jako rdznice:

M=Gu -G en. (10.22)
Odjemna to iloczym ciezaru powtoki i wspotrzednej u ' danegoprzekroju:

G=2njqJg dul, (10.23)
4

odjemnik to z kolei moment statyczny obliczony wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych:

Ge,, =27t Juiq -Jg du1. (10.24)
g
Podstawiajgc zatem powyzsze otrzymujemy:
M =2k u' )q yfg dui—2w)u' q y[g duz. (10.25)
u w

Z drugiej strony moment ten réwnowazony jest przez sity przekrojowe potudnikowe,
ktérych skladowa dziatajaca na element dtugosci ds przekroju i zrzutowang na 0$ z

mozemy wyznaczy¢ ze Wzoru:

dN, =-NJ',cos(uz2)cos$ds. (10.26)
ant
Dalej mamy:
ds=7iTdu-. <1027>

Ramie na ktorym dziata elementarna sktadowa wyznaczamy ze wzoru:
rrcosful) N . (10-28)
Elementarna sita daje elementarny moment:

dM =dN.r. (10 29)
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Catkowity moment roéwnowazacy obliczamy jako catke z dM obliczong po calym
obwodzie przekroju:
K
M~ f-A" cos(uz)cosPJg2 cos(u2)Jg2 da' (10.30)
J ant
0

wyciggnijmy przed nawias wielko$ci niezalezne od u2:
2n
M =—NJ] cos@g2 [cos2{u2)du?2. (10.31)
ant J
0

Z analizy geometrycznej otrzymujemy:

cospR= 1 (10.32)
Vgn

po podstawieniu i scatkowaniu:

M=-—nNn =% (10.33)
ant \/a o1
Poréwnujac (10.25) i (10.33) otrzymujemy:
fo] i
N7, u'\q y[g du:-ju ‘qy[g du’ (10.34)

g22

Przechodzac z wielkosci fizycznych na tensorowe zgodnie z (7.9) dostajemy:
u! u >
N"=- - 2 u'\<tyfg du' - ju'q Jg du* (10.35)
g2 Vgu

czyli wzor (10.11) tym razem w postaci catek oznaczonych.

Rozpatrzmy teraz réwnowage sit. Ciezar powtoki musi by¢ zrownowazony przez

scatkowane po obwodzie sktadowe sit przekrojowych zrzutowane na o$y:
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Po przeniesieniu poza catke wielkosci niezaleznych od u:

2k
G=- sin By/g22 J cosz2(u2}du~ +
am 0
n (10.37)
- Jsinz (u2) duz,
i podstawieniu:
sinp = AL 1, (10.38)
Vgn
otrzymujemy:
G=-n Al "E}lLLﬁr{Mz (10.39)
Y yj&ii /
stagd druga poszukiwana sita, po poréwnaniu z (10.23) wynosi:
2 :
N-=-= J[ajgdu:i- N - (10.40)
al  -JS2 U 2'js a
a po przejsciu na wielkos$ci tensorowe:
W'2= - 7=f*VFd~"»-~N". (10.41)

822" 8, 1 2 822

OtrzymaliSmy zatem rozwigzanie analogiczne do przedstawionego wcze$niej na
drodze poszukiwania rozwigzania uktadu réwnan rozniczkowych. Nalezy dodac, ze
metoda oparta na interpretacji mechanicznej nie mozna znalez¢ rozwigzania stanu

infinitezymalnych przemieszczen.

Obliczanie sil wewnetrznych za pomoca interpretacji mechanicznej stanowi prostg
metode kontroli poprawnosci wynikow. Pokazemy to w dalszej czeSci pracy na

przyktadzie powtoki katenoidalnej.
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11. Rozwigzanie numeryczne powtoki obrotowej

11.1. RoOwnania wyjsciowe metody numerycznej

Podstawiajac sity poprzeczne wyznaczone z réwnania czwartego i piatego -
uktadu (5.5) do trzech pierwszych oraz wykorzystujgc rozdzielenie zmiennych (6.1) -
(6.7) a takze podstawienie wyrazen (4.13) - (4.18) otrzymujemy trzy rdéwnania
rézniczkowe zwyczajne.

rébwnania pierwsze:

h2\ .
-K— -e n
\eum 282 V 3

SI» . 8227

£ooKh NTQ 1K- s

/ 2\
22l g N 2+
2 811\
;. ’ (11.1)
+ |11-1 822 (e_e) M" +

V8,1 2 822 j

+(e-e) M",,+(e -e)Q M'2+P' -0,

réwnanie drugie:

N ho2\ 7 ’
8II1_L822I i+ slil’! 822’1 N 12 +

28,1 2 822 \28n 822 3 2 82

y&/&>— l-K 1 N2+

+ (e-e) M +
\28u 82

+e-e) MBl+e-e)0 M2+ PF2=0,

(11.2)
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trzecie réwnanie:

Foha . 3Sm/ i822'1V h2\ )
b,, + ’"_|_ \’|+
k < 2gn g2 A 3
r \ i N ’ ’
L Smu_ ] 8 2+ #22°,  3811'1822'1 N+
8,, 2\ 8u 202 v202]j 4g
/
r h2 V h2r
+ £_)_/+ 3gu<1l 822>
28ii 822 )\ 3
+e— NI I+
3 "
( frz,\ i W\ hor arier - '
6 +2H I 82271 ., .
v 3] 2gu g2
h2 —
+2HQ — N I12,,+
3 1
+ b2+ fEh—Z_A _92_82'n j: (822’|)2ﬂ€/2_2 N 2 +
29, v 3] 28N (2Sn) 29 3
, 112\
4822 N2+
28i
\ 7 i V il
+ bif£+- gw 1 | 822’1 822", 3gn<1g2'l ppw g
8,1 \ 811 j 292 2g 49
3gag = | 822'1
28h 822
>11
f \
4op BUL 82%1 \p .
\28,L 82/
+20 M 12,,+
+ -02+b2e 822, , 82218, (271) oy
28,, (2gn) 4q
822", 2 (11.3)
2815

+P3 =0.
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Przedstawione powyzej wzory otrzymano poprzez system Mathematica wediug
wspomnianej procedury. Przedstawiono ponizej, dla ilustracji, posta¢ tworzonych przez
ten system wyrazen. Przedstawienie wzoréw w czytelniejszej postaci wymagato jedynie
niewielkich modyfikacji. We wzorach tworzonych przez system Mathematica

wprowadzono pewne oznaczenia dla uproszczenia zapisu, przykiadowo:

U U1
KI [u] -T
K2[u] -e

lz2
Klh [u] -8 —

h2
KahJu] -£ —
k -9
gilfu] -gn

g22 [u] -g2
gil™ [ul  -g..,
g22 ' [u] -g22t
itd...

Oto wyniki przeksztatcen algebraicznych uzyskanych przez system Mathematica. Kolejno

mamy réwnania:

-réwnanie pierwsze
In[73]:= rl

out[73]= (-(k KI[u]) + k K2[ul) mI2[u] + (k - k KI[u] K2h[u]) nI2[u] +

-g22°[u] KI[u]l KIh[u] g22°[u]

> PI[ul+ n22 [u] (-~ > +
2 gil[u] 2 gil[u]
gil*® [u] g22"[ul gill[u] g22°[u]

> mil [ &L - . » + K2[U] (- * >+
gil[u] 2 g22[u] gil[ul 2 g22[u]

gil™[u] 9227 [u]
> K2 "[ul ) + nil [u] ¢ + - +
gil[ul 2 g22[u]
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gil” [u] g22 " [u]
> KI[u &2hpuy ¢C----- ) ) - K2h® [u])) +
gil[u] 2 g22[u]
> (-KITu] + K2[Lul) mil"tu] + (@ - KI[ul K2h[u]l) nil®[u]
- rownanie drugie
In[74]:= r2
out[74]= (-(k KI[ul) + k K2[ul) m22[u] + (-k + k KIh[u] K2[ul) n22[u] +
-gil"[ul  g227[u]

> P2 ul + ml2 [l K2[ul (C----—------————-— ) +
2 gil[u] g22[u]

gil™[u] g22"[u]
> KI[ul (——--—--- 4 e Y + KI* []) +
2 gil[u] g22[u]
gil"[u] 3 g22 [l
> nl2 [u] ¢ + - +

2 gil[u] 2 g22[u]

- (K2h[u] g227[ul) -gil"[u] 9227 [u]
> K2 [u (- Kihh[u (- - ) - KIh® [uD) +
2 g22[u] 2 gil[u] g22[u]
> KI[ul - K2[ul) ml2 "[u] + @ - Kih[u] K2 [u] ) nl2 "[u]

- réwnanie trzecie

In[75]:= r3
gil® [u] 2 g227[u]
Out [75]= P3 [u] + k mI2[u] (------- + —————————e ) +
gil[u] 022[u]
gil [u] g22-[u] gil~[u] g22-[u]
> nl2 [ul ( Kih[u] C + - ) + k K2h[u]l ( + > +
2 gil[u] g22[ul 2 gil[u] g22[u]
3 gil"[u]l g227[u]
> k KIh® [ul + k K2h® [u]) + ¢-—------- t e >mll®[u] +
2 gil[u] g22[u]
g22 " [u] m22 m[u]
> 2 kml2*pu - —————-—-——- +

2 gil[u]

3 gil"[u] 922" [u]
kah[u] (== oo ) + 2 K2h™ [u]) nil™ ] +
2 gil[u]l g22[u]

\%
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KIh[u] g22°[u] n22°[u]
> (k Khh[ul + k K2h [u] ) nl2°[u] - +
2 gil[u]

2 gil"[u]l g22"[u] 022" [u]
> m22 [u] (-k + b22 [u] KI[u] + —————————mmmmmm —— e
2 4 gil[u] g22[u]
4 gil[u]

2 2
g221-[u] gil® [u] g22"[u]
> e ) + mil [ul (il [ul K2[u] - - +
2 gil[u] 2 2
gil[u] 2 g22[u]

gil® [u] g221[u] gil® [u] g22"tu]
gil™ [u] ( + ) 9227 ¢ + D)
gil[u] 2 g22[u] gllfu] 2 g22[u]

2 gil[u] 2 g22[u]

gil” "[ul g22°"[u]
> e I ) + n22[u]
gil[u] 2 g22[u]

g22"[u] KIh"[u]
> ®22 [u] - ——————————————— —
2 gil[u]

2
2 gil® [ul g22"[u] 022" [u] g22" " [u]
Kih[u] (-k + -t
2 4 gil[u] g22[u] 2 gllifu]
4 gil[u]

3 gil"[ul g22 " [ul
nil [ul il + ---—-——-- + e ) K2h" [u] +
2 gil[u] g22[u]

2 2
-gil"[u] 3 gil"[u] g227[u] g22"[u] gil®""[u]
K2h [u] (————===—= = + +
2 4 gil[u] 922[u] 2 gil[u]
2 gil[u] 4 g22[u]

922" " [u]
________ ) + K2h* " [u]) + mil*"[u]l + K2h[u]l nil*®"[u]
2 g22[u]
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11.2. Budowa macierzy sztywnosci i rozwigzanie ukiadu
rownan

Aby otrzymaé réwnania przemieszczeniowe powtok nalezy do réwnan (11.1) do
(11.3) podstawi¢ kolejno zwiagzki fizyczne (4.33) do (4.37) a nastepnie zwiazki
geometryczne (3.18) i (3.19). W efekcie otrzymujemy ukiad trzech réwnan
rézniczkowych przemieszczeniowych z trzema niewiadomymi skfadowych wektora
przemieszczenia. Rzad tych rownan siega cztery [41], z uwagi na skladowg w3.
Podstawiajagc do tych rownan znane formuly rachunku rdéznicowego otrzymujemy
w kazdym punkcie dyskretnym uk#tad réwnan liniowych postaci:

Kw=P, (11.4)
gdzie:
~N-kwadratowa macierz sztywnosci,
w-wektor przemieszczenia,
P-wektor wyrazéw wolnych (wptyw obcigzen mechanicznych i niemechanicznych)

Z uwagi na zawito$¢ wzoréw (11.1) do (11.3) dalsze dziatania zwigzane z budowg
rownan przemieszczeniowych wykonywane sg numerycznie. Macierz sztywnosci
w programie budowana jest automatycznie przez podstawienie do kolejnych wyrazow
réwnan rownowagi (11.1) do (11.3) zwigzkoéw fizycznych , a do nich z kolei zwigzkow
geometrycznych rozpisanych na rdznice skofnczone. Kolejne sumowania prowadza do
budowy macierzy sztywnosci w kolejnych punktach dyskretnych na osi z. Zadanie
sprowadza sie teraz do obliczenia trzech sktadowych uogdlnionych przemieszczen,

atechnicznie do rozwigzania uktadu n réwnan liniowych.

Majac dane przemieszczenia ze zwigzk6w geometrycznych i fizycznych

obliczamy sity wewnetrzne. Jako wyniki podawane sg wielkosci fizyczne.

Nalezy wspomnieé, ze macierz sztywnosci ma charakter pasmowy i zgodnie
z twierdzeniem Bettiego jest macierzg symetryczng. Ma to istotne znaczenie na sprawne
rozwigzanie uktadu réwnan liniowych. Ukiad ten byt rozwigzywany metodgq Gaussa
z wyborem elementu ekstremalnego (dla kazdego biezacego réwnania). Zapewnia, tacznie
z zastosowaniem rozszerzonej (wiecej niz podwdjnej) precyzji minimalizacje btedu
obliczeniowego.

Mimo tych $rodkéw zaradczych w rozwigzaniu uktadu rdwnan liniowych

o0 kilkuset lub kilku tysigcach niewiadomych w wynikach koncowych i wyrazach

odwroconej macierzy uktadu kilka ostatnich cyfr jest btednych. Sg to tak zwane "Smieci".
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Gdy na tych miejscach znajdujg sie istotne dla rozwigzania cyfry, wynik rozwigzania jest
btedny. Jak sie dalej okaze zjawisko to wystepuje w rozwazanych przypadkach
rozwigzania numerycznego powtok.

Schemat budowy macierzy sztywnos$ci przedstawiono na rysunku 11.1., a og6lng
metode rozwigzania numerycznego powloki w wersji przemieszczeniowej na rysunku
11.2.

Budowa macierzy sztywnosci

Rysunek 11.1.
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Rozwigzanie numeryczne powtoKki

Rysunek 11.2.

11.3 Warunki brzegowe metody numerycznej

Macierz sztywnosci nalezy uzupetni¢ o dodatkowe rédwnania zwane warunkami
brzegowymi. Sg to dodatkowe rownania, ktdre mozna uzy¢ do modyfikacji macierzy
sztywnosci lub, jak zastosowano to w tej aplikacji, uzupetni¢ nimi uktad rownan.
W efekcie macierz sztywnosci jest troche wieksza i traci ceche symetrycznosci, ale jest

wygodniejsza dla celéw badawczych.

Przyjeto na brzegu swobodnym warunki brzegowe jako zerujgce sie site N",

moment M 11, zastepczg site poprzeczng V 1o0raz zastepczg site styczng H 1 [9]:

H = Ne +-~M 12 (11.4)
§22
Vi= Q' + Mi2l . (11.5)

Na brzegu utwierdzonym zerujg sie wszystkie trzy skiadowe przemieszczenia

i sktadowa obrotu w3

Mozliwe sg réwniez mieszane warunki brzegowe, cho¢ nie wystepuja

w prezentowanych przyktadach obliczeniowych.



Ryszard Walentynski Statyku powtok obrotowych wychylonych Strona 86

12. Przykiad - Rozwigzanie analityczne powitoki
hiperboloidalnej wychylonej od pionu.

W pierwszym przyktadzie przedstawimy rozwigzanie powtoki hiperboloidalnej
o wymiarach jak na rysunku 12.1. i zmiennej grubosci. Dane te zaczerpnieto z pracy [23],
Grubos$¢ powtoki zmienia sie nieliniowo. Na dole powtoka ma grubo$¢ 66 cm i maleje
poprzez 18 cm do 14 cm, nastepnie jest stata i zwieksza sie u wylotu do 28 cm (rys 12.5).
Funkcje zmiany ksztattu na odcinkach gdzie nastepuje zmiana grubosci dobrano w postaci
wielomianu trzeciego stopnia aby zapewni¢ regularnos¢ i ciggtos¢ klasy C2 odpowiednich
funkcji potrzebng przy catkowaniu i rézniczkowaniu. Pozostale dane do obliczen

Wynosza:

Ciezar objetosciowy zelbetu: 24.5 kN / ms,
Modut Younga 20.0 GPa,
Wspoétczynnik Poissona 1/6.

Potudnik tej powtoki opisany jest rownaniem:

gdzie dla powyzszych danych:
ao- 27.5m bn=67. j7m

Wyobrazmy sobie sytuacje, ze 0o$ symetrii powtoki chtodni kominowej na skutek
na przyktad przechodzenia pod nig niecki gdrniczej, nieréwnomiernego osiadania lub
ruchow gdrotworczych ulegta wychyleniu o pewien kat. Sytuacja ta przedstawiona zostata

na rysunku 12.2 .

Powtoka chtodni podparta jest na stupach ukos$nych [19, 32], kt6re zapewniajg
w powtoce stan blonowy. Wystepujace zaburzenia pochodzace od quasi-punktowego
podparcia na stupach oraz ciezar i wptyw pierScienia goérnego pominiemy w niniejszych

rozwazaniach. Zakres tych zaburzen ogranicza sie do kilku metrow [43],
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Wplyw ciezaru wiasnego na wielko$¢ sit wewnetrznych, w poréwnaniu na
przyktad z wiatrem, jest najistotniejszy w powtoce chtodni [1, 19, 32], Wychylenia od osi

moga, jak sie okazuje, znacznie zwiekszy¢ wielko$é sit wewnetrznych.

Jak okreslono to w rozdziale 10. rozwigzanie powtoki wychylonej mozna ztozy¢
z obcigzenia powtloki ciezarem wiasnym osiowo-symetrycznie - rysunek 12.j. oraz

nachylonej wspornikowo prostopadle do kierunku grawitacji - rysunek 12.4.

Z uwagi na nieliniowg zmienno$¢ grubosci na wysokosci przedziatami,
zastosowano metode catkowania numerycznego w systemie Mathematica. Jednak
otrzymane wyniki numeryczne interpolowane byty funkcjami interpolacyjnymi [49], kt6re
moga by¢ rdézniczkowane analitycznie. Wyniki obliczen przedstawiono w postaci

wykresow opracowanych w ramach systemu Mathematica.
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Rysunek 12.2. Powloka hiperboloidalna wychylona od pionu

Dla obu stanéw czyli osiowo symetrycznego i wspornikowego wykonano

obliczenia wedtug nastepujacej kolejnosci:
I. Stan osiowo symetryczny:

1. Obliczenie sity potudnikowej z (10.6)

2. Obliczenie sity rownoleznikowej z (10.8)

3. Obliczenie sktadowych tensora odksztatcen (8.37)
4. Obliczenie przemieszczen z (8.38) i (8.40).
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Rysunek 12.3. Powtoka hiperboloidalna obcigzona osiowo-symetrycznie

Ptaskie i przestrzenne wykresy sit fizycznych dla tego stanu przedstawiono na rysunku
12.6-12.8, a sktadowych przemieszczen na 12.9. Wykresy deformowanej powierzchni

srodkowej w skali skazonej przedstawiono na rysunkach 12.10.

Jak stwierdziliSmy w rozdziale 7 rozwigzanie catki szczegOlnej nazywamy
umownym stanem blonowym z uwagi na towarzyszgce mu niewielkie momenty.
Momenty te osiggaja ekstremum na dole powioki z uwagi na znaczng grubo$¢ powtoki
(66 cm) w tym miejscu. Rozklad momentdw potudnikowych na obwodzie jest
analogiczny jak sit potudnikowych. Na rysunku 12.11. przedstawiono wykres

ekstremalnych wartosci momentéw potudnikowych umownego stanu bionowego dla
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osiowo-symetrycznego potozenia powtoki.Pozostate momenty sg duzo mniejsze i wobec

tego nie zostaty tu przedstawione.

Rysunek 12.4. Powtoka hiperboloidalna obcigzona antysymetrycznie

Il. Stan wspornikowy:

1 Obliczenie sity potudnikowej z (10.11)

2. Obliczenie sity stycznej z (10.13)

3.Wyznaczenie statych catkowania z (8.51), (8.52)

4. Obliczenie sity rownoleznikowej z (10.14)
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5. Obliczenie sktadowych tensora odksztatcen (8.36).
6 . Obliczenie przemieszczen z (8.48), (8.41) i (8.42) z uwzglednieniem warunkow
brzegowych (8.53) i (8.54).

Ptaskie i przestrzenne wykresy sit fizycznych dla tego stanu przedstawiono na
rysunku 12.12-12.14, a sktadowych przemieszczed na 12.15. Wykres zdeformowanej
powierzchni Srodkowej w skali skazonej przedstawiono na rysunku 12.16. Na rysunku
12.17. przedstawiono wykres ekstremalnych wartosci momentéw umownego stanu
btonowego dla tego potozenia powtoki.

Il. Superpozycja stanéw | i Il wedtug wzoréw (10.15) do (10.20)

Wyniki ztozenia obu stanéw przedstawiono dla przypadku wychylenia powtoki
0 kat ~ 24.6°. Dla takiego kata po stronie "grzbietowej" (u2 =0) powtoki, pojawiajg sie
sity potudnikowe rozciaggajgce (rys. 12.18 i 12.19). Jednocze$nie po przeciwnej stronie
powtoki "spodniej” (u2=k~3.14) sity potudnikowe znacznie wzrastaja (rys 12.18
112.19), a sity réwnoleznikowe sg rozciaggajace (rys. 12.20 i 12.21) i jako takie osiggajg
znaczne wartosci. Zatem stan niebezpieczny z uwagi na wystepujace rozciggajace sity
réwnoleznikowe, w potaczeniu z obcigzeniem wiatrem moze wystgpi¢ w powioce

znacznie wczesniej.
Réwnoczes$nie po bokach powtoki ( dla wspotrzednej u =—~1.57 iu =— )

wystepujg znaczne sity styczne (rys. 12.22 i 12.24). Towarzyszg im sity potudnikowe
i réwnoleznikowe, ktérych warto§¢ mozna odczyta¢ z wykreséw 12.18 i 12.20 jako

$rednig z podanych wartosci dla kata uz =0 i u2 =n~ 3.14.

Odpowiednie skladowe przemieszczenia przedstawiono na rysunkach 12.24,
12.25, 12.26. Przemieszczenia te sa znacznie wieksze niz dla stanu osiowo-
symetrycznego jednak na tyle mate, ze nie jest istotna ewentualna nieliniowos¢
geometryczna. Wykresy zdeformowanej powierzchni $rodkowej w skali skazonej

przedstawiono na rysunku 12.27.
Uwaga! Na wszystkich przestrzennych wykresach sit NJ], N  powierzchnia po

stronie zewnetrznej siatki odniesienia oznacza rozcigganie, a po wewnetrznej $ciskanie.
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Thickness of the Shell

Rysunek 12.5. Wykres zmiennoS$ci grubosci powtoki na wysokosci.
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kN/m

Forces Nij

Rysunek 12.6. Wykres sit Nyn N2 w powtoce hiperboloidalnej obcigzonej

osiowo-symetrycznego ciezarem wiasnym.
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Rysunek 12.7. Przestrzenny wykres rozktadu sit Ny, w powtoce hiperboloidalnej

obcigzonej osiowo-symetrycznie ciezarem wiasnym.
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Rysunek 12.8. Przestrzenny wykres rozktadu sit N w powtoce hiperboloidalnej

obcigzonej osiowo-symetrycznie ciezarem wiasnym.
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-0.006

Displacements

Rysunek 12.9. Wykres skfadowych wy, wy przemieszczenia powtoki hiperboloidalnej

dla obcigzenia osiowo-symetrycznego ciezarem wiasnym.
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Rysunek 12.10. Deformacja powtoki hiperboloidalnej obcigzonej osiowo-symetrycznie

ciezarem wiasnym w powiekszeniu 500 krotnym.
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Moments M12

Rysunek 12.11. Wykres ekstremalnych wartosci momentéw My2 umownego stanu

btonowego dla powtoki dla osiowo symetrycznego obcigzenia ciezarem wiasnym
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kN/m
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Forces Nij

Rysunek 12.12. Wykres ekstremalnych wartosci sil NJ',, N 22, NJ] na cbwodzie

w powtoce hiperboloidalnej obcigzonej anty-symetrycznie ciezarem wiasnym,
sity A7,, N 22 osiggajg ekstrema (co do wartosci bezwzglednej) dla u2 =o,n ;

sity N72 dla uz2 = —,
P 72 2
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Rysunek 12.12. Przestrzenny wykres rozktadu sit NJ, w powtoce hiperboloidalnej

obcigzonej anty-symetrycznie ciezarem wiasnym.
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Rysunek 12.13. Przestrzenny wykres rozktadu sit N2 w powtoce hiperboloidalnej

obcigzonej anty-symetrycznie ciezarem wiasnym
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Rysunek 12.14. Przestrzenny wykres rozktadu sit Ny2w powtoce hiperboloidalnej

obcigzonej anty-symetrycznie ciezarem wiasnym.
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Displacements

Rysunek 12.15. Wykres sktadowych w]', w2\ w; przemieszczenia powtoki
hiperboloidalnej dla anty-symetrycznego obcigzenia ciezarem witasnym, sktadowe

przemieszczenia w”, w2 o0siggajg ekstrema (co do wartosci bezwzglednej) dla u —o, u

rt

sktadowe przemieszczenia w3 ' dla u® =" *A m
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Rysunek 12.16. Deformacja powtoki hiperboloidalnej obcigzonej anty-symetrycznie

ciezarem wiasnym w powiekszeniu 500 krotnym.
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kNm/m

Moments M12

Rysunek 12.17. Wykres ekstremalnych warto$ci momentéw My2 umownego stanu

btonowego dla powtoki dla anty symetrycznego obcigzenia cigzarem wiasnym
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Rysunek 12.18. Wykres ekstremalnych wartosci sit na obwodzie powtoki

hiperboloidalnej obcigzonej ciezarem wiasnym - wychylonej od pionu o0 24.6°.
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Rysunek 12.19. Przestrzenny wykres rozktadu sit Ny, na obwodzie powtoki

hiperboloidalnej obcigzonej ciezarem wiasnym - wychylonej od pionu o 24.6°.
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kN/m

Forces N22

Rysunek 12.20. Wykres ekstremalnych wartosci sit N2 na obwodzie powtoki

hiperboloidalnej obcigzonej ciezarem wiasnym - wychylonej od pionu o 24.6°.
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Rysunek 12.21. Przestrzenny wykres rozkfadu sit N2 na obwodzie powtoki

hiperboloidalnej obcigzonej ciezarem wiasnym - wychylonej od pionu o 24.6°.
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Forces N12, u2=1.57

Rysunek 12.22. Wykres ekstremalnych wartosci sil NJ] na obwodzie powtoki w powtoce

hiperboloidalnej obcigzonej ciezarem wasnym - wychylonej od pionu o 24.6°.
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Rysunek 12.23. Przestrzenny wykres rozktadu sit N*2na obwodzie powtoki

hiperboloidalnej obcigzonej ciezarem wasnym - wychylonej od pionu o 24.6°.
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Rysunek 12.24. Wykres ekstremalnych wartosci sktadowych przemieszczenia wj* na

obwodzie powtoki hiperboloidalnej obcigzonej ciezarem wiasnym wychylonej od
pionu o 24.6°.
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Displacements w2, u2=1.57

Rysunek 12.25. Wykres ekstremalnych wartosci sktadowych przemieszczenia w2 na
obwodzie powtoki hiperboloidalnej obcigzonej ciezarem wiasnym - wychylonej od
pionu o0 24.6°.
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-u2 =0
u2=3.14

Displacements w3

Rysunek 12.26. Wykres ekstremalnych wartosci sktadowych przemieszczenia w? na

obwodzie powtoki hiperboloidalnej obcigzonej ciezarem wiasnym - wychylonej od

pionu 0 24.6°.
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Rysunek 12.27. Deformacja powtoki hiperboloidalnej wychylonej od pionu 0 24.6° w

powiekszeniu 500 krotnym.
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13. Poréwnanie rozwigzania powitoki walcowej
metodami analityczng i numeryczng

Kolejny przyktad poswiecimy rozwigzaniu metodg analityczng i numeryczng
powtoki walcowej. Celem przykiadu jest pordwnanie merytoryczne obu metod.
Rozwazania nasze ograniczymy do powiloki walcowej wychylonej od pionu o 90°
utwierdzonej w miejscu podparcia i obcigzonej ciezarem wihasnym (rys. 13.1). Jest to
przypadek z punku widzenia obliczeniowego trywialny, ale ukazujacy istotne aspekty
rozwazanych problemoéw.

Brzeg utwierdzony Brzeg swobodny

Rys. 13.1. Szkic walca obcigzonego wspornikowo ciezarem wiasnym

13.1. Rozwigzanie analityczne powitoki walcowej

W pierwszej kolejnosci zajmiemy sie rozwigzaniem analitycznym. Metoda
rozwigzania zadania, jak to zostato wczesniej okres$lone, sktada sie z dwdéch etapéw: caiki
szczegblnej zwanej umownym stanem blonowym oraz catki o0g6lnej zwanej

W uproszczeniu stanem zgieciowym.

Z rozwigzania catki szczeg6lnej zadania otrzymujemy dla powitoki wychylonej

od pionu o 90° (wspornikowo) nastepujace wzory na sity przekrojowe stanu btonowego:
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N a -C0s (W2), (13.1)
' 2q(l-u*)
N'2=— ----—---sin(u2), (13.2)
N2 =—-cos(u2). (13.3)
a

Obliczajac z kolei sktadowe tensora odksztatcenia btonowego ze wzordéw:

Nu-a2v N2
N

Yo = 5N
am(@ N2-v N")
y 2 A (13.5)
=arJJ +v)N_"
12 2Eh

otrzymujemy po scatkowaniu i odpowiednich przeksztatceniach nastepujacy komplet

wzoréw na przemieszczenia:

gul”™ 1)2-31lu“+3{a2v+12)]

-cos (u2),
6 Eha (u2)
u” ir(u‘\)?-41 (ul)2-6[a2(3v+4)-12]Ju“+48a2/(/+v)}
W2 — ——--- siniu2),
24 Eh a' v "

9{(«") -41(u")J- 6[a2(y+4)-12](u")2+24a21 (2+v) u' +12a2(a2+12v)}
MR).
24 Eh a2 YOE)

(13.7)

W zakresie rozwigzania catki szczegOlnej nie spetniamy warunku dla

przemieszczenia w *i obrotu d “ na brzegu utwierdzonym.
» =o0)=" - "~ - cos(ul),
2Eh (13.8)

wJd, [u' =o)=d*(u =0)=~ A" +~-cos[u2).

Koncowe rozwigzanie otrzymujemy dobierajgc tak state catkowania szeregu
hipertrygonometrycznego bedacego rozwigzaniem catki ogOlnej zadania, aby tgczne

rozwigzanie:

(13.4
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spetniato warunki brzegowe na brzegu utwierdzonym.

Odpowiednie wielkosci rozwigzania catki ogolnej zostaly przedstawione
w rozdziale 7 i 9. Nie bedziemy ich ponownie przytaczac.

W przedstawionym rozwigzaniu analitycznym zaniedbano spetnienia warunku
wyzerowania sity poprzecznej na brzegu swobodnym. Wielko$¢ tej sity jest znikoma

w poréwnaniu z warto$cig tej sity na brzegu utwierdzonym i jest nieistotna z uwagi na
wymiarowanie.

13.2. Poréwnanie rozwigzania analitycznego i numerycznego

Powyzsze rozwigzanie poréwnamy z rozwigzaniem numerycznym wykonanym

dla identycznych danych. Poréwnania dokonamy na przyktadach.

Do obliczen przyjeto dane:

Modut Younga E=19.6GPa
Wspétczynnik Poissona v=1l/e

Gestos¢ materiatu 7=24.5 kN/m '
promien walca a=bm
grubos¢ powtoki 2h=0.25m

podziat na przedziaty (dla rozwigzania numerycznego)330
Obliczenia wykonano w dwoch wariantach dtugosci powtoki:
1 wariant =10m
2 wariant 1=100 M

Wyniki przedstawiono na zatgczonych wykresach (Rys. 13.2 - 13.29). Wykresy
te dla lepszej orientacji przy porownywaniu wynikéw obu metod zestawiono parami:
u gory rozwigzanie analityczne u dotu numeryczne. Na wykresach zaprezentowano
jedynie wielkosci ekstremalne na obwodzie powtoki. Nalezy je przemnozyé zgodnie ze
wzorami (10.15) do (10.20) aby otrzymaé¢ wartosci w dowolnym punkcie powtoki,
przyjmujac a=90°. W celu lepszej orientacji odpowiednie wielkosci dla powtoki o
dtugosci 10 m przedstawiono w postaci wykreséw przestrzennych. Dla powtoki o
dtugosci 100 m przedstawiono jedynie przestrzenny wykres pola przemieszczen.
Pozostate wielkoSci majg rozktad na obwodzie powtoki analogicznie jak dla powtoki o

dtugosci 10 m.
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Rozwigzanie analityczne

Rysunek 13.2. Przemieszczenia fizyczne powtoki walcowej o dtugosci 10 m, (podano

ekstremalne warto$ci)- rozwigzanie analityczne.

Rozwigzanie numeryczne

Rysunek 13.3. Przemieszczenia fizyczne powiloki walcowej o dtugosci 10 m, (podano

ekstremalne wartos$ci)-rozwigzanie numeryczne.
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Rysunek 13.4. Deformacja powtoki walcowej o dtugosci 10 m w powigkszeniu
500 krotnym.
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Rozwigzanie analityczne

Rysunek 13.6. Sily przekrojowe fizyczne powtoki walcowej o dtugosci 10 m, (podano

ekstremalne wartosci)- rozwigzanie analityczne.

Rozwigzanie numeryczne

Rysunek 13.7. Sity przekrojowe fizyczne powtoki walcowej o diugosci 10 m, (podano

ekstremalne warto$ci)-rozwigzanie numeryczne.
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Rysunek 13.8. Rozktad sity przekrojowej (potudnikowej) NJ] w powtoce walcowej

o dtugosci 10 m.
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Rysunek 13.9. Rozktad sity przekrojowej (Scinajacej) N,, w powtoce walcowej

o dtugosci 10 m.
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Rysunek 13.10. Rozktad sity przekrojowej (rownoleznikowej) N2 w powtoce walcowej

o dtugosci 10 m.
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Rozwigzanie analityczne

Rysunek 13.11. Momenty zginajace i skrecajgce fizyczne powtoki walcowej o dlugosci

10 m, (podano ekstremalne warto$ci)- rozwiazanie analityczne.

Rozwigzanie numeryczne

Rysunek 13.12. Momenty zginajace i skrecajace fizyczne powtoki walcowej o dtugosci
10 m, (podano ekstremalne wartosci)-rozwigzanie numeryczne.
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Rysunek 13.13. Rozktad momentu zginajagcego (potudnikowego) MJ] w powtoce

walcowej o dtugosci 10 m.
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Rysunek 13.14. Rozkiad momentu skrecajgcego M” w powitoce walcowej

o dtugosci 10 m.
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Rysunek 13.15. Rozktad momentu zginajacego (réwnoleznikowego) w powtoce

walcowej o dtugosci 10 m.
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Rozwigzanie analityczne
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Rysunek 13.16. Sity poprzeczne fizyczne powtoki walcowej o dtugosci 10 m, (podano
ekstremalne wartos$ci)- rozwigzanie analityczne.

Rysunek 13.17. Sity poprzeczne fizyczne powtoki walcowej o diugosci 10 m, (podano
ekstremalne wartosci)-rozwigzanie numeryczne.
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Rysunek 13.18. Rozktad sity poprzecznej (potudnikowej) w powtoce walcowej

o dtugosci 10 m.
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Rysunek 13.19 Rozktad sity poprzecznej (rownoleznikowej) QJ w powtloce walcowej

o dtugosci 10 m.
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Rozwigzanie analityczne

Rysunek 13.20. Przemieszczenia fizyczne powtoki walcowej o dtugosci 100 m, (podano

ekstremalne warto$ci)- rozwigzanie analityczne.

Rozwigzanie numeryczne

Rysunek 13.21. Przemieszczenia fizyczne powtoki walcowej o dtugosci 100 m, (podano

ekstremalne wartosci)-rozwigzanie numeryczne.
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Rysunek 13.23. Deformacja powtoki walcowej o dtugosci 100 m w powigkszeniu

20 krotnym.
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Rozwigzanie analityczne

Rysunek 13.24. Sity przekrojowe powtoki walcowej o diugosci 100 m, (podano

ekstremalne wartos$ci)- rozwigzanie analityczne.

Rozwigzanie numeryczne

Rysunek 13.25. Sity przekrojowe fizyczne powtoki walcowej o dtugosci 100 m, (podano

ekstremalne wartosci)-rozwigzanie numeryczne.
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Rozwigzanie analityczne

Rysunek 13.26. Momenty zginajace i skrecajace fizyczne powtoki walcowej o dtugosci

100 m, (podano ekstremalne wartosci)- rozwigzanie analityczne.

Rozwigzanie numeryczne

Rysunek 13.27. Momenty zginajace i skrecajgce fizyczne powtoki walcowej o dtugosci

100 m, (podano ekstremalne warto$ci)-rozwigzanie numeryczne.
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Rozw igzanie analityczne
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Rysunek 13.28. Sity poprzeczne fizyczne powtoki walcowej o dtugosci 100 m, (podano
ekstremalne wartosci)- rozwigzanie analityczne.

Rozw igzanie numeryczne

Rysunek 13.29. Sity poprzeczne fizyczne powtoki walcowej o dtugosci 100 m, (podano
ekstremalne warto$ci)-rozwigzanie numeryczne.
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Rozwazajagc wyniki rozwigzania analitycznego nalezy zwr6ci¢ uwage na fakt
uwidocznienia sie na wykresie momentéw zginajacych, wptywu na sumaryczne wartosci
momentéw umownego stanu btonowego. Uwzglednienie tych momentéw, szczegdlnie dla
powtoki o dtugosci 100 m, zwieksza bezwzgledng warto§¢ momentu zginajgcego o okoto
20% i jak tatwo zauwazyé, wpltywa na niesymetryczno$¢ tensora momentow. Fakt
powyzszy ma istotny wptyw na wymiarowanie. Wplyw momentéw stanu zgieciowego na

koricowe wartosci sit przekrojowych jest znikomy.

Porownujac wyniki obu metod trzeba zauwazy¢, dla powtoki o diugosci 10 m,
niemal idealng zgodno$¢ rozwigzania. Stwierdzi¢ tu nalezy, ze jak to wcze$niej
analizowaliSmy a priori w rozdziale 7, rozwigzanie analityczne w zakresie sit
przekrojowych i przemieszczen jest okreslone w ramach przyjetej uproszczonej teorii
z niewielkim kilkuprocentowym zawyzeniem. Momenty zginajace i sity poprzeczne
okreslone sa niemal z idealng zgodnos$cig dla obu metod. Zawyzenie wielkoSci sit
przekrojowych jest najwieksze w poblizu brzegu utwierdzonego, gdzie uwidacznia sie
istotny wptyw momentow i sit poprzecznych, na lokalng rownowage powtoki.

@] ile odpowiednie wykresy dla pierwszego wariantu sg zgodne wartoSciami
uzyskanymi droga analityczng, to drugi wariant ukazuje niestabilno$¢ rozwigzania
numerycznego. Wykresy przemieszczen, sit przekrojowych i poprzecznych oraz
momentow roznig sie od poprawnego w tym przypadku rozwigzania analitycznego,
osiggajac biad przekraczajgcy 50% ! Przede wszystkim dla rozwigzania metodg

numeryczng nie sg spetnione warunki elementarnej statyki.

13.3. Analiza przyczyn niestabilnosci rozwigzania
numerycznego

Przyczyny btednosci rozwigzania numerycznego powtok walcowych analizowane
byly juz w pracy [13], Analiza ta wykazata , ze dla wszystkich trzech réwnan tej
macierzy, mamy do czynienia z dodawaniem wielkosci matych do duzych. 1 tu

prawdopodobnie tkwi jedna z przyczyn biedu.

Okazuje sie, ze dla powtoki walcowej dochodzi do dodawania wielko$ci réznigcych sie
wielkoscig o wspdtczynnik rzedu :—*2, a wiec dla powitok cienkich liczby malej
w poréwnaniu z 1. Wynika stad konieczno$¢ operowania na liczbach bardzo duzej

precyzji. Moze sie zatem zdarzy¢ sytuacja, ze dla cienkich powtok istotne dla rozwigzania

wielkosci zostang ujete w macierzy sztywno$ci na miejscach dziesietnych ulegajgcych
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w procesie przeksztatcen numerycznych btedom zaokraglen (tak zwanych "Smieciach ).

Blizej tym zagadnieniem zajmiemy sie w przypadku powtoki katenoidalnej.

W przypadku przedstawionego <zadania o nieprawidtowosci rozwigzania
numerycznego zdecydowato, w gtéwnej mierze, zjawisko impulsowego i oscylujgcego
charakteru zaburzen brzegowych. Jak tatwo zauwazyé na wykresach przedstawiajgcych
rozwigzanie dla powtoki o diugosci 100 m zaburzenia brzegowe ograniczajg sie do
waskiego zakresu. Sprobujemy teraz rozwazy¢ problem, w jaki sposéb mozna poradzic¢
sobie z wptywem tych impulséw.

W analizie zagadnien zwigzanych rozwigzaniem numerycznym zadan z impulsami,
istotne znaczenie ma odpowiednie zageszczenie siatki dyskretnej w obszarze impulsu.

Zatem nalezy odpowiedzieé na pytanie: jak gesty powinien by¢ podziat dyskretny?

Z analizy stanu zgieciowego w powtoce wynika, ze ttumienie zachodzi na odcinku
nie dtuzszym niz jeden okres fali sinusoidy. Stad zasieg strefy stanu zgieciowego,

poréwnaj [41], znajdujemy z zaleznosci :

cor. 1=2n. (13.10)

Z rozwigzania analitycznego mozna wywnioskowa¢, ze zaburzenia brzegowe
opisywane tam catkg ogo0lng, majg charakter tlumionej oscylacji, ktérg modelujemy

funkcjami miedzy innymi postaci:
f(x) =e xcosx . (13.11)
Jednoczes$nie wiemy, ze réwnania wyjSciowe zastosowanej metody numerycznej
sg rownaniami rézniczkowymi stopnia czwartego z uwagi na sktadowga przemieszczenia
w 3. Sprébujemy przeanalizowac¢ jak gesty musi by¢é podziat w obrebie zaburzen aby
rozwigzanie numeryczne mogto by¢ poprawne z uwagi na obliczanie czwartej pochodnej.
Obliczajac iloczyn wspdtczynnikéw liczbowych (7.9) i (9.4) wystepujacych
w szeregu hipertrygonometrycznym (9.21) w przypadku powtoki walcowej otrzymujemy

nastepujace wyrazenia:

(13.12)

. (13.13)
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Dla0 0 (stan obcigzenia osiowo-symetryczny) wprowadzamy wspotczynniki obliczone
jako granica wyrazen przedstawionych powyzej:

" ' . . V2)
m" co=n'co=limm, (o =limn, co=- (13.14)
e->0 e-»0

Dla matych 0 (0 <b5) wspdtczynniki (13.14) i (13.15) sg w przyblizeniu réwne
tym, ktore zostaty obliczone dla stanu osiowo-symetrycznego (Rys. 13.37). Wobec tego

i zuwagi na prostote wzorow bedziemy dalej analizowali tylko stan osiowo-symetryczny.

-1.5

Rys. 13.37. Zaleznos$¢ wspoétczynnikéw m;co, n,co od parametru 0.
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dla osiowej symetrii otrzymujemy nastepujaca posta¢ na zasieg strefy zaburzen:

2n JZTh

Zasieg strefy zaburzen dla roznych powtok zmienia sie i przyktadowo:

dla powtoki zelbetowej v = ~' a=5.0 m, h=0.1 m:

1=4.81 m,
dla powtoki stalowej v=0.3, a=l .o m, h=0.01 m:
1=0.69 m,
Czwarta pochodna funkcji f wynosi analitycznie:
f ((x) =-4e~xcos Xx. (13.16)

Przyblizong warto$¢ numeryczng obliczamy ze znanego wzoru rachunku

réznicowego:

ADs )x« F(X-2dx)-4f(x-dx) +6f(x)-4f(x +dx) +F(x +2d><)’ (13.1))

gdzie dx jest krokiem podziatu dyskretnego.

Wyniki porownania rozwigzania analitycznego, Scistego i przyblizonego
numerycznego przedstawiono na zamieszczonych ponizej wykresach (rys. 13.32 do
13.36).
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Z pierwszego wykresu wynika, ze podziat z krokiem dx=2 jest grubo za rzadki.

Fourth deriverative for step dx= 2

Analytical

Numerical

Rysunek 13.32. Poréwnanie analitycznej i numerycznej wartosci czwartej pochodnej dla
kroku dx=2.
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Réwniez podziat z krokiem dx=1 jest daleki od doskonatosci i moze wywotywacé bledy

numeryczne dla powtok tak zwanych diugich.

Fourth deriverative for step dx= 1

Rysunek 13.33. Pordwnanie analitycznej i numerycznej wartosci czwartej pochodnej dla
kroku dx=lI.
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Dopiero podziat z krokiem dx=0.01 daje zadowalajgce rezultaty. | taki, w przyblizeniu,
krok podziatu dyskretnego mieliSmy dla powtoki o dtugosci 10 m gdzie strefa zaburzen
rozciggata sie na obszarze obejmujgcym okoto 4.8 m dtugosci powtoki.

Fourth deriverative for step dx= 0.1

Rys 13.34. Poréwnanie analitycznej i numerycznej wartosci czwartej pochodnej dla kroku
dx=0.0l.
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Z zageszczaniem podziatlu dyskretnego nalezy jednak uwazaé. Znaczne

zageszczenie podzialu prowadzi do biedéw natury numerycznej co wida¢ na

zamieszczonych ponizej wykresach.

Fourth deriverative for step dx= 0.0002

Rysunek 13.35. Pordéwnanie analitycznej i numerycznej wartosci czwartej pochodnej dla
kroku dx=0.0002.
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Dalsze zageszczanie prowadzi do tak znacznych btedow, ze zamieszczony ponizej wykres
czwartej pochodnej obliczonej numerycznie kojarzy¢ moze sie jedynie z przebiegiem

Warszawskiego Indeksu Gietdowego WIG w ostatnich miesigcach 1994 r.

Fourth deriverative for step dx= 0.0001

Rys 13.36. Porownanie analitycznej i numerycznej wartosci czwartej pochodnej dla kroku
dx=o0.0001.

Z powyzszych rozwazan nalezy wyciggnag¢ wniosek, ze przewidywany podzial na

elementy lub inny podziat dyskretny powinien spetnia¢ warunek konieczny:

dx«l (1318)
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przynajmniej w strefie zaburzen podporowych lub w miejcach przytozenia sit skupionych.
Nie jest to jednak warunek wystarczajacy o czym przekonamy sie w kolejnym przykitadzie
dla powtoki katenoidalnej.

Nalezy przy tym dodaé, ze zwiekszajagc dtugos¢ powtoki, w stosunku do zasiegu
strefy zaburzen nalezy zwieksza¢ zageszczenie siatki dyskretnej. Zageszczenie to ponadto
musi wzrasta¢ w miare wydtuzania powtoki z uwagi na odzywanie sie matych btedow
lokalnych w skali catego ustroju. Stwarza to dodatkowe problemy numeryczne, gdyz
powoduje rozrastanie sie macierzy sztywnos$ci uktadu réwnan liniowych zadania, co staje
sie naprawde istotnym problemem w przypadku zadan nieliniowych, a w ogoélnosci
takich, ktérych nie mozna sprowadzi¢ do zagadnienia przestrzennie jednowymiarowego,
jak to moglismy uczynié w tym zadaniu.

W rozwigzaniu analitycznym z kolei, zmniejszanie si¢ strefy zaburzen prowadzi
do zwiekszenia dokiadnosci obliczen. Jak powiedzieliSmy wczesniej rozwigzanie
analityczne okreslone jest z pewnym zawyzeniem. To przeszacowanie uwidacznia sie
gtownie w strefie zaburzen pochodzacych od stanu zgieciowego. Zawezenie tej strefy

odbija sie pozytywnie na doktadnosci rozwiazania catosci zadania.
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14. Porownanie rozwigzania analitycznego
I numerycznego na przykiadzie powitoki
katenoidalnej

Katenoida jest powierzchnig, ktéra powstaje w wyniku obrotu krzywej
fancuchowej opisanej rownaniem:

f(x) =a cosh

wokot osi x.

Powierzchnia ta nalezy do rodziny powierzchni minimalnych. Powtoka, ktorej
powierzchnig Ssrodkowg jest katenoida nazywamy powlokg katenoidalng. Powierzchnia

Srodkowa powtoki cechuje sie nastepujgcymi wiasnosciami geometrycznymi:

su =cosh*
\ulJ

"X
g2 =azcosh*
a

-1

a

b22=a.
Powierzchnia ta ma zerowg krzywizne $rednig oraz ujemng krzywizne Gaussa:

H=0, K=o

Podobnie jak dla przykiadu przedstawionego w poprzednim rozdziale,
rozpatrywa¢ bedziemy powiloke betonowa wychylong od pionu o 90 (wspornik). Do

obliczen przyjeto nastepujace dane:

Modut Younga E-19.6GPa,
Wspétczynnik Poissona v-l/e,

Gestos$¢ materiatu 7=24.5 kN/m ,
promien walca a_”"

grubos¢ powtoki 2h-0.2,m
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podziat na przedziaty (dla rozwigzania numerycznego)280,
Obliczenia wykonano w dwoch wariantach dtugosci powtoki:
1 wariant 1=10m u‘e (-5 m,5m) 5

2 wariant 1=20 M UL € (-10 M,10 M)

14.1 Rozwigzanie analityczne powtoki katenoidalnej

Jak wspomniano rozwigzanie analityczne w prezentowanej pracy zostato
dokonane przy wsparciu systemu Mathematica. W przedstawianym przykiadzie
zilustrujemy nieco blizej to zastosowanie, prezentujgc dla wybranych wzoréw
rozwigzania catki szczeg6lnej zadania, posta¢ wynikdw otrzymywang bezposrednio z tego
systemu komputerowego.

Sity wewnetrzne catki szczegdlnej (umownego stanu bionowego) przyjmujg
kolejno postaé¢ (w szarych polach posta¢ wzoru otrzymana z systemu Mathematica)-.

In[Z] := nil [X]
x 3 2 2 2 2 1 2 2 x
Out 2]= (g Sech[-] @1 -41x+2x -a Cosh[—] + a Cosh[---] +
a a a
21 21
> 2 al Sinh[---] - 2 a x Sinh[ D /7 @ 3
a a
gsech[-?2(l-x)2+a2 cosh{*f]~ cosh{~) +2aH~x)sinh[ * )J
N" =
4a
In[3]:= nl2[x]
X 3 21 2 x
q Sech[-] 21 -2x + a Sinh[—] - a Sinh[ D
a a a
Out[3]= -——————— +
2 a
x 3 2 2 2 21 2 2 x
> (g Sech[-] @1 -41x+2x -a Cosh[---] + a Cosh[---] +
21 21

2 al Sinht— ] - 2 a x Sinh[- 1) Tanh[-]) /7 (4 a )
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gsechsi- \\2{l-x) +& ¢jnh Ay sinh[~f]

N ,2=- +
2a

gsechs tanh»~1,2(1- x)2 +a2 cosh(*-*-cosh*— j +2a(l- x) sinh*—

4a‘
In[4]:= n22[x]

X 3 2 2 2 2 21
Out[4]= (g Sech[-] (-2 a +21 -41x +2x -a Cosh[ 1 -
a a
2 2 X 21 21 3
> a Cosh[ 1+2a1l1Sinh[-——] - 2 a x Sinh[ D /7 @ a)
a a a
gsechai—I\- 2a2+2(1- jc)* +a2 coshZ —1- cosh ) 2 a(l - x) sinh\ 2=+
(?) V3
N2 —n
4 as

Obliczajac z kolei sktadowe tensora odksztatcenia btonowego:
In[5]:= garrunall[x]

X 2 2 2 2
Out[5]= (g Cosh[-] (21 +2a ni -21 ni-41x+41nix+2Xx
a
2 2 21 2 21 2 2 x
> 2 ni x - a Cosh[---] + a ni Cosh[---] + a Cosh[----] +
a a a
2 2 x 21 21
> a ni Cosh[-—-J + 2 a 1 Sinh[-—-] - 2 a 1 ni Sinh[---—— 1 -
a a a
21 21
> 2 a x Sinkif——-] + 2 a ni x Sinh[-——])) /7 8 a e h)
a a

In[6]:= gammal2[X]

2 X 4
out[6]= (@ (@ + ni) Cosh[-] (¢
a
X 3 21 2 X
q Sech[-] 21-2x+a Sinh[—] - a Sinh[---D
a a a
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X 3 2 2 2 2 1 2 2 x
> (g Sech[-] @1 - 41 x + 2x - aCosh[] + aCosh[] +
a a a
2 1 21 X 2
> 2 al Sinh[—] - 2 a x Sinh[---]) Tanh[-]) /7 (4 a ))) /7 2 e h)
a a a

In[7]:= gamma22 [X]

X 2 2 2 2
out[7]= (@ q Cosh[-] (2 a +21 -21 nNi-41x+41nix+2Xx
a
2 2 21 2 21 2 2 x
> 2 ni x - a Cosh[--——] + a ni Cosh[] - aCosh[] -
2 2 x 21 21
> a ni Cosh[-——] + 2 a 1 Sinh[-——] - 2 a 1 ni Sinh[-—1] -
21 21
> 2 a x Sinht---] + 2 a ni x Sinh[---])) /7 (B e h)
a a

otrzymujemy po scatkowaniu i uporzagdkowaniu nastepujacy wzoOr na skladowg w

przemieszczenia:
In[21] := w2 [X]

2 2 2 2
Out[21]= (Sech[-] (48 a CI 6 h - 48 a C2ehx-30a gx +24 1 qgx

2 2 3 4 2 2 2 1
18 a ni g x -16 1q9x + 4 q X -12 a gx Cosh[ 1
4 2 x 4 2 x 2 21
9a qCosh[—] - 9a ni qCosh[---] + 24 a 1 q Xx Sinh[ 1
a El a
3 21 3

8 a q x Sinh[---])) /7 (48 a e h)
a
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sech[*]{48aE h(Ci~ C2x)-~ ¢« x2(30a2+2412- 18va2)- 16ql x3 +4q x4}

48a3 Eh
sech[?jyl2q az2x2cosh™~"j~9q a4 (1 +v)coi/j*— j+s8gax2(31- x)sinh" — ”

48a3 Eh

Nie bedziemy prezentowali dalszych wzoréw na przemieszczenia bowiem dalsze
czynnos$ci sprowadzajg sie do rézniczkowania, podstawienia do wzoru i obliczenia statych
catkowania w celu spetnienia warunkéw brzegowych. Dziatania te majg na tym etapie

charakter techniczny, prowadzg jednak do zawitych i dtugich wyrazen.

Po podstawieniu do powyzszych wzoréw odpowiednich danych, otrzymujemy dla
obu wariantéw rozwigzanie umownego stanu btonowego przedstawionego na wykresach.
Na wykresach przedstawiono, podobnie jak dla powloki walcowej prezentowanej w
poprzednim rozdziale, jedynie ekstremalne wartosci fizyczne obliczone na obwodzie
powtoki, nalezy je przemnozyé przez odpowiednie wspo6tczynniki,wzory (10.15) do
(10.20) aby otrzymaé¢ wartosci w dowolnym punkcie na obwodzie. Na rysunkach 14.3
oraz 14.6 przedstawiono w skazonej skali przestrzenny wykres pola infinitezymalnych
przemieszczen powtoki. Jak widaé, na etapie rozwigzania catki szczeg6lnej nie
spetniamy, w tym przypadku, warunkéw w zakresie zerowania sie obrotow i

przemieszczen na brzegu podpartym. Warunki te spelnimy na etapie rozwigzania caitki

og0lnej zadania.
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Rysunek 14.1. Wykres ekstremalnych wartosci sil przekrojowych umownego stanu

btonowego na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 10 m.
m

0.0025 .

0.002 -wi I-I

w2
0.0015 w3
n
0.001 ' X

0.0005

-0.0005

-0.001

4 -2 0
Displacements

Rysunek 14.2. Wykres ekstremalnych warto$ci przemieszczen w" umownego stanu
btonowego na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 10 m.
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Rysunek 14.3. Deformacja powtoki katenoidalnej o dtugosci 10 m w powiekszeniu
500 krotnym.

Otrzymane wyniki sprawdzi¢ mozna przez iterpretacje mechaniczng. Sprawdzmy
wartos¢ ekstermalnej sity stycznej w przewezeniu powtoki katenoidalnej, u = 0. Ciezar

powtoki po prawej stronie przewezenia obliczamy z cakki:

Ciezar ten w catosci przenosi w przewezeniu sita styczna, ktdrej sumaryczny rzut na o0$

pionowg obliczamy z cafki:

iN”2 asin2(u2)duz2 =n N”*2 a. (14.2)
0
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kN/m
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-200 L
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Rysunek 14.4. Wykres ekstremalnych wartosci sil przekrojowych Ny umownego stanu
btonowego na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 20 m.

m
/
/
0.15 /
/
/ /
w |
0. w2
w3
0.05
0 re-—me d m
_y
-0.05
-10 ) 0 5 10
Displacements

Rysunek 14.5. Wykres ekstremalnych wartosci przemieszczen w" umownego stanu
btonowego na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 20 m.
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Rysunek 14.6. Deformacja powtoki katenoidalnej o dtugosci 20 m w powiekszeniu
100 krotnym.

Porownujac (14.1) z (14.2) otrzymujemy:

| + (14.3)

Podstawiajgc a=5 m, q=0.2 24.5=4.9 kN/m2 oraz 1=5 m (I wariant) dostajemy wartosci
maksymalnej sity stycznej w przewezeniu réwng 68.9 kN/m, za$ dla 1=10 m (Il wariant)
warto$¢ 383.3 kN/m, czyli wielkosci identyczne z tymi jakie mozna odczytaé

odpowiednio z wykresow 14.1. i 14.4.
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14.2. Porébwnanie rozwigzania analitycznego i numerycznego

powtoki katenoidalnej.

Bazujagc na rozwigzaniu catki szczeg6lnej réwnania rozniczkowego, Kktore
przedstawiliSmy w poprzednim punkcie i uzupetniajagc je o catke ogdlng rownania
rézniczkowego, ktdérej réwnania przedstawione zostaty w rozdziale 7 i 9 - otrzymano

petne uproszczone rozwigzanie analityczne powtoki katenoidalnej wychylonej od pionu.

To samo zadanie rozwigzywane byto dla wspomnianych wczesniej przyktadow
metoda numeryczng opisang w rozdziale 11. Wyniki obu metod porownano zestawiajgc,
dla obu przyktadéw, wyniki w formie wykresow parami: u gory dla rozwigzania

analitycznego, u dotu strony dla rozwigzania numerycznego.

Okazato sie ponownie, ze rozwigzanie numeryczne daje w obu przypadkach
btedne wyniki, przy czym w rozwigzanie dla powtoki o dtugosci 10 m (I wariant) jest
niemal na granicy rozwigzania poprawnego, przynajmniej w zakresie sit przekrojowych,
cho¢ i tu dla sity N22 zauwazyé mozna widoczne rozbieznosci szczegdlnie w strefie
zaburzen brzegowych. Catkowicie rozne sg natomiast wyniki rozwigzania w zakresie

momentow i sit poprzecznych. Wyniki réznig sie nawet czterokrotnie.

@) ile dla pierwszego wariantu rozwigzania znajdowaliSmy sie dopiero na granicy
utraty stabilnosci przez rozwigzanie numeryczne to dla drugiego wyniki tego rozwigzania
sa calkowicie btedne i praktycznie nieporéwnywalne z poprawnym rozwigzaniem
analitycznym. Z wykreséw dla rozwigzania numerycznego odczytaé mozna jedynie
tendencje przebiegu sit przekrojowych, przemieszczen, natomiast momenty zginajgce

btedne sg nie tylko co do rzedu ale i znaku.
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Rysunek 14.7. Rozwigzanie analityczne. Wykres ekstremalnych wartosci sit
przekrojowych /V+« na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 10 m.

kN/m

80

60 . « -
-20 12 o« Ve .
-40

Forces Nij

Rysunek 14.8. Rozwigzanie numeryczne. Wykres ekstremalnych wartosci sil
przekrojowych N~ na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 10 m.
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Rysunek 14.9. Rozwigzanie analityczne. Wykres ekstremalnych wartosci przemieszczen

0.0015

0.001

0.0005

-0.0005
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wf, wj na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 10 m.

m
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Rysunek 14.10. Rozwigzanie numeryczne. Wykres ekstremalnych wartosci
przemieszczen w", w7 na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 10 m.
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KNmJm

Moments

Rysunek 14.11. Rozwigzanie analityczne. Wykres ekstremalnych wartosci momentow
My na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 10 m.

kKNm/m

Moments

Rysunek 14.12. Rozwigzanie numeryczne. Wykres ekstremalnych wartoSci momentow
My na obwodzie powloki katenoidalnej o dtugosci 10 m.
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Rysunek 14.13. Rozwigzanie analityczne. Wykres ekstremalnych wartosci sil
poprzecznych Q-' na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 10 m.
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Rysunek 14.14. Rozwigzanie numeryczne. Wykres ekstremalnych wartosci sit
poprzecznych Q' na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 10 m.
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Rysunek 14.15. Rozwigzanie analityczne. Wykres ekstremalnych wartosci sil
przekrojowych N~ na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 20 m.

Rysunek 14.16. Rozwigzanie numeryczne. Wykres ekstremalnych wartosci sit
przekrojowych na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 20 m.
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Rysunek 14.17. Rozwigzanie analityczne. Wykres ekstremalnych wartosci

Rysunek 14.18. Rozwigzanie numeryczne. Wykres ekstremalnych wartosci
przemieszczen w7 na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 20 m.
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Rysunek 14.19. Rozwigzanie analityczne. Wykres ekstremalnych warto$ci momentow
na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 20 m.
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Rysunek 14.20. Rozwigzanie numeryczne. Wykres ekstremalnych wartosci momentow
Mp na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugo$ci 20 m.
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Rysunek 14.21. Rozwigzanie analityczne. Wykres ekstremalnych wartosci sil
poprzecznych Q- na obwodzie powtoki katenoidalnej o dtugosci 20 m.
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Rysunek 14.22. Rozwigzanie numeryczne. Wykres ekstremalnych wartosci sit
poprzecznych na obwodzie powloki katenoidalnej o dtugosci _0 m.
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Przyczyna btednych wynikéw w tym przypadku nie tkwi na pewno w zbyt rzadkim
podziale, lub impulsowym charakterze zaburzenn brzegowych. W tym przypadku
prawdopodobnie przyczyng btednosci wynikow jest dodawanie liczb matych do duzych.
W tym celu dla powloki Kkatenoidalnej wykonana zostata nastepujgca analiza:
Zgodnie z zasadg budowy macierzy sztywnos$ci podang w rozdziale 11 utozone zostato
rownanie réznicowe dla pierwszego réwnania rozniczkowego (11.1). Fragment tego
rownania przedstawiono ponizej. Zajmijmy sie blizej wspo6tczynnikiem stojagcym przy
pierwszej z brzegu niewiadomej réwnania réznicowego wlf-1+i] (fragment réwnania
z tym wyrazem wyrozniono szarym kolorem i ramkg. W tym wspétczynniku
przeanalizujemy dwa pierwsze wyrazy (wyroznione wyttuszczeniem). Okazuje sie, ze

wyrazy te r6znig sie o wiele rzedow.

In[2]:= rir
X 2 3 X 6
2 e h Sech[-] 10 e h Sech[-J
a a
Out[2]= PI[x] + ( + -
2 2 2 2 2
dx (@ - ni ) 3a dx @ -ni )
X 2 X 3 X 6 X
2 e h Sech[-] Tanh[-] 4 e h Sech[-] Tanh[-]
a a a a
> + +
2 3 2
a dx (1 - ni ) 3 a dx (1 - ni )
3 X 6 X
2 e h ni Sech[-] Tanh[-]
a a
> ) WI[-1 + i] +
3 a3 dx (1 - ni'2)
X 2 X 2 X 2 X 4
e h Sech[-] 4 e h Sech[-] e h ni Sech[-] 2 e h Sech[-]
a a a a
> G- ) o
2 2 2 2 2 2 2 2
a @ -ni) dx @ -ni ) a @ -ni) a @ -ni)
X 4 3 X 6 3 X 6
2 e h ni Sech[-] 5 e h Sech[-] 20 e h Sech[-]

a a a
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3 X 6 3 X 8 3 X 8
5 e h ni Sech[-] 10 e h Sech[-] 2 e h ni Sech[-]
a a a
> + — —
4 2 4 2 4 2
3 a (1 - ni) 3a (- ni) a (L - ni )
3 X 6 X 2 3 X 6 X 2
16 e h Sech[-] Tanh[-] 16 e h ni Sech[-] Tanh[-]
a a a a
> + —_—_—_—————— ) wil[i] +
4 2 4 2
3a (1 - ni) 3a (1 - ni)
X 2 3 X 6 X 2 X
2 e h Sech[-]10 e h Sech[-] 2 e h Sech[-] Tanh[-]
a a a a
> - F + ———
2 2 2 2 2 2
dx (1 - ni ) 3adx (1-ni) adx (l-ni)
3 X 6 X 3 X 6 X
4 e h Sech[-] Tanh[-] 2 e h ni Sech[-] Tanh[-]
a a a a
> _ ) wi[l + i] +
3 2 3 2

3 a dx (L - ni @B a dx (1 - ni )

Pomijajgc staty dla obu skladnikow dzielnik dx2 mamy do czynienia z dwiema

funkcjami:

f,(a,x,h) =2hsech®

h
f2(a,x,h)~ 10— - sech
3a

z analizy wykresow tych funkcji (rys 14.23) i (14.24) oraz przedstawionych ponizej
wyliczen dla a=5 m, x=10 m i h=10 cm, wynika, ze wielkosci te réznig sie na tyle
znacznie, ze numerycznie wptyw drugiego sktadnika znika, a jest on istotny dla
witasciwego rozwigzania powtoki. Nalezy tu doda¢, ze ten maty sktadnik odpowiedzialny
jest za prawidlowe uwzglednienie momentéw zginajacych w rozwigzywanych

rownaniach.

Doda¢ nalezy, ze dodatkowo funkcje te szybko maleja w miare oddalania sie od
przewezenia katenoidy. Jest to dodatkowa przyczyna btedu, gdyz powoduje to, ze wyrazy
macierzy sztywnosci dla punktéw w poblizu przewezenia katenoidy sg znacznie wieksze

od odpowiednich wyrazow dla punktow bardziej oddalonych. Te dwie przyczyny skiadajg
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sie na btednos$¢ rozwigzania. Warto zauwazy¢, ze zjawisko dodawania matych liczb do
duzych powtarza sie w wielu aspektach w prezentowanym fragmencie réwnania.
* Definicja funkcji fl 1 2 *)

In[13]:

fl[a_,x_,h_]1=2 h Sech[x/a]A2

In[14]:

f2[a_,x_,h_]=10 hA3 Sech[x/a]A6/3/aA2;

(* Obliczenie numerycznej wartosci Tfunkcji Fl
dla a=5, x=10 i h=1/10 z dokladnoscia 30 cyfr
znaczacych *)

In[22]:= N [f1[5,10,1/10],30]

Out[22]= 0.0141301649706328931372495311722

(* Obliczenie numerycznej wartosci funkcji 12

dla a=5, x=10 1 h=1/10 z dokladnoscia 30 cyfr
znaczacych *)

In[23] := N [f2[5,10,1/10] ,30]

-8
Out[23]= 4.7020846845485415234682071558 10

(* Suma wartosci funkcji fl 1 2 %)
In[24]:= %22+%23

Out[24]= 0.01413021199147 97386226647658543
(* Proporcja wartosci funkcji FfI/f2 %)
In[25]:= %22/%23

Out[25]= 300508.5173617 9575658959814104
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Rysunek 14.24. Wykres funkcji f2
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15. Podsumowanie i wnioski

W wyniku przeprowadzonych badan poréwnawczych metod rozwigzania powtok
obrotowych, a przedstawionych na zalgczonych w pracy przykiadach, wyciggnieto

nastepujace wnioski:

1) Przedstawiona w pracy metoda uproszczona rozwigzania analitycznego powtoki, oparta
na rozdzieleniu rozwigzania na dwa etapy - catki szczeg6lnej réwnania niejednorodnego

i 0g06lnej rownania jednorodnego czastkowego ésmego rzedu - jest metodg stabilna.

2) Na etapie rozwigzania catki szczegOlnej zadanie rozwigzania uktadéw rownan
czastkowych liniowych sprowadza sie do réwnan rézniczkowych liniowych zwyczajnych
rzedu drugiego. Rownania te jak wykazano w tej pracy mogg posiada¢ zamkniete

rozwigzanie.

3) Zamkniete rozwigzanie catki szczeg6lnej otrzymano dla powtok obrotowych, ktorych
potudnik opisany jest dowolng gtadkg funkcjg majacg jawng forme zapisu dla dowolnego

antysymetrycznego obcigzenia powtoki.

4) Zamkniete rozwigzanie otrzymano rowniez dla szerokiej klasy powtok obrotowych

o dodatniej i ujemnej krzywiznie Gaussa obcigzonych dowolnie.

5) Rozwigzanie zamkniete dla przypadkdw wspomnianych wyzej otrzymano zaréwno dla

sit wewnetrznych jak i dla przemieszczen.

6) W pozostatych przypadkach pozostajg do dyspozycji stosowane do tej pory
rozwigzania przyblizone (numeryczne i analityczne) réwnan rézniczkowych drugiego
rzedu. RoOwnania drugiego rzedu wystepujgce w rozwigzaniu problemdéw powtok cienkich
sg na 0got stabilne. Przedstawione w pracy rozwigzanie zamkniete moze by¢ narzedziem

do testowania tych rozwigzan przyblizonych.
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7) Rozwigzanie catki ogdlnej stuzy w gtéwnej mierze do spetnienia brakujacych,
a niemozliwych do speilnienia na etapie rozwigzania catki szczegdlnej warunkow
brzegowych, zapewnienia ciaggtosci przemieszczen na zatamaniach powtoki lub opisu
zaburzer, wywotanych na przyklad obcigzeniem skupionym albo nieciagtym.
Rozwigzanie to opisane jest szeregami hipertrygonometrycznymi, ktére majg charakter
oscylujacy

i szybko zanikajacy. Natozenie na rozwigzanie podstawowe, czyli catke szczegdlng
spetnienia warunkéw brzegowych przez calke ogélna, powoduje powstanie
w tym rejonie znacznych momentéw i sit poprzecznych. Z uwagi na szybko zanikajacy
charakter szeregow hipertrygonometrycznych wptyw zaburzen brzegowych jest jedynie
lokalny. Mozna zatem, w ramach uproszczonej metody, spetnia¢ warunki brzegowe dla

kazdego brzegu osobno.

8) Oprécz momentéw pochodzacych z rozwigzania catki ogo6lnej zadania, w powtoce
ujawniajg sie momenty wynikajgce z zastosowania uscislonych zwigzkéw fizycznych.
Prezentowane przykiady wykazaly, ze uwzlednienie wpltywu tensora odksztalcenia
btonowego, a konkretnie tensora sit przekrojowych catki szczegélnej rozwigzania, moze
mie¢ znaczny wplyw na koncowg warto$¢ ekstremalnych momentéow oraz wywotuje
zauwazalng niesymetrycznos$¢é sumarycznego tensora momentow, co szczegdlnie ujawnia

sie dla dtugich powtok walcowych .

9) Rozwigzanie analityczne szacowane jest z pewnym nadmiarem. Nadmiar ten wynika
przede wszystkim z przyjetego, w ramach uproszczonej teorii, obcigzenia powtoki na
etapie rozwigzania catki szczegdlnej bez pomniejszenia o wplyw nieznanych w tym
stadium momentéw i sit poprzecznych. Poréwnanie rozwigzania analitycznego
z wynikami metody numerycznej potwierdzity wyniki badan analitycznych, ze to
przeszacowanie nie przekracza kilku procent nawet przy zasiegu strefy zaburzen

brzegowych na 1/3 wysokos$ci powtoki. Nalezy podkresli¢, ze przeszacowanie tego rzedu
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z punktu widzenia inzynierskiego jest zjawiskiem korzystnym. Przeszacowanie to maleje
wraz z wzglednym zmniejszaniem strefy zaburzern brzegowych, wzrasta natomiast

w przeciwnym przypadku.

10) Z poprzedniego stwierdzenia wynika wniosek, ze w przypadku naktadania sie
zaburzen brzegowych na przeciwlegte brzegi powtoki przedstawiona metoda uproszczona
moze stanowi¢ pierwsze przyblizenie, pewnego postepowania iteracyjnego,
uwzgledniajgcego wptyw sit poprzecznych oraz momentéw. Analiza tej metody moze by¢

tematem dalszych badan.

11) Poréwnanie rozwigzania analitycznego i numerycznego pozwolito stwierdzi¢, ze
oszacowanie momentéw w ramach metody analitycznej jest poprawne. Prowadzone
badania numeryczne potwierdzity poprawno$¢ otrzymanego rozwigzania, co do

jakosciowego i ilosciowego przebiegu zaburzen brzegowych.

12) W trakcie poréwnywania obu metod stwierdzono, przy pewnych zmianach
parametréw zadania utrate stabilnoSci rozwigzania zadania numerycznego opartego na

rozwigzaniu réwnan przemieszczeniowych powtoki metoda réznic skorniczonych.

13) W wyniku przeprowadzonych analiz stwierdzono, ze jedng z przyczyn btednosci
wynikéw jest oscylujacy i szybko zanikajacy charakter zaburzen brzegowych, ktéry

w pewnych okreslonych sytuacjach staje sie impulsem.

14) Stwierdzono tez fakt dodawania juz w czasie budowy macierzy sztywnosci liczb
réznigcych sie znacznie rzedem wielkosci. W efekcie braku poprawnych danych,
uwzgledniajagcych wptyw matych wielkosci jakimi sg w powlokach momenty i sity

poprzeczne, nastepuje utrata stabilnosci rozwiazania i w efekcie btednos¢ wynikow.
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15) Zasadnicza przyczyna wymienionych powyzej zjawisk wynika z niemoznosci
rozdzielenia w ramach zastosowanej przemieszczeniowej metody numerycznej
dominujgcych w rozwigzaniu sil przekrojowych od momentéw i sit poprzecznych. Z kolei
sam proces obliczeniowy sprowadza sie tu do rozwigzania numerycznego réwnan
rézniczkowych, ktérych rzad siega 4. Uzyskanie poprawnego rozwigzania tego typu
zadania nawet dla prostych przypadkow jest trudne. Wniosek ten rozciggng¢ mozna na

wiekszo$¢ metod numerycznych w wersji przemieszczeniowej.

16) Stwierdzi¢ nalezy, ze trudnosci te mogg by¢ pokonane, w niektérych przypadkach, na
drodze powiekszania zageszczenia siatki dyskretnej oraz zwiekszania precyzji obliczen.
taczy sie to ze znacznym zwiekszeniem naktadéw obliczeniowych. Doda¢ tu nalezy, ze
w ramach prowadzonych obliczen zagadnienie to udato sie sprowadzi¢ do
jednowymiarowego i dzieki temu mozna byto zastosowaé, wydawatoby sie, gesty podziat
bo okoto 300 punktow wzdtuz potudnika. W efekcie do rozwigzania pozostat uktad okoto
900 rownan liniowych. W przypadku zagadnien nieliniowych zadanie jest zawsze
dwuwymiarowe. Wtedy liczba rownan rosnie z kwadratem. Mimo stale wzrastajacej

mocy i pojemnos$ci komputerow problem ten jest wazki.

17) Nalezy zatem podsumowujgc stwierdzié, ze z uwagi na specyfike zagadnienia powtok
zwigzang ze zespoleniem w réwnaniach rownowagi duzych sit przekrojowych z matymi
wielkosciami jakimi sg momenty i sity poprzeczne podejscie w ramach proponowanej
metody analitycznej, opartej na oszacowaniu w pierwszej kolejnosci sit przekrojowych
i wywolanych nimi przemieszczer, a w drugiej momentéw i sit poprzecznych
wywotanych spetnieniem warunkow brzegowych, jest celowe, bo daje stabilne
rozwigzanie. Natomiast rozwigzanie numeryczne jest zawsze, w zwigzku z powyzszymi

faktami zagrozone utratg stabilnosci.
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18) Jak wspomniano we wstepie praca nie ma na celu podwazenia sensu prowadzenia
badan numerycznych zagadnien powitok. Celem jest jednak wskazanie na
niebezpieczenstwa bezkrytycznego zawierzania tym rozwigzaniom reklamowanym jako
Luniwersalne”. Zawierzenie to prowadzi niejednokrotnie do stwierdzen o niecelowosci
poszukiwania rozwigzan analitycznych z uwagi na uzyskanie ich drogg numeryczna.
Nalezy tu podkresli¢, ze nie ma rozwigzan i metod uniwersalnych. Kazda metoda oparta

jest na pewnych zatozeniach upraszczajacych, ktore zawezajg zakres jej stosowania.

19) Praca niniejsza prezentujgc proste w formie rozwigzanie zamkniete obcigzenia
asymetrycznego szerokiej klasy powtok dostarcza sprawne narzedzie zaréwno do
testowania metod numerycznych jak i dla praktyki inzynierskiej. Oparta jest bowiem na

stabilnym rozwigzaniu analitycznym.
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