ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1995
Seriaz. BUDOWNICTWO z. 81 Nr kol. 1292

Jadwiga JEDRZEJCZYK - KUBIK

O PEWNYM SZCZEGOLNYM ROZWIAZANIU ZADANIA TERMODYFUZJI
W CIELE LEPKOSPREZYSTYM O TRANSV RSALNEJIZOTROPII

Streszczenie. W pracy przedstawiono rozwigzanie szczeg6lne réwnan termodyfuzji lepkosprezystej.
Zadanie analizuje sie dla ciat o transwersalnej izotropii w ramach teorii quasi-statycznej. Wprowadzajac dwie
niezalezne funkcje bedace potencjatlem uogélnionych przemieszczen, zadanie sprowadza sie do rozprzezonych
réwnan teorii naprezen cieplnych.

ON THE PARTICULAR SOLUTION OF THE VISCOELASTIC THERMODIFFUSION
PROBLEM

Summary. In the paper the proposition of particular solutions of the thermodifiusion equations in the
transversely isotropic viscoelastic body is presented.
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1 WSTEP

Termodyfuzja lepkosprezysta jest opisem procesu termodynamicznego zwigzanego
z wymiang masy, pedu i energii w ciele lepkosprezystym i prowadzi do ztozonego uktadu
réwnan rézniczkowo - atkowych. Trudnos$ci zwigzane z catkowaniem tego uktadu réwnan,
szczeg6lnie w przypadku anizotropii, skfaniaja do poszukiwania prostszych uje¢
analizowanego problemu brzegowego. Jedna z takich propozycji w zakresie termosprezystosci
dla ciat transwersalno-izotropowych przedstawiono w pracach [1,5,7]. Metoda
zaproponowana w [:] sprowadza uktad trzechréwnan przemieszczeniowych zadan
termosprezystosci do rozsprzezonych réwnan teorii naprezen cieplnych.

Niniejsza praca stanowi przeniesienie tej idei na zagadnienia termodyfuzji lepko-

sprezystej.

2. ROWNANIA ZAGADNIENIA

Rozpatrzmy rdéwnania teorii naprezen cieplno-dyfyzyjnych w ciele lepkosprezystym.
W réwnaniach tych pola temperatur i koncentracji sg funkcjami znanymi, wyznaczonymi
z osobnych zadan brzegowych opisujagcych przewodzenie temperatury i przeptyw masy.
Natomiast réwnania fizyczne dla ciata lepkosprezystego, anizotropowego majg postac por.
[3,4]:

= Eijki*ded - Oy*d© - 'Ey*dc (1)

W powyzszym réwnaniu przyjeto nastepujace oznaczenia:

<y = Gy(x,t) - tensor stanu naprezenia,

£y = £y(x,1) - tensor stanu odksztatcenia,

EijKd = Eyy (1), €y= <Ey(1), 'Ey = 'Ey(t) - tensory funkcji relaksaciji,
o =O(X,1) - przyrost temperatury,

c =c((xt) - przyrost koncentracji,

x = (X[,x2,x3) - wspobtrzedne punktu,

t - zZmienna czasowa,

* - splot Stieltjesa.

Rozpatrzmy ciato o transwersalnej izotropii [¢]. Wiasnosci fizyczne takiego ciata

pozostajg niezmiennicze przy nastepujacej transformacji wspotrzednych:
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X =x1cos$ + x2sinft,
Xj =-x,sind +x2cos-d, (2.2)
Xj=x3.

Warunki (2.2) prowadzg do redukcji pél tensorowych Eyk, ,d>y,4”~. Niezerowymi beda:

Eiui(t)>Ert22(t)>Eu33(t),£22220 = Enu(t),
£2205(:)= ENI33(t), E3B3(t), E22B(t), EA3L(t) = Essza(o

lui2 (t® (E uli(tfoE 1122t ), (23)
® U (0,22 (t) =i>n(t),0 33(t),% (1), W2(t) =W,,(t), Wss(t).

Dlawygody wprowadzimy nowe oznaczenia:

Enu(t) =Cu(t), Eu2(t) =Ci2(t), Eiiss(t) =Cus(t),
E3333(0 = C33(t)» Eassss(t) = Caa(t), (2.4)
®1i(t) = b,(t), EB(0 = b2(0, Wu(t) = Di(t), W33(0 = Da(t).

Zwigzki konstytutywne (2.1) przyjma wiec postac:

au =Cli*deu + C12*de22 + CI13*de33-b 1*d © -D 1*dc,
a2=C12*del1+ C 11*de22 + C 13*de33-b 1*d0 -D 1*dc,
a33=ci3*dfil+ C 13*lde22 + C33*de33- b2*d© - D2*dc,
°23 = 2C44*d£23 ,
Ci: = 2Css*dess ,

02 = (E-II_ C12)*de 12 .

(29)

Z analizy rownan (2.5) wynika podobienstwo wptywéw cieplno-dyfuzyjnych.
Wspdtrzedne tensora naprezenia (2.5), okreslone przez wektor przemieszczenia u = u (x,t)
ui (X. t), U2 (X, t), us (x, t)) bedg wynosity:

°n = Cu*dull +C12*duzic +Cis*dusis -b 1 *d© -D:*dc,

ad =ClL*duli+Cn*du.. +Chk*duss -b~dS-D ~dc,

033 = C]a*d(U]1+Uzz)+C33*dU33—bz *d© —D2*dc ,

°23 = C44*d(u23 + usi2), (2.6)
al3= Ca4*d(U!3+ U),

°12 = ~ (Cu_ Ci2)*d(ulj2+U 24).

W powyzszym uj, = m~L.
0Xj
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Uwzgledniajac zwigzki (2.6) w rownaniach ruchu
°UJ- o
otrzymamy réwnania przemieszczeniowe w termodyfyzji lepkosprezystej:

Cii*duu!+- (Cll- Cu2)*duijzz + Ces *dUijss +- (Cli+ Cr2)*duz,ic +
+(Ci3 + Ci4)*du3B=b[*d0 1+ D[*dc 1,
Cn*dUz;zz +-4 (Cn -C 12)*dU211 +Cas*dUz2s33 +—(Cn + C1z)*dU121+

+(C]3 + Cis )*dUz 23 = b[*dO . +Di*dc. ,
C44*d (u3jn +U322) + C33*dU333 + (C I3+ C44)*d (Ui 13+U233) = b2*d© 3+ D2*dc:

Do przytoczonego uktadu réwnan nalezy dotgczyé warunki brzegowe i poczatkowe:

Ui(x,t) 3n =U|(x,t), ui(x,0)=0, xeO (2.8)

3. POTENCJALY W TRANSWERSALNO - IZOTROPOWEJ LEPKOSPRE,ZYSTOSCI
Przez wprowadzenie potencjatow

m=0;m+..m, Uj:h1*dd>~1+hz*d0A3 , m=lIl. 3.0

sprowadzimy uktad transwersalnej izotropii do uog6lnionych réwnan teorii potencjatu
w postaci:

(32
gxf 3x2

w  ktorej funkcje h:., h:, k1, k:, (ix, (= dobieramy z rozwigzania stowa-
rzyszonego uktadu réwnan. Uktad ten wynika z warunkéw sprowadzenia wyjsciowego
uktadu réwnar przemieszczeniowych transwersalnej izotropii do réwnar postaci (3.2).
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Cu*dullt + ~(Cu —Ci2)*dul22 +C44*dUj33 +

+ - (Cu +c 2)*duzsi2 +(c 13+ C44)*du313 = b!*dT !

Cli*du2j2 + —(Cn - ¢ 12)*du21+ C44*du23B+ (3.3)
+~(Cn + Ciz )*dul2i + (Ci3 + C44)*du3ZB=b"dT .

Ca4*d(u31l+ U322) + C33*dU333 + (C 13+ C44)*d(ull3+ U2i23)= b2*dT 3

W réwnaniach tych poszukiwane sg wspotrzedne wektora przemieszczen U |, u. , Us .
Wystepujace po prawej stronie uktadu (3.3) pole b,*dT,, b~dT j, b.*dTs oznacza

wpltyw pota temperatury. tatwo zauwazy¢, ze w miejsce pola temperatury mozna podstawié
kazdy z wptywow o charakterze dystorsji, ktéry posiada potencjat.

Podstawiajac przemieszczenia (3.1) okre$lone przez potencjaty 01 i 02 do réwnar (3.3)
otrzymamy:

ICj, *d<1>1, + €2,) + A (C[, - Ci2)*d(0*22 + ®22) +

+C44*d fe +iB3)+1 (C, +CL2)*d fe + )+

+(Cis + C44)*d(h**d&>B+ h.*d O *)- bt*dlj =0

r (3-4)
[c,*dfe+0”)+i(cu-C12>d(~,+$]||+

+C44*dfe +<I>y+I(Cn+CL)*d (N, +#7 )+

+(Cj3+ C44)*d(h**d 0~ 3+ h2*dDr3)- b[*d1] 2= O
{c44*d(h1*dO U+ h2* db>n ) + CA4*d (h’*dOD +h2*d®2 )+

+C33*d (h1*d<l>1s5 +h 2* >233) +

-(-(CM + Caa YN (<l + 451) + (b2 +BY2)j-b.*dT}3= O

Dalsze przeksztatcenia prowadzg do uktadu rownan:
+®:aa) + C44*d(<SN + N 5)+
+(Ciz + Csa )*d(h>*dO ss +h: Md<hzs)-b A dl] =0
[Cn*d(<Diaa + 3»ail)+C..*d(0i33+033)+
+(C13+ c44)*d(h>*d * * +h, *dd>B3) - b,*dI] =0
~ 44 *d(h**dd>iaa + h. *dO." )+ Css*d(h'*<>s: +h.*d O M) +
+(Ci3+Cic>d(0hha+4»J-b2*dT]s=0
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gdzieOom=0n+o~2 *
Roéwnania powyzsze bedg spetnione, jezeli:
¢{c,* AdOa-(oss +ha*d(Cis + Ces)]*d<s a3s -b,*d 1} - O
adz2 (36)
X{[Cis +C.s+C..*dha]*A.di»a +Css*dha*da)ax3-b . *dT} =0

a=2

Poréwnujac réwnania (3.6) i (3.2) otrzymamy nastepujgce warunki:

k“*dC, =CA+h“*dfoj+C") a=i.
ka*d(Ci3 + C44+C 44*dha) = CB*dh" a=i.:
b, A(P1+P2)*dC1l (3.7

b. = E (C38+ Cus + Cus H=dh«)*dp*
a=l

Spetnienie warunkéw (3.7) zapewnia roéwnowazno$¢ poczatkowego ukiadu réwnan
przemieszczeniowych ciata lepkosprezystego o transwersalnej izotropii z réwnaniami postaci
(3.2), w ktérych nalezy okreéli¢ funkcje ka ,P* i h“ dlaa =1.2.

Znajomos$¢ h* pozwalawyznaczy¢ ka z réwnan (3.7)! , a (3 z nastepujacego uktadu:

P“*d(hY-h a)*dC.:*dC.s =+
+b1*d(013+C4A +CAA*th)'bz*dC11 OC*y, a,y:|,2.

38)

otrzymanego z (3.7): i (3.7)4.
W celu wyznaczenia h“ obliczmy transformate Laplace'a réwnan (3.7), i (37
i wyeliminujmy z nich ka . Otrzymamy:

(i‘}jz 2+{c13 -cucmy he.. =0 (39

044(0,3 + 044)

gdzie Cjj oznacza transformate Laplace'a funkcji Cy (t), ha = ph* a p jest parametrem

transformacji.

Pierwiastki powyzszego rdwnania majg postac¢

hie =1+i[-(B +4a)+ JB(B+4a)] (310)

gdzie: a=o44(0s +C™) @ s =05 —o ,(0353.
Interesujacy jest przypadek, gdy h, =h. . Wéwczas h, = h. = I,a funkcje 0:i 0. zwigzane

sg z przemieszczeniami zaleznos$cig
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ua—" a+x3* xX—1,2 3 11)
vs =135 + X1 - wrddss
Przemieszczenie u(x,t), okre$lone wzorami (3.2), (3.8), (3.10) jest catkg szczegdlng
réwnan (2.7). Dla obszaru nieskoriczonego catka tajest rozwigzaniem ostatecznym.
Podstawiajgc  (3.1) w (2.6) i uwzgledniajgc (3.2) otrzymamy nastepujgce zwigzki
okreslajace naprezenia

(3.12)

°i.=£ (C ,,-C 1z)*d<|>j|z
i
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Abstract

In the paper a proposal of the particular solutions of the thermodiffusion equetions is
presented. The problem is analysed for the transversely isotropic viscoelastic body within the
linear and quasi-static theory. The generalized displacements potential have been introduced.
It leads the problem to the equivalent one which is based on the solution of the decoupling
equations of the thermal stresses theory.



