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NIEHARMONICZNA ANALIZA PRACY MASZYNY ASYNCHRONICZNEJ

Streszczenie. W pracy przedstawiono nowga koncepcje analizy
dziatania maszyny asynchronicznej. Klasyczng analize maszyny oparta na
rozktadzie wspotczynnikow indukcyjnosci wzajemnej w szereg
harmonicznych przestrzennych Fouriera zastgpiono analiza polegajaca na
statoodcinkowej aproksymacji wspodczynnikéw indukcyjnosci wzajemnej. W
wyniku takiego rozktadu wspétczynnikéw  indukcyjnosci  wzajemnej
doprowadzono do separacji réwnan stanu elektrycznego od réwnan stanu
mechanicznego.

NON-HARMONIC ANALYSIS OF BEHAVIOUR OF ASYNCHRONOUS MACHINE

Summary . In this paper the new method of analysis of an
asynchronous machine has been presented. The classical analysis based
on developing mutual inductance coefficients is changed for analysis
relying on piecewiese-constans approximation of mutual inductance
coefficients. In such a way separation of electrical statequations
from a mechanical state equation is obtained.

UNHARMONISCHE ANALYSE DES WIRKENS DER ASYNCHRONISCHEN MASCHINE

Zasummenfassung . In diesem Artikel wurde eineneue Methode der
Analyse der Wirkens der asynchronisehen Maschine dargestellt. Die
klassische Analyse des Wirkens der Maschine, die auf der Entwicklung
des Koeffizients der Gegeninduktivitat in raumharmonische Fourierreihe
basiert, wurde durch abschnittweise-konstanten Aproximation des
Koeffizients der Gegeninduktivitédt ersetzt. Auf diese Weise erreichte
man die Separationder elektrischen Zustandsgleichungen von der
mechanischen Zustandsgleichungen.
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1. WPROWADZENIE

Analizy stanu nieustalonego i ustalonego maszyny elektrycznej mozna
dokona¢ opierajac sie na harmonicznej analizie wspédczynnikéw indukcyjnosci
wzajemnej uzwojen stojana i wirnika. Doktadno$¢ rozwigzania zalezy wéwczas
od liczby uwzglednionych harmonicznych przestrzennych szeregu Fouriera.
Istotne znaczenie posiada poprawne rozwiniecie w szereg harmonicznych
przestrzennych Fouriera wspodczynnikéw indukcyjnosci wzajemnej uzwojenh
stojan-wirnik, zalezne tak od rozk¥adu przestrzennego przeplywéw poszcze-
g6lnych uzwojen, jak i od rozkdadu przestrzennego permeancji szczeliny
powietrznej. Przy zatozeniu réwnomiernej i gladkiej szczeliny powietrznej
zagadnienie upraszcza sie, albowiem wéwczas harmoniczne przestrzenne wspot-
czynnikéw indukcyjnosci zalezg wytacznie od harmonicznych przestrzennych
przepdywéw uzwojen stojana i wirnika. W wielu praktycznych zagadnieniach
technicznych mozliwe jest dalsze uproszczenie analizy poprzez uwzglednienie
w analizie tylko gtownej (v=p) harmonicznej przestrzennej. Pozwala to na
uzyskanie prostego i przejrzystego schematu zastepczego maszyny.

W latach szes$édziesigtych pojawity sie prace wskazujace na mozliwos¢ za-
stosowania innej - niz harmoniczna - analizy obwodéw elektrycznych. Propo-
nowana w miejsce analizy harmonicznej analiza sekwencyjna jest oparta na
funkcjach przedziatami stabych, takich jak funkcje Waisna, Rademachera,
Haara itp.

Celem niniejszej pracy jest wykazanie, ze jest mozliwe przeprowadzenie
analizy asynchronicznej maszyny elektrycznej, przy zatozeniu ze
wspodczynniki  indukcyjnosci wzajemnych -stojan-wirnik nie sa funkcjami
sinusoidalnymi badz skonczonymi sumami funkcji harmonicznych, ale funkcjami

odcinkami stadymi o nieciggtosciach 1-go rodzaju (funkcjami schodkowymi).

2. ROWNANIA STANU ELEKTRODYNAMICZNEGO MASZYNY ELEKTRYCZNEJ

Uk#ad roéwnan, opisujacych nieustalony stan elektrodynamiczny maszyny
sktada sie z réwnan stanu elektrycznego i stanu mechanicznego. Réwnania
stanu elektrycznego maszyny elektrycznej stanowig nieliniowy ukdad réwnan o
zmiennych wspotczynnikach, zas réwnanie stanu mechanicznego maszyny
elektrycznej jest rownaniem sprzezonym z ukdadem réwnan stanu elektrycznego

w spos6b nieliniowy za posrednictwem wyrazenia na moment elektromagnetyczny.
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Uk#ad réwnan maszyny asynchronicznej o -fazowym uzwojeniu stojana i

mz—fazowym uzwojeniu wirnika ma postac:
ni +m2
YW o, *L,, li v h<}vij>
i=i
i,j =1,... mt+ m2 - indeks uzwojenia fazowego,
RJ - rezystancja i-tego uzwojenia fazowego,
L(ﬁ— wspotczynnik indukcyjnosci rozproszenia i-tego uzwojenia fazowego
L Ot:const),

- wspétczynnik indukcyjnosci wzajemnej pomiedzy i-tym a J-tym
uzwojeniem Tfazowym maszyny,
u ,1 - odpowiednio chwilowa warto$¢ napiecia i pradu i-tego uzwojenia
fazowego.

Roéwnania stanu elektrycznego maszyny elektrycznej dla wszystkich (m mz)

uzwojen fazowych dogodnie jest zapisa¢ w postaci macierzowej:

U=r+ +St L+ 2)
v= LA ®
gdzie:
u. i.y- wektor napie¢, pradéw i strumieni skojarzonych maszyny,
R - diagonalna macierz rezystancji uzwojen stojana i wirnika,

L - macierz indukcyjnosci wkasnych i wzajemnych uzwojenn maszyny,
o elementach:
L =L 6. +M.
U o-i tj ij
SU- delta Kroneckera,
[= diag[ LffA] + M
lVj - macierz indukcyjnosci wzajemnych.

Stan mechaniczny maszyny opisuje nastepujace réwnanie:



70 K. Kluszczynski, D. Spatek

gdzie:
ip - kat mechaniczny obrotu wirnika maszyny,
J - moment bezwkadnosci maszyny (J = const),
T - moment mechaniczny,

T 3 moment elektromagnetyczny maszyny:

N N

1=13=1

(gdzie: N = mi+ )}
lub w notacji macierzowej:

Te (G

3. MODEL MATEMATYCZNY MASZYNY ASYNCHRONICZNEJ O WSPOLCZYNNIKACH
INDUKCYJINOSCI WZAJEMNEJ APROKSYMOWANEJ FUNKCJAMI PRZEDZIALAMI STALYMI

Wspodczynniki indukcyjnosci  wzajemnej stojan-wirnik sg okresowymi

funkcjami kata obrotu, wirnika:

Q)
dla:
i=1,...m oraz j =m1+ 1,1.., m2+m, lub
J=1,...m oraz i=m+1, ., m+m

1 1 i

W przypadku gdy maszyna elektryczna jest 2p-biegunowa, a liczba zkobkéw
na biegun i1 faze jest catkowita, to okresem zmiennosci wspétczynnikéw
indukcyjnosci wzajemnej jest kat: 2n/p.

Przyjmijmy, ze rozwazana maszyna elektryczna jest wielofazowg maszyng
asynchroniczng o gladkiej, nieuzdobkowanej i1 roéwnomiernej szczelinie
powietrznej pomiedzy stojanem i wirnikiem.

W takiej maszynie o postaci funkcji (7) decyduje rozk#ad przestrzenny
przeptywu wzdduz obwodu maszyny. W zaleznosci od przyjetego sposobu
aproksymacji rozktadu ok¥adu pradowego wzdduz podziatki zdobkowej stojana

i wirnika funkcje (7) moga mie¢ rozny charakter.
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Zwykle przyjmuje sie trzy przyblizenia:

- okdad pradowy ztobka jest staty wzdduz podziatki ztobkowej,

- ok#ad pradowy z#obka jest roztozony réwnomiernie wzdduz otwarcia ziobka,

- ok#ad pradowy zkobka jest skupiony w Srodku zdobka w postaci impulsu

Diraca.

Jezeli przyjmiemy, ze oktad pradowy ztobka jest skupiony w jego Srodku w
postaci impulsu Diraca, to wéwczas rozkdad przestrzenny przepdywu ma postac
funkcji schodkowej, a wspodczynniki indukcyjnosci wzajemnej () przyjmuja
postac¢ krzywych #tamanych skdadajacych sie 2z funkcji odcinkami liniowych.

W klasycznej analizie maszyn elektrycznych dokonuje sie dalej rozkiadu
tak okreslonych wspétczynnikéw indukcyjnosci wzajemnej w szereg harmo-
nicznych przestrzennych Fouriera, a nastepnie wyprowadza sie schemat
zastepczy maszyny przy uwzglednieniu tylko pierwszej harmonicznej takiego
rozkkadu. Oznacza to, ze klasyczny schemat zastepczy obowigzuje, przy
zatozeniu ze wspotczynniki  indukcyjnosci  wzajemnej (7) sa funkcjami
sinusoidalnie zmiennymi.

Zak6zmy, ze zamiast rozwinigcia funkcji (7) w szereg Fouriera dokonamy
jej aproksymacji za pomoca TFunkcji przedziatami stalej, ktorej wartosci
zmieniaja sie skokowo na granicach kolejnych przedziatéw (rys.l1); TFunkcja

taka moze by¢ skonczong sumg funkcji Walsha.

Rys.1. Aproksymacja wspétczynnika infukcyjnosci wzajemnej stojan-wirnik za
pomoca funkcji przedziatami statej

Fig. 1. Approximation of stator-rotor mutual inductance coefficient with the
help of piecewise-constant function
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Jezeli liczbe przedziatéw statosci Tunkcji aproksymujacej oznaczymy
przez N, to ukfad réwnan stanu elektrycznego maszyny o wspotczynnikach
okresowo zmiennych staje sie ukdadem roéwnan roézniczkowych liniowych o

wspotczynnikach statych w N kolejnych podprzedziatach, skkadajacych sie na

1/p-ta czes¢" obrotu wirnika maszyny. Katy obrotu wirnika maszyny, przy
ktérych nastepuja skokowe zmiany wartosci wspodczynnikéw indukcyjnosci
wzajemnej,  tworzg ciag ip®, ipY, <PV ..., < p zas odpowiadajace im chwile

czasowe tworzg cigg tj, t2 t ,..._,t___.

Okreslmy teraz - przy powyzszych zatozeniach - posta¢ momentu elektroma-
gnetycznego maszyny.

Zgodnie ze wzorami (B), () w przedziatach statosci wspodczynnikéw
indukcyjnosci wzajemnej moment elektromagnetyczny nie powstaje - a wiec
T = 0. W punktach skokowej zmiany (nieciagtosci) wspédczynnikéw  indukcyj-
nosci wzajemnej (7) powstaje w maszynie moment elektromagnetyczny bedacy
funkcja Diraca.

Oznacza to, ze moment elektromagnetyczny rozwijany przez maszyne jest
ciggiem funkcji Diraca o postaci:

00

(8)

gdzie:
ip - kat obrotu wirnika, przy ktérym nastepuje skokowa zmiana wartosci
wspotczynnika indukcyjnosci wzajemnej,
S(<p - ¢ - delta Diraca w punkcie 9 ,
" - wspétczynnik.
Z uwagi na to.ze w przedziatach statosci wspétczynnikéw indukcyjnosci
wzajemnej moment elektromagnetyczny jest réwny zero Te= 0, réwnanie stanu

mechanic/nego (4) upraszcza sie w tych przedziatach do postaci:

W przedziatach statosci wspédczynnikéw indukcyjnosci wzajemnej réwnania
stanu elektrycznego 1 mechanicznego ulegaja separacji i stajag sie
autonomiczne.

W wyniku przyjetej aproksymacji wspodczynnikéw indukcyjnosci  wzajemnej
stojan-wirnik rozwigzanie rownan stanu dla przedstawionego modelu maszyny
elektrycznej sprowadza sie do niezaleznego rozwigzania roéwnan stanu

elektrycznego (2) oraz réwnania stanu mechanicznego maszyny (4).
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4. ANALIZA MODELU MALSZYNY ASYNCHRONICZNEJ OPARTEGO NA FUNKCJACH
PRZEDZIALAMI STALYCH

Analize stanu nieustalonego maszyny elektrycznej na podstawie przedsta-
wionego powyzej modelu przeprowadza sie na przemian w przedziatach statosci
wspotczynnikéw  indukcyjnosci wzajemnej (wg procedury opisanej w punkcie a)
oraz w punktach nieciagtosci wspétczynnikéw indukcyjnosci wzajemnej (wg

procedury opisanej w punkcie b)

a) W przedziatach statosci wspotczynnikéw indukcyjnosci wzajemnych:
- réownania stanu elektrycznego maszyny sa ukkadem réwnan rézniczkowych
liniowych o statych wspétczynnikach,
- w maszynie nie powstaje moment elektromagnetyczny T = O,
- predkos¢ katowa maszyny zmienia sie tylko pod wpdywem momentu mecha-

nicznego Tm(rc’)wnanie ©)-

Jesli przyja¢, ze wektorem stanu jest wektor strumieni skojarzonychY

wéwczas réwnania stanu elektrycznego (@) i1 () mozna przeksztakci¢ do

nastepujacej postaci: *
(V) = A*V+U 10>
gdzie:
A=-RL
a rozwigzanie powyzszego ukdadu réwnan ma w przedziale + postac:-
t
V(t)=eA(t"tk»[V(ti) ¢ | e A(V t)*@C Xk ] 1)
%
gdzie:

tk - chwila czasowa, w ktérej nastepuje skokowa zmiana wartosci
wspodczynnikéw indukcyjnosci wzajemnej (chwila czasowa t odpo-
wiada katowi obrotu wirnika maszyny <p").

W powyzszym przedziale czasowym nastepuje zmiana predkosci kagtowej
zgodnie z réwnaniem (9). Przy zalozeniu stalej wartosci momentu mecha-
nicznego Tm predkos¢ katowa w rozpatrywanym przedziale czasu zmienia sie
wedtug zaleznosci:

u(® = u(tk) + Tm(t - )/J . @)
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b) W punktach skokowej zmiany wartosci wspodczynnikéw  indukcyjnosci
wzajemnych:

- prady w uzwojeniach fazowych ulegaja skokowej zmianie z uwagi na wa-
runek ciagtosci strumienia magnetycznego sprzezonego z poszczeg6élnymi
uzwojeniami fazowymi stojana i wirnika,

w maszynie powstaje moment elektromagnetyczny bedacy impulsem Diraca
(wzér (®)):
T(m= a" 8[vp - ),
— predkos¢ katowa maszyny ulega skokowej zmianie pod wptywem impulsu

Diraca.
Warunek ciggtosci strumienia skojarzonego:
V({(V> -Y(tk: =Y (tk) s3)

pozwala na wyznaczenie zmiany wartosci pradow uzwojeh fazowych w chwilach t

skokowej zmiany wartosci wspoétczynnikéw indukcyjnosci wzajemnych:

m k) = I(k®)-|(tk-) = [L 1(tk+)- L (¢7))

Skok wartosci pradéw fazowych maszyny w chwili ®, opisany wzorem (14),
oznacza skokowg zmiane wartosci energii magnetycznej, zmagazynowanej w

uzwojeniach maszyny:

Jm =\ Y T~ Al 15)

Ta skokowa zmiana wartosci energii magnetycznej AW w chwili czasowej t

(przy kacie obrotu wirnika <) prowadzi - zgodnie ze wzorem (5) - do
powstania momentu elektromagnetycznego majacego posta¢ impulsu Diraca:
Terk~ = " AWa5(P ~ (Pj- (16)

Wspédczynniki ak we wzorze (@) sa rowne skokowym zmianom energii

magnetycznej skojarzonej z uzwojeniami maszyny na koncach przedziatow

statosci wspétczynnikéw indukcyjnosci wzajemnej (ze znakiem minus).
Zachowanie maszyny w chwili t& (przy kacie ~ ) pod wplywem dziatkania
momentu elektromagnetycznego bedacego impulsem Diraca jest opisane

réwnaniem:

J— = - AW SGF - w ) 1
dt “ k an
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Mnozac obie strony réwnania (17) przez W i calkujac po czasie t w prze-

dziale (tk— At ,t + At) otrzymujemy (At =0):

K
tkt_At tK-i‘-_At

Joj d>— — AWm  S(<p - u dt as
T, At t, At

Ze wzgledu na to, ze lewa strona réwnosci (18) przy At =0 jest roéznica
energii kinetycznej wirnika w chwili t, za$ po prawej stronie zachodzi
t>dt = d9 (czemu towarzyszy zmiana granic catkowania: t& At>» ip - oraz
tk+ A=W+ A®k), mozemy réwnaniu (18) nada¢ ostateczng postac:

AC i uz2) = - AW 9>

Pod wptywem momentu elektromagnetycznego, bedacego impulsem Diraca,
nastepuje skokowa zmiana predkosci kgtowej. Skokowy ubytek energii
magnetycznej zmagazynowanej w uzwojeniach (-AWJ jest réwny skokowemu
przyrostowi energii kinetycznej wirnika AV:

AW = - AW (20)

gdzie:
AVF = i J 20k - | J ke(k-) (@)
AWm m s 1 T(tk+) * AKEk> (22)

W interpretacji fizykalnej oznacza to, ze cze$¢ energii magnetycznej
zmagazynowanej w uzwojeniach ulega w chwili tE przeksztalceniu w energie
kinetyczng mas wirujacych.

Z relacji (0), (1), () uzyskujemy:

w2 (tkt)-w2(tk-) = - 3 | TCLY*AI(H). €S))

Opierajac sie na opisanych powyzej procedurach a), b) mozna analizowaé
stan nieustalony maszyny w dowolnie ddugimprzedziale czasowym, analizujac
na przemian przedzialty statosci i punktynieciggtosci wartosci
wspédczynnikéw  indukcyjnosci wzajemnych.

Moment elektromagnetyczny maszyny jest ciagiem impulséw Diraca. Stru-
mienie magnetyczne skojarzone z uzwojeniami  fazowymi sa cigghymi funkcjami
czasu z nieciggdymi  pierwszymi pochodnymi w chwilach czasowych tk- Prady
fazowe uzwojen oraz predkos¢ katowa maszyny sa niecigghymi funkcjami czasu

z nieciggtosciami w chwilach czasowych t (nieciagto$¢ 1-go rodzaju).
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5. PODSUMOWANIE

W rzeczywistej maszynie elektrycznej wspétczynniki indukcyjnosci
wzajemnej stojan-wirnik nie sa funkcjami  sinusoidalnymi (badZz skonczonymi
sumami  funkcji sinusoidalnych), Jjak to zakdada sie w analizie klasycznej,
ani tez - jak to przyjeto w niniejszej pracy - fFunkcjami przedziatami
stablymi. Mozna uwaza¢, ze oba te modele sa pewnymi granicznymi przypadkami,
okreslajacymi skrajne mozliwosci zachowania sie maszyny.

Przedstawiony model, w ktérym wspédczynniki indukcyjnosci wzajemnych
aproksymowano funkcjami przedziatami statymi, jest modelem, w ktoérym
uwydatnieniu ulegaja zjawiska zwigzane z dyskretnym rozkkadem okdadu pradu w
ztobkach maszyny.

Przedstawiony model moze by¢ wykorzystany do okreslenia nowych jakoscio-
wo zjawisk wynikajacych z uztobkowania powierzchni stojana i wirnika oraz
dyskretyzacji oktadu pradowego, a ponadto do badania wpdywu, jaki ta dyskre-
tyzacja wywiera na roézne zjawiska pasozytnicze (asynchroniczne i synchro-

niczne momenty pasozytnicze, wibracje, drgania, hatas magnetyczny itp.).
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NEW APPROACH TO ANALYSIS OF ASYNCHRONOUS MACHINES

Abstract

Asynchronous machines are usually analysed under the assumption that the
distribution of magnetic field along the periphery of the air-gap Iis
sinusoidal what means that time-varying mutal inductances between stator and
rotor windings dependent on rotor angle Msrz @) (here: if - rotor angle)

can be expressed as sine functions. The more detailed results can be
obtained by employing harmonic analysis and by resolving the actual magnetic
field pattern into Fourier series.

This paper presents the new mathamatical model of asynchronous machine
determined under the assumption that the time-varying coefficients of mutal
inductances between stator and rotor windings can be approximated by
piecewiece - constant functions (the period of function M_= f(<f) can be

divided into arbitrary chosen number of intervals N - (Fig.1)). The state
equations of this model must be considered separately in open intervals in
which the mutual inductances are constant and at the boundaries of the
intervals when sudden changes of their values occur.

As regards the intervals, because of fact thatmutual inductance
coefficients do not change their values, the electromagnetic torque is all
the time equal to zero. So, the behaviour of the machine inside intervals
is described by electrical state equations with constant coefficients (0)
and by simple mechanical equation @).

It should be emphasized that in the intervals motion of a rotor depends
only on load torque Tm. Eoe- 12)

As far as the edges of iIntervals are concerned the conditions of
continuity of magnetic flux linked with stator and rotor windings must be
considered. (Exp-13)

It results from this that currents and magnetic energy stored in
windings are discribed by discontinuous functions. The rush of the values of
both current Ai and magnetic energy AWm at the edges of intervals can be

found from Egs. (14) and (15).By differentiating function of magnetic energy
Wm one obtains electromagnetic torque which can be expressed with the help

of Dirac impulse in the form (16).

This Dirac impulse of electromagnetic torque causes the sudden change of
rotor speed at the boundary of the interval.

The presented model can be used for studying pheromena connected with
discrete distribution of current layer intensity as well as with slotting
because in such a model all the effects related to discrete distribution are
considerably intensyfied.



