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NIEHARMONICZNA ANALIZA PRACY MASZYNY ASYNCHRONICZNEJ

Streszczenie. W pracy przedstawiono nową koncepcję analizy 
działania maszyny asynchronicznej. Klasyczną analizę maszyny opartą na 
rozkładzie współczynników indukcyjności wzajemnej w szereg 
harmonicznych przestrzennych Fouriera zastąpiono analizą polegającą na 
stałoodcinkowej aproksymacji współczynników indukcyjności wzajemnej. W 
wyniku takiego rozkładu współczynników indukcyjności wzajemnej 
doprowadzono do separacji równań stanu elektrycznego od równań stanu 
mechanicznego.

NON-HARMONIC ANALYSIS OF BEHAVIOUR OF ASYNCHRONOUS MACHINE

Summary. In this paper the new method of analysis of an 
asynchronous machine has been presented. The classical analysis based 
on developing mutual inductance coefficients is changed for analysis 
relying on piecewiese-constans approximation of mutual inductance 
coefficients. In such a way separation of electrical statequations 
from a mechanical state equation is obtained.

UNHARMONISCHE ANALYSE DES WIRKENS DER ASYNCHRONISCHEN MASCHINE

Zasummenfassung. In diesem Artikel wurde eine neue Methode der
Analyse der Wirkens der asynchronisehen Maschine dargestellt. Die
klassische Analyse des Wirkens der Maschine, die auf der Entwicklung 
des Koeffizients der Gegeninduktivität in raumharmonische Fourierreihe 
basiert, wurde durch abschnittweise-konstanten Aproximation des
Koeffizients der Gegeninduktivität ersetzt. Auf diese Weise erreichte 
man die Separation der elektrischen Zustandsgleichungen von der
mechanischen Zustandsgleichungen.
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1. WPROWADZENIE

Analizy stanu nieustalonego i ustalonego maszyny elektrycznej można 
dokonać opierając się na harmonicznej analizie współczynników indukcyjności 
wzajemnej uzwojeń stojana i wirnika. Dokładność rozwiązania zależy wówczas 
od liczby uwzględnionych harmonicznych przestrzennych szeregu Fouriera. 
Istotne znaczenie posiada poprawne rozwinięcie w szereg harmonicznych 
przestrzennych Fouriera współczynników indukcyjności wzajemnej uzwojeń 
stojan-wirnik, zależne tak od rozkładu przestrzennego przepływów poszcze
gólnych uzwojeń, jak i od rozkładu przestrzennego permeancji szczeliny 
powietrznej. Przy założeniu równomiernej i gładkiej szczeliny powietrznej 
zagadnienie upraszcza się, albowiem wówczas harmoniczne przestrzenne współ
czynników indukcyjności zależą wyłącznie od harmonicznych przestrzennych 
przepływów uzwojeń stojana i wirnika. W wielu praktycznych zagadnieniach 
technicznych możliwe jest dalsze uproszczenie analizy poprzez uwzględnienie 
w analizie tylko głównej (v=p) harmonicznej przestrzennej. Pozwala to na 
uzyskanie prostego i przejrzystego schematu zastępczego maszyny.

W latach sześćdziesiątych pojawiły się prace wskazujące na możliwość za
stosowania innej - niż harmoniczna - analizy obwodów elektrycznych. Propo
nowana w miejsce analizy harmonicznej analiza sekwencyjna jest oparta na 
funkcjach prżedziałami stałych, takich jak funkcje Waisna, Rademachera, 
Haara itp.

Celem niniejszej pracy jest wykazanie, że jest możliwe przeprowadzenie 
analizy asynchronicznej maszyny elektrycznej, przy założeniu że
współczynniki indukcyjności wzajemnych -stojan-wirnik nie są funkcjami 
sinusoidalnymi bądź skończonymi sumami funkcji harmonicznych, ale funkcjami 
odcinkami stałymi o nieciągłościach 1-go rodzaju (funkcjami schodkowymi).

2. RÓWNANIA STANU ELEKTRODYNAMICZNEGO MASZYNY ELEKTRYCZNEJ

Układ równań, opisujących nieustalony stan elektrodynamiczny maszyny 
składa się z równań stanu elektrycznego i stanu mechanicznego. Równania 
stanu elektrycznego maszyny elektrycznej stanowią nieliniowy układ równań o 
zmiennych współczynnikach, zaś równanie stanu mechanicznego maszyny 
elektrycznej jest równaniem sprzężonym z układem równań stanu elektrycznego 
w sposób nieliniowy za pośrednictwem wyrażenia na moment elektromagnetyczny.
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Układ równań maszyny asynchronicznej o -fazowym uzwojeniu stojana i
m -fazowym uzwojeniu wirnika ma postać:

2

ni +m2
( i )

" , ■ », * L„ , l i  V  h  < } V j >
i = i

gdzie:
i, j = 1 ,... mt+ m2> - indeks uzwojenia fazowego,

Rj - rezystancja i-tego uzwojenia fazowego,

L - współczynnik indukcyjności rozproszenia i-tego uzwojenia fazowego (Ti
(L =const), o-t

- współczynnik indukcyjności wzajemnej pomiędzy i-tym a J-tym 
uzwojeniem fazowym maszyny,

u , 1 - odpowiednio chwilowa wartość napięcia i prądu i-tego uzwojenia 
fazowego.

Równania stanu elektrycznego maszyny elektrycznej dla wszystkich (m^ mz) 
uzwojeń fazowych dogodnie jest zapisać w postaci macierzowej:

u = r* i + St (L* !) (2)

V =  L*l
gdzie:

u. i.y- wektor napięć, prądów i strumieni skojarzonych maszyny,

R - diagonalna macierz rezystancji uzwojeń stojana i wirnika,

L - macierz indukcyjności własnych i wzajemnych uzwojeń maszyny, 
o elementach:

L = L 6 + M
U  o-i t j  i j

S -  delta Kroneckera,U

[_= diag[ Lffi] + M

|yj - macierz indukcyjności wzajemnych.

Stan mechaniczny maszyny opisuje następujące równanie:

(3)
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gdzie:
ip -  kąt mechaniczny obrotu wirnika maszyny, 
J - moment bezwładności maszyny (J = const),
T - moment mechaniczny,
T J- moment elektromagnetyczny maszyny:

N N

(5)
l=lJ=l

(gdzie: N = mi+ ) 

lub w notacji macierzowej:

T =e (6 )

3. MODEL MATEMATYCZNY MASZYNY ASYNCHRONICZNEJ 0 WSPÓŁCZYNNIKACH
INDUKCYJNOŚCI WZAJEMNEJ APROKSYMOWANEJ FUNKCJAMI PRZEDZIAŁAMI STAŁYMI

Współczynniki indukcyjności wzajemnej stojan-wirnik są okresowymi 
funkcjami kąta obrotu, wirnika:

W przypadku gdy maszyna elektryczna jest 2p-biegunową, a liczba żłobków 
na biegun i fazę jest całkowita, to okresem zmienności współczynników 
indukcyjności wzajemnej jest kąt: 2 n /p .

Przyjmijmy, że rozważana maszyna elektryczna jest wielofazową maszyną 
asynchroniczną o gładkiej, nieużłobkowanej i równomiernej szczelinie 
powietrznej pomiędzy stojanem i wirnikiem.

W takiej maszynie o postaci funkcji (7) decyduje rozkład przestrzenny 
przepływu wzdłuż obwodu maszyny. W zależności od przyjętego sposobu 
aproksymacji rozkładu okładu prądowego wzdłuż podziałki żłobkowej stojana 
i wirnika funkcje (7) mogą mieć różny charakter.

(7)
dla:

i = 1 ,. . . m oraz j = m + 1 ,.., m + m ,  lub 
1 1 2

j = 1 , . . . m oraz i = m + 1 ,.., m + m 
1 1 1 2
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Zwykle przyjmuje się trzy przybliżenia:
- okład prądowy żłobka jest stały wzdłuż podziałki żłobkowej,
- okład prądowy żłobka jest rozłożony równomiernie wzdłuż otwarcia żłobka,
- okład prądowy żłobka jest skupiony w środku żłobka w postaci impulsu 
Diraca.
Jeżeli przyjmiemy, że okład prądowy żłobka jest skupiony w jego środku w 

postaci impulsu Diraca, to wówczas rozkład przestrzenny przepływu ma postać 
funkcji schodkowej, a współczynniki indukcyjności wzajemnej (7) przyjmują 
postać krzywych łamanych składających się z funkcji odcinkami liniowych.

W klasycznej analizie maszyn elektrycznych dokonuje się dalej rozkładu 
tak określonych współczynników indukcyjności wzajemnej w szereg harmo
nicznych przestrzennych Fouriera, a następnie wyprowadza się schemat 
zastępczy maszyny przy uwzględnieniu tylko pierwszej harmonicznej takiego 
rozkładu. Oznacza to, że klasyczny schemat zastępczy obowiązuje, przy 
założeniu że współczynniki indukcyjności wzajemnej (7) są funkcjami 
sinusoidalnie zmiennymi.

Załóżmy, że zamiast rozwinięcia funkcji (7) w szereg Fouriera dokonamy 
jej aproksymacji za pomocą funkcji przedziałami stałej, której wartości 
zmieniają się skokowo na granicach kolejnych przedziałów (rys.l); funkcja 
taka może być skończoną sumą funkcji Walsha.

Rys.l. Aproksymacja współczynnika infukcyjności wzajemnej stojan-wirnik za 
pomocą funkcji przedziałami stałej

Fig. 1. Approximation of stator-rotor mutual inductance coefficient with the 
help of piecewise-constant function
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Jeżeli liczbę przedziałów stałości funkcji aproksymującej oznaczymy

okresowo zmiennych staje się układem równań różniczkowych liniowych o 
współczynnikach stałych w N kolejnych podprzedziałach, składających się na 
1/p-tą część' obrotu wirnika maszyny. Kąty obrotu wirnika maszyny, przy 
których następują skokowe zmiany wartości współczynników indukcyjności 
wzajemnej, tworzą ciąg ip^, ip^, <p ,̂ ..., < p zaś odpowiadające im chwile 
czasowe tworzą ciąg tj, t2> t ,...,t....

Określmy teraz - przy powyższych założeniach - postać momentu elektroma
gnetycznego maszyny.

Zgodnie ze wzorami (5), (6 ) w przedziałach stałości współczynników
indukcyjności wzajemnej moment elektromagnetyczny nie powstaje - a więc 
T = 0. W punktach skokowej zmiany (nieciągłości) współczynników indukcyj
ności wzajemnej (7) powstaje w maszynie moment elektromagnetyczny będący 
funkcją Diraca.

Oznacza to, że moment elektromagnetyczny rozwijany przez maszynę jest 
ciągiem funkcji Diraca o postaci:

ip - kąt obrotu wirnika, przy którym następuje skokowa zmiana wartości 
współczynnika indukcyjności wzajemnej,

S(<p - <p )̂ - delta Diraca w punkcie <p ,

Z uwagi na to.że w przedziałach stałości współczynników indukcyjności 
wzajemnej moment elektromagnetyczny jest równy zero T = 0, równanie stanue
mechanic/nego (4) upraszcza się w tych przedziałach do postaci:

W przedziałach stałości współczynników indukcyjności wzajemnej równania 
stanu elektrycznego i mechanicznego ulegają separacji i stają się 
autonomiczne.

W wyniku przyjętej aproksymacji współczynników indukcyjności wzajemnej 
stojan-wirnik rozwiązanie równań stanu dla przedstawionego modelu maszyny 
elektrycznej sprowadza się do niezależnego rozwiązania równań stanu 
elektrycznego (2) oraz równania stanu mechanicznego maszyny (4).

przez N, to układ równań stanu elektrycznego maszyny o współczynnikach

00

(8 )

gdzie:

â  - współczynnik.
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4. ANALIZA MODELU MALSZYNY ASYNCHRONICZNEJ OPARTEGO NA FUNKCJACH 
PRZEDZIAŁAMI STAŁYCH

Analizę stanu nieustalonego maszyny elektrycznej na podstawie przedsta
wionego powyżej modelu przeprowadza się na przemian w przedziałach stałości 
współczynników indukcyjności wzajemnej (wg procedury opisanej w punkcie a) 
oraz w punktach nieciągłości współczynników indukcyjności wzajemnej (wg 
procedury opisanej w punkcie b)

a) W przedziałach stałości współczynników indukcyjności wzajemnych:
- równania stanu elektrycznego maszyny są układem równań różniczkowych 

liniowych o stałych współczynnikach,
- w maszynie nie powstaje moment elektromagnetyczny T = 0,
- prędkość kątowa maszyny zmienia się tylko pod wpływem momentu mecha
nicznego T (równanie (9)).m

Jeśli przyjąć, że wektorem stanu jest wektor strumieni skojarzonychY 
wówczas równania stanu elektrycznego (2) i (3) można przekształcić do 
następującej postaci: *

(V )  = A*V+ U <10>

gdzie:

A = - R*L .
a rozwiązanie powyższego układu równań ma w przedziale + postać:-

t
V(t ) = e A(t"tk)»[V(tit) ♦ | e A( V t )*(J(t )cIt ] (11)

tk
gdzie:

t - chwila czasowa, w której następuje skokowa zmiana wartości k
współczynników indukcyjności wzajemnej (chwila czasowa t odpo
wiada kątowi obrotu wirnika maszyny <p^).

W powyższym przedziale czasowym następuje zmiana prędkości kątowej 
zgodnie z równaniem (9). Przy założeniu stałej wartości momentu mecha
nicznego T prędkość kątowa w rozpatrywanym przedziale czasu zmienia sięm
według zależności:

u(t) = u(tk) + Tm(t - tk)/J . (12)
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b) W punktach skokowej zmiany wartości współczynników indukcyjności
wzajemnych:
- prądy w uzwojeniach fazowych ulegają skokowej zmianie z uwagi na wa

runek ciągłości strumienia magnetycznego sprzężonego z poszczególnymi 
uzwojeniami fazowymi stojana i wirnika,
w maszynie powstaje moment elektromagnetyczny będący impulsem Diraca 
(wzór (8)):

T_((p) = a^ 8[<p - <Pk),

— prędkość kątowa maszyny ulega skokowej zmianie pod wpływem impulsu 
Diraca.

Warunek ciągłości strumienia skojarzonego:

V ( V >  - Y ( t k+> = Y ( t k) (13)
pozwala na wyznaczenie zmiany wartości prądów uzwojeń fazowych w chwilach t 
skokowej zmiany wartości współczynników indukcyjności wzajemnych:

m k) = l(tk*)-|(tk-) = [L 1(tk+)- L (14)

Skok wartości prądów fazowych maszyny w chwili t̂ , opisany wzorem (14), 
oznacza skokową zmianę wartości energii magnetycznej, zmagazynowanej w 
uzwojeniach maszyny:

¿Wm = \ Y T* Al (15)

Ta skokowa zmiana wartości energii magnetycznej AW w chwili czasowej t 
(przy kącie obrotu wirnika <pfc) prowadzi - zgodnie ze wzorem (5) - do
powstania momentu elektromagnetycznego mającego postać impulsu Diraca:

T e ^ k ^  =  ”  AWa 5 ( 'P ~  ( P j -  ( 1 6 )

Współczynniki ak we wzorze (8) są równe skokowym zmianom energii 
magnetycznej skojarzonej z uzwojeniami maszyny na końcach przedziałów 
stałości współczynników indukcyjności wzajemnej (ze znakiem minus).

Zachowanie maszyny w chwili tfc (przy kącie ^ ) pod wpływem działania 
momentu elektromagnetycznego będącego impulsem Diraca jest opisane 
równaniem:

J —  = - AW S(<f - w ) 
dt “ k (17)
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Mnożąc obie strony równania (17) przez w i całkując po czasie t w prze
dziale (t - At ,t + At) otrzymujemy (At =* 0): k k

t łAt t +Atk . k ,k r Kr
Joj d(*> — — AWm S(<p -  u dt (18)

t -At t -Atk k
Ze względu na to, że lewa strona równości (18) przy At =* 0 jest różnicą

energii kinetycznej wirnika w chwili tfc, zaś po prawej stronie zachodzi
Ł>dt = d<p (czemu towarzyszy zmiana granic całkowania: tfc- At-» ip - oraz
t + At=* w + A® ), możemy równaniu (18) nadać ostateczną postać: k k

A( ij u 2 ) = - AW (19>
2 m

Pod wpływem momentu elektromagnetycznego, będącego impulsem Diraca, 
następuje skokowa zmiana prędkości kątowej. Skokowy ubytek energii 
magnetycznej zmagazynowanej w uzwojeniach (-AWJ jest równy skokowemu 
przyrostowi energii kinetycznej wirnika AŴ :

AW = - AWk n.
( 2 0 )

gdzie:
AWr = i J Ł>2(tk+) - l  J k>2(tk-) (21)

A W m ■ s  1 T ( Ł k + )  *  A K Ł k >  ( 2 2 )

W interpretacji fizykalnej oznacza to, że część energii magnetycznej 
zmagazynowanej w uzwojeniach ulega w chwili tfc przekształceniu w energię 
kinetyczną mas wirujących.

Z relacji (20), (21), (22) uzyskujemy:

w2(tk+)-w2(tk-) = - 3 | T(tk)*A|(tk). (23)

Opierając się na opisanych powyżej procedurach a), b) można analizować 
stan nieustalony maszyny w dowolnie długim przedziale czasowym, analizując
na przemian przedziały stałości i punkty nieciągłości wartości
współczynników indukcyjności wzajemnych.

Moment elektromagnetyczny maszyny jest ciągiem impulsów Diraca. Stru
mienie magnetyczne skojarzone z uzwojeniami fazowymi są ciągłymi funkcjami 
czasu z nieciągłymi pierwszymi pochodnymi w chwilach czasowych tk- Prądy 
fazowe uzwojeń oraz prędkość kątowa maszyny są nieciągłymi funkcjami czasu 
z nieciągłościami w chwilach czasowych t (nieciągłość 1-go rodzaju).



76 K. Kluszczyński, D. Spaiek

5. PODSUMOWANIE

W rzeczywistej maszynie elektrycznej współczynniki indukcyjności 
wzajemnej stojan-wirnik nie są funkcjami sinusoidalnymi (bądź skończonymi 
sumami funkcji sinusoidalnych), jak to zakłada się w analizie klasycznej, 
ani też - jak to przyjęto w niniejszej pracy - funkcjami przedziałami 
stałymi. Można uważać, że oba te modele są pewnymi granicznymi przypadkami, 
określającymi skrajne możliwości zachowania się maszyny.

Przedstawiony model, w którym współczynniki indukcyjności wzajemnych 
aproksymowano funkcjami przedziałami stałymi, jest modelem, w którym 
uwydatnieniu ulegają zjawiska związane z dyskretnym rozkładem okładu prądu w 
żłobkach maszyny.

Przedstawiony model może być wykorzystany do określenia nowych jakościo
wo zjawisk wynikających z użłobkowania powierzchni stojana i wirnika oraz 
dyskretyzacji okładu prądowego, a ponadto do badania wpływu, jaki ta dyskre- 
tyzacja wywiera na różne zjawiska pasożytnicze (asynchroniczne i synchro
niczne momenty pasożytnicze, wibracje, drgania, hałas magnetyczny itp.).
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NEW APPROACH TO ANALYSIS OF ASYNCHRONOUS MACHINES

A b s t r a c t

Asynchronous machines are usually analysed under the assumption that the
distribution of magnetic field along the periphery of the air-gap is
sinusoidal what means that time-varying mutal inductances between stator and
rotor windings dependent on rotor angle M = f(#>) (where: i f - rotor angle)s r
can be expressed as sine functions. The more detailed results can be
obtained by employing harmonic analysis and by resolving the actual magnetic
field pattern into Fourier series.

This paper presents the new mathamatical model of asynchronous machine
determined under the assumption that the time-varying coefficients of mutal
inductances between stator and rotor windings can be approximated by
piecewiece - constant functions (the period of function M = f (<f) can besr
divided into arbitrary chosen number of intervals N - (Fig.1)). The state 
equations of this model must be considered separately in open intervals in 
which the mutual inductances are constant and at the boundaries of the 
intervals when sudden changes of their values occur.

As regards the intervals, because of fact that mutual inductance
coefficients do not change their values, the electromagnetic torque is all 
the time equal to zero. So, the behaviour of the machine inside intervals 
is described by electrical state equations with constant coefficients (1 0) 
and by simple mechanical equation (8 ).

It should be emphasized that in the intervals motion of a rotor depends 
only on load torque T . (Exp. 12)m

As far as the edges of intervals are concerned the conditions of
continuity of magnetic flux linked with stator and rotor windings must be 
considered. (Exp.13)

It results from this that currents and magnetic energy stored in
windings are discribed by discontinuous functions. The rush of the values of 
both current Ai and magnetic energy AW at the edges of intervals can bem
found from Eqs. (14) and (15).By differentiating function of magnetic energy 
W one obtains electromagnetic torque which can be expressed with the helpm
of Dirac impulse in the form (16).

This Dirac impulse of electromagnetic torque causes the sudden change of 
rotor speed at the boundary of the interval.
The presented model can be used for studying pheromena connected with 

discrete distribution of current layer intensity as well as with slotting 
because in such a model all the effects related to discrete distribution are 
considerably intensyfied.


