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O ZASTOSOWANIU SZTUCZNEJ INTELIGENCJI DO ROZWIAZANIA
UKEADOW ROWNAN ROZNICZKOWYCH POWEOK OBROTOWYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowanie systemu Mathematica do poszukiwania droga
analityczng rozwigzania ukfadéw réwnan rézniczkowych powitok obrotowych. Zagadnienie sprowadzono,
z uzyciem tego systemu, do jednego liniowego réwnania rézniczkowego drugiego rzedu. Podano przypadki,
kiedy rozwigzanie tego réwnania okazato sie¢ mozliwe oraz przyklad zastosowania systemu Mathematica do
jego rozwigzania.

ON THE APPLICATION OF ARTIFICIAL INTELLIGENCE FOR SOLVING SYSTEMS
OF DIFFERENTIAL EQUATIONS OF SHELLS OF REVOLUTION

Summary. The paper presents application of the system Mathematica for investigation of the solution of
differential equations’ systems of shells of revolution with an analytical way. The task has been reduced, with
utilisation of the system, to one linear differential equation ofthe second order. Cases when the equation can be
solved and the example of Mathematica application for its solution have been presented.

UBER DIE VERWENDUNG DER KUNSTLICHEN INTELLIGENZ ZUR LOSUNG
DER DIFFERENTIALEN GLEICHUNGSYSTEME DER ROTATIQNSSCHALEN

Zusammenfassung. In der vorliegenden Schrift wurde eine Verwendung des Systems Mathematica
zur analitischen Erhebung der Ldsung der differentialen Gleichungssysteme der Rotationsschalen dargestellt.
Das Problem wurde, bei der Benutzung des Systems, zu einer linearen Differentialengleichung zweiter Ordnung
reduziert. Es wurden die Falle angegeben fiir welche die Lésung der Gleichung sich als mdéglich erwiesen hat,
sowie ein Beispiel der Verwendung des Systems Mathematica zur Lésung des Problems.
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1. WSTEP

W przypadku powtok obrotowych kazde ich obcigzenie mozna roztozy¢ w szereg
Fouriera wzgledem wspotrzednej mierzonej wzdtuz réwnoleznika. Pozwala to na
sprowadzenie problemu dwuwymiarowego do n zagadnien jednowymiarowych. W praktyce
mamy wiec do czynieniaz réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi zamiast czastkowymi.

Uktady tych réwnan rézniczkowych majg mimo to do$¢ zawitg posta¢ i znalazlty
dotychczas rozwigzanie jedynie dla niektérych klas powtok, jak sfera, stozek i walec.

Korzystajac z narzedzia analizy symbolicznej, jakim jest Mathematica [1], autorowi pracy
udato sie sprowadzi¢ powyzsze zagadnienie do dwdéch liniowych réwnan rézniczkowych
drugiego rzedu [2] dla sit przekrojowych i infinitezymalnych przemieszczed. W niniejszej
pracy przedstawiono dalsze uproszczenie postaci tych rGwnan do jednego réwnania i podano
szeroka klgse powtok, dla ktérej jest mozliwe uzyskanie zamknietego rozwiazania problemu.
Postepowanie zilustrowano przyktadem rozwigzania tego réwnania z uzyciem systemu

Mathematica.

2. OPIS GEOMETRYCZNY

Powierzchnia srodkowa powtoki obrotowej moze by¢ opisana réwnaniem:

@
gdzie / jest funkcjg opisujagcg potudnik. Zaktadamy, ze funkcja ta jest k-krotnie
rézniczkowalna.

Wspobtczynniki pierwszej i drugiej formy rézniczkowej tej powierzchni opisane sg

nastepujacymi wzorami:

SO
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3. UKLADY ROWNAN ROZNICZKOWYCH

Podstawowe rozwigzanie powtok [3] polega na znalezieniu tensora sit wewnetrznych
umownego stanu btonowego oraz wektora infinitezymalnych przemieszczen.
Sity wewnetrzne wyznaczy¢ mozemy dla kazdej sktadowej obciazenia po rozwiazaniu

nastepujacego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

(iu -3ZZ9")i+G S, 48Z7'2-"f-822-, H2+g,, Jg P 1=0,

{Jgn,2)-q VFn 2 +\?p 2o, )

Dla 0=0 mamy do czynienia z obcigzeniem osiowo-symetrycznym, ktérego rozwigzanie
znane jest od dawna. Nie bedziemy sie zatem tym zajmowac. Dla innych skiadowych
obcigzenia problem komplikuje sie.

Mozemy jednak wyrugowac z uktadu (8) dwie sktadowe tensora sit przekrojowych:

©

(10)
e

i doprowadzi¢ do jednego réwnania ré6zniczkowego rzedu drugiego:

o wspoétczynnikach funkcyjnych:
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Prawa strona tego réwnaniajest funkcjg sktadowych wektora obcigzenia:

p(BY)= fil'i(3g»+//’»)_p,>f+ep2+

J Sn
[1(,)2e;9,.t/...] p../,,
/ -JSn -JSn
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O»

(14)

Po wyznaczeniu sit przekrojowych okreslamy sktadowe tensora odksztatcen btonowych.

Infinitezymalne przemieszczenia wyznaczamy z uktadu réwnan rézniczkowych (15):

mJTi (VF77N))[-*1] * 3=y,
e g ris-;+r22W2,1=2yl12,
+e S2*2~b2* 3=Y22
Rugujac z tego uktadu dwie sktadowe wektora przemieszczenia (dla 0>0):

tal —S2w 'l u
%S,,

\S22U”" S22™2-1 2

w
b 22

otrzymujemy réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu:
&2,n+pf{u,)W2,1+q{u')w2=y (ul),

0 nastepujacych wspotczynnikach funkcyjnych:

AY W *

V22

(15)

(16)

(1?)

(18)

<9

(20)
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Prawa strona tego rdwnania ma postac:

»1)
FiT |
y(u') = e p—

6 22

O yu+yz

Wykonujac elementarne przeksztatcenia i podstawiajac w réwnaniu (11):

y(X)=N" ga-JFi A

r(x)=Pg32] g ,
oraz w (17):

y(x)=w2r

r(x)=ajg",

a takze przyjmujac dla uproszczenia dalszego zapisu:

=x,

otrzymujemy jedno réwnanie rézniczkowe:

y ) +y(x)@ }&&3 (X)=r(x).
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(2D

(23)

(24)

(25)

(26)

Dotychczas udato sie znalez¢ rozwigzanie tego réwnania w wielu przypadkach funkcji

opisujacej potudnik. Na przyktad jezeli:

0=1 - przypadek obcigzenia antysymetrycznego,

praktycznie

bardzo interesujacy, gdyz rozwigzanie nie zalezy od ksztattu

funkcji/, a skfadowa antysymetryczna obcigzenia ma istotny

wplyw na wielko$¢ sit wewnetrznych oraz przemieszczen

wysokich kominow.

f(x) =ax +b - walec i stozek.

W tych dwu przypadkach rozwigzame zadaniajest trywialne, gdyz réwnanie (26) sprowadza

sie do postaci:
y"(x) =r(x).
Jezeli potudnik opisany jest funkcjami

f(x) =asin(cx) +b cos(c x),

(@7)
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f(x)-a sinh(cx) +b cosh(c x),

to réwnanie rézniczkowe (26) ma stalty wspétczynnik przy y(x). Rozwiazanie jest réwniez
bardzo proste. Ponadto mozna znalez¢ rozwigzanie tego zadania, jezeli potudnik opisany jest
funkcjami:

f(x) =axn - nalezy tu na przyktad paraboloida obrotowa,

- hiperboloida obrotowa,

- elipsoida obrotowa (w tym sfera).

W tych trzech przypadkach wspétczynnik przy y(x) w réwnaniu (26) jest zmienny, ale
Mathematica potrafi znalez¢ rozwigzanie jednorodnej cze$ci tego réwnania. Znalezienie
rozwigzania réwnania niejednorodnego, gdy znamy catke o0gdlng, nie sprawia wigkszych

probleméw [4], Rozwigzanie tego zadania dla hiperboloidy podano w pracy [5],

4. PRZYKLAD

Przedstawimy przykfad rozwigzania réwnania (26) z uzyciem systemu Mathematica.
Zajmiemy sie przypadkiem powtoki, ktorej potudnik opisany jest réwnaniem:
f(x) =asin(cx) +bcos(cx),a0>1.

Ponizej przedstawiamy kolejne kroki rozwigzania.

Po pierwsze deklarujemy wspotczynnik funkcyjny rownania (26), 0 oznaczymy przez k :
In[1] := g[x_1 :=Simplify[ (kA2-1) F"[x]1/F[x]1]

Nastepnie definiujemy funkcje opisujacg potudnik:

In[2]:= f[x_]:=a Sin[c x] + b Cos[c X]

I w koricu samo réwnanie:

In[3]:= rownanie=y[x] g[x]+y""[x]==r[x1;

W tym miejscu przywotujemy pakiet rozwigzywania réwnan rézniczkowych.

In[4] := <<Calculus"DSolve*

i rozwigzujemy réwnanie:

In[5]:= DSolve[réwnanie,y[x],x]

Trwa to troche, bo tadowane sa pakiety catkowania.
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On::none: Message SeriesDaca::csa not found.
General::intinit: Loading integration packages -- please wait.

Wreszcie jest:
out[5]= {{y[x] ->

2
CLI] c Sqgrt[-1 + k ] x
> + E C[2] +
2
c Sqgrt[-1 + k ] x
E
> Integrate[
2 2
c Sqrt[-1 + k ] DSolve*t - c Sqrt[-1 + k ] x
-(E r[DSolve"t])
2
2 c Sgrt[-1 + k 1]
2 2
-(c Sqrt[-1 + k ] DSolve"t) + c Sqrt[-1 + k ] x
E r[DSolve~"t]
>
2
2 ¢ Sqrt[-1 + k ]
> {DSolve"t, O, x}1}}

Wynik wymaga pewnego uproszczenia. Uzyjemy w tym celu instrukcji podstawienia:

In[6] := %/.{c Sqrt[-1+"2] z_+c Sqrt t-1+k/2] v_->c Sqrt[-1+k”2] (z+v) ,
DSolve"t->t)

out[6]= {ty[x] ->

2
CLI] c Sqrt[-1 + k ] x
> +e C[2] +
2
c Sqrt[-1 + k ] x
E
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2
c Sgrt[-1 + k ] (£t - )
-(E red
So—— Integrate[ +
2
2 c Sgrt[-1 + k ]

2
c Sare[-1 + k ] (-t + X)
E r [t]
> . {t. 0, X313}
2
2 c Sqrt[-1 + k 1]
IN[7]:= %/.z_ r[t]+ v_ r[t]->(z+v) r[t]
out[7]= {{v[x1 ->

2
CI1] c Sqrt[-1 + k ] x
> e C[2] +
2
c Sgrt[-1 + k ] x
E
2 2
c Sqrt[-1 + k ] (t - ) c Sqgrt[-1 + k ] (-t + X
-E E
> Integrate[(-—————————————— - e )
2 2
2 c sqrt[-1 + k 1] 2 c Sqrt[-1 + k 1]
> r[t], {t, 0, x}1}}

Tapostac juz jest zadowalajgca. Zapiszemy rozwigzanie w formie bardziej czytelnej:

y(x)=C,e + C 2 + 0 1. t)
J02cVe2-fI J

Podstawiajac do tego wyrazenia odpowiednie wielkosci, otrzyma¢ mozemy analitycznie

wszystkie wielkosci rozwigzania podstawowego powtoki.
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5. WNIOSKI | UWAGI KONCOWE

Przedstawione rozwigzanie pokazuje mozliwosci otwierajgce sie obecnie na polu
dziatalno$ci badawczej. Wspomaganie komputerowe moze byé stosowane nie tylko do
obliczen numerycznych, ale takze na etapie formutowania problemu.

Dzieje sie tak dzieki rozwojowi systemow sztucznej inteligencji, jakim jest bez watpienia
system Mathematica. Narzedzie to pozwala nie tylko sformutowa¢ skomplikowane
problemy, ale takze, jak pokazano powyzej, umozliwi¢ rozwigzanie zagadniefi uwazanych do
niedawna za nierozwigzalne analitycznie.

Zagadnienia, ktore nie znalazty rozwigzan analitycznych, moga by¢ z powodzeniem
rozwigzane numerycznie w ramach systemu lub przekazane do programéw, lub systeméw
analizy numerycznej. Wyniki analizy numerycznej mogg by¢ z kolei opracowane graficznie
w ramach systemu Mathematica.

Interaktywny charakter wspétpracy z uzytkownikiem oraz doskonate walory graficzne
pozwalajg na sprawne prowadzenie przeksztatcern symbolicznych oraz wizualizacje
wynikow. Najwazniejszajest jednak duza doza pewnosci co do poprawnosci dziatan.

System Mathematica nie jest jedynym narzedziem sztucznej inteligencji pozwalajagcym na
symboliczne dziatania matematyczne w zakresie algebry, analizy matematycznej, rachunku
wariacyjnego, zagadnien stochastyki i wielu innych. Nalezy jednak do lepszych.

System ten rozwija sie¢ dynamicznie. Stanowi niewatpliwie wsparcie w rozwoju metod
teorii  mechaniki i zastosowaniach inzynierskich. Jest wykorzystywane szeroko
w renomowanych uczelniach krajéw rozwinietych jako wspomaganie edukacyjne. Nalezy

zywi¢ nadzieje, ze bedzie to mozliwe w niedalekiej przysztosci réwniez w Polsce.
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Abstract

Systems of differential equations of shells of revolution are very complicated. Thus they
were solved, up till now, only for spherical, conical and cylindrical shells.

The system of doing mathematics by computer - Mathematica has allowed to solve the
problem. It has helped to reduce the system of eqns (8) to linear differential eqn (11) and
system (15) to eqn (18). Eqns (11) and (18) has been reduced to one eqgn (26) which has
solution for wide class of shells.

The example shows how easy is to solve this eqn with Mathematica.

Mathematica as a tool of artificial intelligence can not only solve analytical and numerical
tasks but firstly can be used to formulate problems. It does it with a very high level of
reliability.



