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WELASNOSCI DYNAMICZNE ALGORYTMOW ASTROMA | KALMANA
W PROBLEMIE STEROWANIA MINIMALNO-WARIANCYJNEGO

Streszczenie. W artykule podaje sie wzory okreslajace wartosé
wariancji wyjscia obiektu CARMA regulowanego przy zastosowaniu praw
sterowania Kalmana i Astroma w chwilach 1 =0,1.2 ... gdzie i1i=0
oznacza moment rozpoczecia sterowania.

Wartos¢ ta jest przedstawiona w postaci sumy sktadowej ustalonej, jed-
nakowej dla obydwu algorytméw oraz skdadowej przejsciowej. Wyniki zilu-
strowano przykdadami .

1. WSTEP

Poprzez problem sterowania minimalno-wariancyjnego rozumie sie tu dobor
prawa sterowania minimalizujacego wariancje wyjscia obiektu o jednym wejsciu
i jednym wyjsSciu opisanego dyskretnym, liniowym i stacjonarnym modelem w
przestrzeni stanu o skorelowanych miedzy sobg zakd¥dceniach stanu i wyjscia.
Modelowi temu w opisie wejsSciowo-wyjsSciowym odpowiada model CARMA [1], [2]-

Algorytmem Kalmana nazywa sie optymalne prawo sterowania uyzskane w
przestrzeni stanu. Algorytm Astroma [1] wyprowadzony na gruncie teorii
ciggow czasowych [2] moze by¢ réwniez sformutowany w przestrzeni stanu. Jak
wykazano w [7] stanowi on graniczng, asymptotyczng postac¢ algorytmu Kalmana
przy czasie zmierzajacym do nieskonczonosci. Roéwnowaznos¢ tych dwu rdéznych
postaci algorytmu Astroma byka, przy coraz skabszych ograniczeniach,
dowodzona w pracach 13]-[71, o

W artykule zwraca sie uwage na nieréwnowaznos$é algorytméw Astrdma 1
Kalmana dla skonczonych czaséw sterowania. W szczeg6lnosci pokazuje sie, ze
wariancja wyjscia sterowanego obiektu moze by¢ przedstawiona jako suma skta-
dowej ustalonej i skkadowej przejsciowej. Skdadowa ustalona ma dla obydwu
algorytméw te samg wartos¢ podana przez Astroma. Skdadowa przejsciowa,
zmierzajaca=z uptywem czasu do zera, jest dla algorytmu Astroma zawsze

wieksza od analogicznej dla algorytmu Kalmana.
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU STEROWANIA OPTYMALNEGO

Obiekt regulacji jest okreslony rdéwnaniami:

xi+l = Axi + bui + gVi (1)
@
gdzie: i = 0,1,2 ... jest numerem kolejnej dyskretnej chwili czasu, jest

n-wymiarowym wektorem stanu, Uj- skalarnym sterowaniem, y» - skalarnym wyj-
Sciem, - skalarnym zak#dceniem; A - macierza n x n wymiarowg zas$ b,g,d sa
wektorami n-wymiarowymi .

Zaktada sie, ze parametry Markowa spedniajg zaleznosci

db =0 dAb=o0 .. d'A2y, - 0, a Aty - by * O ®
oraz, ze wartosci whkasne macierzy

F=A-gdl @
leza wewngtrz okregu jednostkowego:

1Aj P 1<1 J=12, ...n ®

Warunek poczatkowy x0 jest zmienng losowa o rozkkadzie normalnym:

E(xy) = 0, (6)
Zakdécenie jest biatym szumem gaussowskim
E(v™) = 0, @

niezaleznym od X0 ton. E(Vixo):O i=1,2.....
Wskaznik jakosci jest okreslony Jako wariancja wyjscia w chwili przesunie-

tej w stosunku do chwili biezacej i o k krokéw u przéd:

®

Oznaczmy przez y~ informacje pomiarowg dostepng w chwili i.



Wiasnosci dynamiczne algorytméw. 15
W jej skkad wchodzg aktualne i przeszlte wartosci wyjscia i sterowania:

?i = [yQ. yr eee yr v Y Vii] ®
Zadanie syntezy optymalnego algorytmu sterowania polega na znalezieniu ciggu
funkcji okreslajacych sterowanie minimalizujagce w kazdej chwili
id =0,1, ...) wskaznik (8) przy informacji Yy

u® = arg min

Jak wykazano w [7], uktadowi (@), (@ z warunkiem (3) odpowiada w opisie
wejsciowo-wyjsciowym model CARMA o opéznieniu k-

A(z 1)yl = z k B(z ~u™ + C(z 1)

gdzie z * jest operatorem op6znienia oraz

) =
A(z )-1+alzl+___+anzn

* = = n-
B(z )—b0+blzl+...+lr)nzm, m= n-k
C(z *):l+clz*+... c,zn

Warunek (5) jest réwnowazny wymaganiu, aby wielomian

det(zl - F) = C(z2) = znC(z 1) posiadat zera spekniajgce nierdéwnoscé

11 <1, j = 1.2, ... n Proces CARMA nazywa sie woéwczas odwracalnym
Odwracalno$¢ jest warunkiem koniecznym istnienia algorytmu Astroma.

Zazwyczaj wymaga sie réwniez aby obiekt byd minimalno-fazowy [1], tzn. ab
zera wielomianu B(2) = zm B(z *) lezaty wewnatrz okregu jednostkowego
Chociaz zera B(z) nie maja wpkywu na istnienie i warto$¢ wskaznika jakosé¢
to minimalno-fazowo$¢ wraz z odwracalnosciag stanowig WKW stabilnosci ukdadu
algorytmu lgstroma.

Jako wskaznik jakosci w problemie Rstroma przyjmuje sie

I = Lim = lim E<yi+k> (11
Fo b0
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3. ALGORYTMY KALHANA 1 ASTROMA

Obecnie przytoczymy w zwieztej formie wyprowadzone w [7] algorytmy
sterowania dla probleméw sformutowanych w poprzednim punkcie.

Algorytm Kalmana
Prawo sterowania minimalizujace wskaznik (@) w kazdej chwili i,
i=0,1,2 ... , dla obiektu opisanego réwnaniami (1)-(5) ma postac:

uf = ’1g—Td "?\_I 1:_’i’\T'—oxi + 1gytJ c12)

przy czym x° jest oceng stanu wyznaczong przez filtr Kalmana o réwnaniach:

0
xI+1 = xi+l/i + ki+l [yi+l " d xi+l/i]” xo/-1 = 0 (¢%))
xI+I/i = Fxi + bui +gyi as
gdzie:
FP FTd
Kt - s d"rPE F d
T FP FTddTFP FT Q ddTQ
Pi+l = FP FT - 4 , P =Q - T° @16)
< + dTFP_F d 0 ° o +dQ.d
1 0
oraz
Xi = Eyi Xi' xi/i-1 E/yl 1 x¥* Po ~ E(xi " xi)(xi X°)T @n

0o
Algorytm Astroma, minimalizujacy wskaznik (11) jest stacjonarny tzn. =
= ftyj). dla i =0,1,

u® = fg”) = arg min 1 (¢13))

Jak wykazano w [7] moze by¢ on sformubowany w przestrzeni stanu w postaci

réwnowaznej zapisowi operatorowemu [1],
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o)
Algorytm Astroma (w przestrzeni stanu)
Prawo sterowania minimalizujace wskaznik (11) dla obiektu opisanego
réwnaniami  (I)-(5) ma postac:

u® = - i- dTAkK 1 |vx1 + gyij (¢1°))
przy czym x~ jest oceng stanu wyznaczong przez filtr o réwnaniu:
Xi+l = Fxa + buk + gyl, xq =0 (20)

Uwaga
Istotna réznica miedzy algorytmem Kalmana i gstrgma polega na réwnaniu
filtru. Algorytm Astroma korzysta z filtru o postaci (20) bedacej uproszczong
wersja filtru Kalmana (13)-(17) uzyskanag po potozeniu 0. 1=0,1......
Filtr Kalmana zmierza, przy 1 -»w, do postaci (20) w zwigzku z czym w
granicy obydwa algorytmy sa réwnowazne. DIla skoriczonych czasOw sterowania
algorytmu Kalmana jest lepszy od algorytmu /c\)stroma, wymaga on jednak

dodatkowo znajomosci macierzy Qq-

4. WARJANCJA WYJSCIA UKEADOW Z ALORYTHAHI KALMANA 1 AsSTRFiMA
Gtowne wyniki pracy sformutujemy w postaci dwéch twierdzen

Twierdzenie 1
Wartos¢ wariancji wyjscia obiektu ()-(G) regulowanego za pomoca algorytmu
Kalmana (12)-(17) wynosi

Ik = dTAK_1FP FTAK 1 d + o £ 2 , i=0,1, ... ()
J=0

gdzie

eQ =1, el = d]g ........ ek j = d’TAk_zg (€73)

zas$ macierz P  jest rozwigzaniem réwnania Riccatiego
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z warunkiem poczgtkowym:

Qdd\
Po=Qo - +"J'I'8—d [¢Z))
Asymptotyczng wartoscig wskaznika jakosci "3est
1= 1in H= ok & @51

(e J=0 J

Twierdzenie 2
Wartos¢ wariancji wyjscia obiektu (1)-(5) regulowanego za pomoca algorytmu

Astréoma (19), (20) wynosi:

—_ - ~%
A= g sig K Ty 2 o K &2 i- 01, ... ey
j=0 J
gdzie macierz jest rozwiagzaniem réwnania Lapunowa
sl+tl = FS/ @n

z warunkiem poczatkowym
Sc = Q0 @

Asymptotyczna wartoscig wskaznika jakosci jest

1= 1im 1M = 2 gt &2 1)

i-o j=o

Dow6d twierdzenia 1
Jak wykazano w (7):
2
Ik = min It = E(y°+k) - 0)

gdzie

yi+tk = yitk “ yi+k GD
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jest bledem k-krokowej predykcji wyjscia zas y°+ = E|> jest oceng

wyjscia w chwili i+k na odstawie informacji biezacej w chwili

Wyjscie obiektu w chwili i+k mozna przedstawi¢ wzorem:

AT L A Ljok-i k; 1
yitk = d A xi 4 boui + A A gui + ejvitk-j €2/
Wyznaczajac z réwnania (@) =y - d-|>-<i i wstawiajac do (32) otrzymujemy
yi+k = dTAK"1(Fxi + gy.J + boU. + ejvi+tk-j (€5))
*0 STk, * s s
yitk = d A (Fxi + gyi] + boUi @D
gdyz
k-1
E,—> T e,v. ..=0, E,—+ X, =X
Vi jr J itk J" i 1 1

Zatem bkad k-krokowej predykcji wyjscia jest okreslony zaleznosci:

~0 ,T,k-Ir~o k:1

yitk = d A Fxi + ejvitk-j €

gdzie:

-0 o]
i

Xi " Xi X (36)

jest bledem oceny stanu.

Wartos¢ wskaznika Jakosci wyniesie zatem:
— ~ B PAN ~
o= aT re&ON £ 2 oK e 2 @
J=0
Jednakze, przy zastosowaniu Filtru Kalmana
AT =
ECxix1 ) = P. (33)

gdzie P Jest rozwigzaniem réwnania Riccatiego (23).
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WhasnosS¢ graniczna (25) wynika z twierdzenia Cainesa (31, zgodnie z ktorym,
przy spednieniu (B) niezaleznie od PO zachodzi :

limP =0 O (€2))

Dowéd twierdzenia 2
Podobnie jak w dowodzie twierdzenia i raoma stwierdzi¢, ze wartosé

wskaznika Jest okreslona wzorem o postaci (37). Jednakze ze wzgledu na
zastosowanie Ffiltru )520) wartos¢ kowariancji bledu filtracji bedzie inna.
Podstawvmy v =y - d X* wzynaczone z rownania (2) do (). Otrzymamy:

“@0)

co po odjeciu od (20) daje rownanie bledu oceny stanu dokonywanej przez
filtr (0):

T in @D

przy czym

“@

Jest zmienng losowg normalng o zerowej wartosci oczekiwanej 1 kowariancji:
@
Oznaczmy
@

Kowariancja wektora x» okreslonego réwnaniem (41) z warunkiem poczatkowym
(42) Jest okreslona réownaniem Lapunowa (27) z warunkiem poczatkowym (28).
Jesli wartosci whasno macierzy F leza wewnatrz okregu jednostkowego,
wowczas:

50 0. “5)
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5. PRZYKLAD LICZBOWY
Celem Ilustracji przeprowadzonych rozwazan obliczono przebiegi czasowe
wariancji wyjscia obiektu regulowanego za pomocg omawianych algorytméw.

Przyjeto model, w ktérym wektor stanu Jest k+1 wymiarowy, przy czym Kkil,
za$ macierz A 1 wektory b,g,d s3 dane w postaci:

0 1 k-1 zer

k-1 k-1
zer

dT= 10 ...01]

W konwencji teorii ciggow czasowych odpowiada temu modelowi ukdad CARMA:

-1 -2
_kb0+|bz 1+Cjz~ +C2z

y, =z 1 2 i __rf~ ZJ- V!
1+ajz° +az leajz + a2z

Obliczenia przeprowadzono dla danych liczbowych takich, ze:*®
2@ +3JZ1 + a2z'"2)= z2- 1.8z +0.81 = (z - 0.9)2

220 +Cjz"1 + c2z"2)= z2- 0.95 z ¢ 0.9025 =
= (z- 0.95eJ60 )z - 0.95e"J60 )
Wartosci liczbowe bQ, b nie posiadaja wpkywu na wartos¢ wskaznika.
Przebieg obliczen byt nastepujacy:
W trakcie N krokéw, N = 50, obliczono wariancje wyjscia ukdadu
nlesterowanego postugujac sie zaleznosciami
Qi+i = aV T+~ ggT” QN=0

E(y2) = dTQt ¢ a dla i=-N, ... 0
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Wariancja wyjscia. algorytn optynalny
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Nastepnie przyjeto Qg = Wg I wyznaczono wartosci wskaznikow k oraz IA
korzystajac ze wzoréw (21)-(24) oraz (26)-(28). Wyniki obliczen dla k = 1,
k = 5, przedstawiono kolejno na rys. 1, 2.

6. PODSUMOWANIE

W pracy podano wzory pozwalajace na obliczenie wariancji wyjscia obiektu
CARMA regulowanego za pomocg algorytméw Xstroma i Kalmana.

Wskazano na réznice tych wartosci w stanach przejsciowych.

Pokazano, ze charakter stanu przejsciowego po zastosowaniu ktéregokolwiek z
prezentowanych algorytméw jest zalezny jedynie od wielomianu C(z 1) za$ jego
udziat w wartosci wskaznika jakosci od A(z 1) oraz k.

Zamieszczony przykktad wskazuje, Ze proces przejsciowy po zastosowanu
%Igorytmu Kalmana moze by¢ wyraznie lepszy niz przy zastosowaniu algorytmy
Astroma. Wymienione czynniki winny by¢ brane pod uwage przy doborze
algorytméw sterowania dla proceséw szarzowych oraz doborze algorytméw
regulacji samonastrajajacej, ktore zmieniajac parametry regulatora pobudzaja

procesy przejsciowe.
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(MHAMHHECKHE CBOfiCTBA AJITOPHIMOB ALffiPO.MA H KAIJIBMAHA
B nPOSJIEMS MHEHMAIJIBHO -BAPHAHLLtfiilHOTO yUPAIJLEHHIi

? e 3r ue

B paOoxe nccjiejyeica jmneUnuH o06%eKi, AHCKpeTimii bo BpeMeHH
C OAHHM BLOIOAHKM CliTHajlOM X, OAHHM ynpaBlJIHDgHM BXOAOM
oahkm MeaarmHM bxoaom v . OOteKi oUHCHBaexcH ypaBHeHHeH:

yi = dTxi + v [P}

npHHRMaeTCK, hto 3aAaMe2 CHCxeMH peryjiHpoBaHHH HBjiHexcs uHHitMa—
jiH3aiiaa BapHREUHH bhxoas H3 oObeKxa:

Ji o* E Ji+kz2 Crrn)

TaxKM o0Opa3o« nojiywaeTCH 3axoH ynpaajxeHHR [7 ]s

ui = = Lft b' aa>Ak'"'l [(A-sdT) *i + o j av)

rAe oCoanawaeT oueHKy coctohhhh

Aatopktm (¢i1vy HBliflexcfl auropHTMOM KanBMaHa Tor”~a, ecnu oueHKa
coctorhhh npop.cxoAHT c¢ onxnuajibHoro jpKAbxpa (‘piiAbxpa KaiitMaHa) .
£cj'h oueujca cooxosHHa pacwHXHBaeTca wepe3 acHtsnxoxHRecKaa bha
pBALtipa, to noiiyweHHHii TaKBM oOpasow ajiropnxM cxaHOBHTca skbh-
bajjeHTHUM aljropHTMV AHTpOMa ( AOKa3BTe.>IBCTBO HaXOAHTCH B [?] ).
B paOoTe bhboahtch (popwyjiu, no3BOAABaiHe pacRaxaxb aaueueimsi bo
bpeveaH bapHRHUHH BbocoAa oObeKxa (I11) ajilh npeACTasjieHKx noBmne
a.nropm«oB. 3xa BejmHHHa uBnaeToa ooCTaBHo02 cyMwoii onpeAeaeHOE]j
0AHKaKOBoa aar oOokx ajiropKxuoB ji BpeweHHoii oocxaBHofi.
P.pKBOAHTCR nporpajuiiiA upHMep nc3BajiasgHli cpaBHKXb KauecTBa
aaropHTMoB,
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DYNAMICAL PROPERTIES OF ASTROM AND KALMAN ALGORITHMS
IN THE MINIMUM-VARIANCE CONTROL PROBLEM

Summary
In the paper a linear, discrete In the time object Is considered. It is
assumed to have single output signal y, single input-control signal u and

single Input-disturbance signal v. The object is described by the following
state equations:

n

an
The task of control system is to minimize the object’s output variance:
(1)
In such a way the following control law (7) could be obtained:
u, [(A-gd1)”™ + gy] av)

where X" 1is an estimation of the state Xj.

The algorithm (V) will be called thé Kalman algorithm if the state
estimation is calculated by an optimal filter (the Kalman filter). If the
state estimation x® is done by the asymptotic form of the filter the
algorithm obtained will become equivalent to the Astrom algorithm (the proof
is done in (7D-

In this article formulas which enable computation of the variation in the
time of object’s output variance (IIl) for both algorithms presented above
are educed. This variance is a sum of a transient part. A numerical example
is presented which serves to compare the quality of algorithms.



