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STOCHASTYCZNY PROBLEM LQ Z OGRANICZENIAMI NA WARIANCJE* ’

Streszczenie. Rozpatrzono przykładowe problemy sterowania statysty
cznie optymalnego, w układach linowych, z kwadratem wskaźnikiem jakoś
ci oraz ograniczeniem na wariancje sterowań. W przypadku statycznym 
otrzymano rozwiązania analityczne. Udowodniono, że problem dynamiczny 
sprowadza się do rozwiązania zagadnienia dwugranicznego. Wykazano, że 
uwzględnienie ograniczeń na wariancje odpowiada wprowadzaniu dodatko
wych składników do wskaźnika Jakości.

1. WSTĘP

Problemowi sterowania statystycznie optymalnego, w układach liniowych, z 
kwadratowym wskaźnikiem Jakości, poświęcona jest obszerna literatura np. [1],
[2]. Podawane algorytmy rozwiązania tego problemu znajdują zastosowanie w 
bardzo wielu praktycznych zagadnieniach. Często Jednak zdarza się sytuacja, 
gdy na występujące w układach sygnały nałożone są dodatkowo, ograniczenia. 
Uwzględnienie najczęściej występujących ograniczeń “sztywnych" prowadzi, w 
ogólnym przypadku, do nieliniowych zagadnień stochastycznego sterowania 1 
filtracji, których efektywne rozwiązanie jest bardzo trudne [3], [6].

W niniejszej pracy podaje się przykłady rozwiązywania stochastycznych 
problemów LQ w przypadku występowania ograniczeń "elastycznych" - na 
wariancje sygnałów. Przykłady podzielono na dwie -grupy - problemów 
statycznych i dynamicznych.

PracS finansowana z Programu•Badawczego RP.1.02: Teoria optymalizacji i
sterowania układami ciągłymi i procesami dyskretnymi.
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2. PROBLEMY STATYCZNE

Przy rozwiązywaniu przedstawionych przykładowych problemów statycznych 
korzysta się z następującego uogólnienia twierdzenia Kuhna-Tuckera podanego v
[4], [5].

2.1. Uogólnione twierdzenie Kuhna-Tuckera
Załóżmy, źe:

- X Jest przestrzenią wektorową, Z jest przestrzenią unormowaną zawierającą 
stożek dodatni o niepustym wnętrzu,

- f jest funkcjonałem o wartościach rzeczywistych, róźniczkowalnym w sensie 
Gateaux na X,

- różniczki Gateaux są liniowe względem przyrostów.
Przy powyższych założeniach zachodzi następujące twierdzenie:

Jeżeli funkcja f(u), u e X przyjmuje w punkcie u q. e X wartość minimalną, 
przy warunku

G(u) ^ 6, (1)

oraz uq jest regularnym punktem nierówności (1), to istnieje element z* e Z*, 
zq ł 0, dla którego lagrangian

L = f(u) + < G(u), z* > (2)o

jest stacjonarny w punkcie u q . Ponadto

< G(u ), z* > = 0 (3)o o

Uwagi: Symbol 0 oznacza element zerowy przestrzeni 2 (Z*), Z* jest
przestrzenią sprzężoną do Z, symbol nierówności oznacza relację częściowego 
porządku wprowadzaną w przestrzeni przez (wypukły) stożek dodatni. Symbol 
<v,z*> oznacza wartość (liniowego) funkcjonału z* e Z* przyjmowaną dla 
elementu v e Z. Funkcjonał L jest stacjonarny w punkcie u jeżeli jego 
różniczka Gateaux SL (x,h) = 0, dla dowolnego h. W przypadku, gdy lagrangian 
jest róźniczkowalny w sensie Frecheta warunek stacjonarności odpowiada 
warunkowi zerowania się pochodnej Frecheta.
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2.2. Przykład 1 .*

Niech x będzie n-wymiarowym wektorem losowym

X = [ x r  x2 ... xn ] (4)

którego składowe x̂ , x2 . . . xn są zmiennymi losowymi drugiego rzędu. 
Macierz wariancji elementów wektora x oznacza się przez P

E x xT = P (5)

Zadanie polega na minimalizacji funkcjonału (wskaźnika jakości),

f (u) = I = E 2 xT A u (6)

Argumentem minimalizacji - sterowaniem jest m-wymiarowy (m a n) wektor 
losowy u

u= [ Ur  V  ••• um] (7)

Zakłada się, że dopuszczalnymi sterowaniami są mierzalne funkcje składowych 
wektora x (tzn. u 6 X, X przestrzeń m-wymiarowych zmiennych losowych 
generowana przez mierzalne funkcje składowych wektora x). Dodatkowo na 
wektor u nakłada się ograniczenie wariancji

E uuT a U (8)o

tzn. macierz

G(u) = EuuT - U a 0 (9)O

ma być niedodatnio określona. U jest zadaną macierzą symetryczną dodatnioo
określoną. Przyjmuje się Jeszcze Jedno założenie, że macierz A PA Jest 
nieosobllwa.

Do rozwiązywania postawionego problemu można zastosować twierdzenie podane 
w punkcie 2.1. Użyte symbole u, X, f, G są zgodne z oznaczeniami z punktu 2.1 
W rozpatrywanym przypadku przestrz e nie 2 i Z* są przestrzeniami 
»■wymiarowych macierzy symetrycznych oraz
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< U, £2 > = tr U fi (10)

U e Z, fi e Z*. Łatwo też sprawdzić różnlczkowalność w sensie Frecheta 
funkcjonału f i odwzorowania G.

Lagrangian dla problemu minimalizacji funkcjonału f(u) z ograniczenie! 
(8) ma zatem postać:

L Cu, Q) = E 2xTAu + tr fi (EuuT - U ) ~ (11)o

gdzie fi e Z* jest symetryczną macierzą mnożników Lagrange’a. Z twierdzenia
z pktu 2. 1 wynika następujący układ warunków koniecznych osiągania minlmuu w
punkcie u , dla fi = £2 .o o

1. Nieujemna określoność macierzy £2̂:

fi ł O (12)o

2. Spełnienie ograniczenia (8)

E u  u T - U *  0 (13)o o o

3. Zerowanie się pochodnej Frecheta lagrangianu dla uq, £2q

L’u = 2ATx + 2 fi u  = 0  ‘ (14!
u=u , fi = fi 0 0o o

4. Ortogonalność G (u ) i fi : o o

tr fi (Eu uT - U ) = 0 (15)o o o o

Korzystając z powyższych czterech warunków otrzymamy rozwiązanie. Przede
wszystkim, należy zauważyć, że korzystając z (12) i (13) można wzmocnić
warunek (15) - jest on równoważny warunkowi

fi (Eu u T - U ) = 0 (16)o o o o

(Wynika to z faktu, źe ślad iloczynu dwóch, symetrycznych macierzy nieujemnie 
określonych jest równy zero wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn jest równy 
zero).



Stochastyczny problem LQ z. 227

Załóżmy, źe macierz Jest nieosobliwa. Wtedy z (14) otrzymuje sic;

Równanie (19) jest algebraicznym równaniem Riccatiego, wszystkie jego 
rozwiązania są nleosobllwe (co potwierdza przyjęte założenie). Istnieje 
dokładnie jedno dodatnio określone symetryczne rozwiązanie £2q tego równania
(8); określa ono poszukiwane prawo sterowania (17). Otrzymane rozwiązanie 
Jest jedynym rozwiązaniem układu warunków (12) - (15). Można sprawdzić, że 
spełnia ono także warunek wystarczający na minimum globalne funkcjonału [4] 
str. 301.

2.3. Przykład 2
Rozpatrzmy, podobny do opisanego w poprzednim punkcie problem 

minimalizacji funkcjonału (6j z warunkiem (8). Obecnie dysponuje się jednak 
tylko częściową informacją, tzn. dopuszczalne są sterowania należące do 
pewnej podprzestrzeni Y c X, np. podprzestrzenl generonaneJ przez mierzalne 
funkcje pewnego wektora losowego y. Przypadek taki można sprowadzić do 
poprzedniego korzystając z twierdzenia o rzucie ortogonalnym [4], tzn. 
rozkładając wektor x na sumę

ortogonalny do wszystkich elementów podprzestrzeni Y. Podstawiając (20) do 
wzoru (6) dostaje się

(17)

natomiast warunek (16) sprowadza się do

E u uT - U = 0 (18)o o o

Podstawiając (17) do (18) dostaje się

-1 T 0 A PA ao (19)

X = X + X (2 0 )

gdzie x jest rzutem ortogonalnym wektora x na podprzestrzeni Y, x Jest

f (u) = E 2 (x + x)T Au = E 2xTAu (21)

Dalej można postępować tak samo Jak'w punkcie 2.2.
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2.4. Przykład 3
Symbole x, u, X, P mają takie samo znaczenie jak w przykładzie 1 z 

punktu 2.2. Rozpatruje się problem wyznaczenia sterowania u, u e X, minimali
zującego funkcjonał (wskaźnik Jakości)

f (u) = I = E (2xT Au + uTu) (22)

przy, ograniczeniu

E u u T i U (23)o

Podobnie Jak w punkcie 2.2 zakłada się, że macierze Uq i A^PA są nieosobli- 
we. Analogicznie w punkcie 2.2 stosuje się do rozwiązania uogólnione
twierdzenie Kuhna-Tuckera. Lagrangian ma postać:

L (u, fi) = E (2xTAu + uTu) + tr (1 (EuuT - U ) (24)o

£2 jest symetryczną macierzą mnożników Lagrange’ a. Warunkiem koniecznym
osiągania minimum w punkcie uq, dla -£] = £3 jest następujący układ 
zależności:

fi a 0 (25)o

Eu UT - U rs o (26)O O o

L’u = 2ATx + 2u + 2 fi u = 0 (27)
u=u , fi = fi 0 0 0O o

tr fi (Eu uT - U ) = 0 (28)o o o o

Podobnie jak w punkcie 2.2 można stwierdzić, że z (25) i (26) wynika równo
ważność warunku (28) z warunkiem

fi„ (Eu uT - U ) = 0 (29)o o o o

Z (27) dostaje się

Uo = — (I + Qo )_1 ATX (30)
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Podstawiając (30) do (29) mamy:

a | ( i  + a  r 1 a t pa ( i  + c  ) ^  -  u I = o ( 3 1 )O O O

Na podstawie (26) zachodzi teź

-t - u0] = 0

Ci - a ) 1 atpa (i - a ) 1 - u s o (32)o o o

Aby znaleźć prawe sterowania (30) należy wyznaczyć macierz s 0 spełnia
jącą (31) i (32). Rozpatrzmy najpierw dwa przypadki szczególne:

T1. A PA - Uq i 0.. W tym przypadku, jak łatwo się przekonać, rozwiązaniem
(31), (32) jest Q = 0, tzn. żadne-z ograniczeń nie jest aktywne.

T °2. A PA — > 0. VT tym przypadku rozwiązanie jest macierzą nieosob-
liwą. Jest ona (jedynym [81) dodatnio określonym rozwiązaniem algebraicznego 
równania Riccatiego

(i + a )-1 gt pg ci + a )"x - u = o (33)O O O

TW ogólnym przyuadku macierz A PA - U jest nieokreślona. W takiejo
sytuacji poszukuje się rozwiązania w postaci

n = C Z CT (34)o o

gdzie: jest k-wymiarową, k < m macierzą symetryczną, dodatnio określoną,
C jest macierzą k x m wymiarową, taką źe

CTC = I (35)

Podstawiając (34) i (35) do wzorów (32), (33) można, po przekształceniach, 
otrzymać wzory na 1 CT.
Macierz 2^ oblicza się jako rozwiązanie algebraicznego równania Riccatiego

( 1 + 2  )_1 CTATPA C (I i  Z ) ’1 - CTU C = 0 (36)o o o

Macierz C można wybrać jako macierz zbudowaną z wektorów własnych macierzy 
T
 ̂ ~ Uq odpowiadających jej dodatnim wartościom własnym, k Jest liczbą
dodatnich wartości własnych macierzy A^PA - U . Podobnie jak w przykładzie I 
sożna sprawdzić, źe znalezione rozwiązanie spełnia warunek wystarczający [41 
str. 301.
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2.5. Uwagi
W rozpatrywanych przypadkach możliwe było uzyskanie analitycznych wzoróv 

określających prawa sterowania. Uzyskane prawa sterowania są liniowyui 
funkcjami składowych wektora x (który można uważać za wektor stanu 
rozpatrywanego układu). Macierze wzmocnień w prawach sterowania zależą w dość 
złożony sposób od macierzy wariancji P oraz ograniczeń Uq.

W przypadku dysponowania niepełną informacją, obowiązuje, jak to wynika z
(20), (21), zadada stochastycznej równoważności [1].

Na podstawie wzorów (11) i (24) można zauważyć, że uwzględnianie 
ograniczeń wariancyjnych jest równoważne wprowadzeniu dodatkowych składników 
we wzorze na wskaźnik jakości. Problem z punktu 2.2 Jest równoważny 
problemowi bez ograniczeń, ze wskaźnikiem jakości danym przez

I = E (2xTAu + uTn u) (37)o

Podobnie problem z punktu 2.4 jest równoważny problemowi bez ograniczeń, ze 
wskaźnikiem

I = E (2xTAu + uT(I + 0 ) u ) (38)o

3. PROBLEM DYNAMICZNY

Wykorzystując podane w punkcie 2.4 rozwiązanie problemu statycznego, można 
stosując metodę programowania dynamicznego, podać algorytm rozwiązania 
przykładowego problemu dynamicznego. Istotne znaczenie, przy rozwiązywaniu na 
liniowość otrzymanego prawa sterowania (30).

Rozpatruje się przykładowy problem minimalizacji wariancji wyjścia w 
jednowejściowym, jednowyjściowym dyskretnym, liniowym układzie dynamicznym 
opisanym równaniami:

x . = Ax +bu + g e  (39)n+1 n n n n

z = d^x + e (40)n n n

W równaniach (39), (40) xr jest n-wymiarowym wektorem stanu, u - skalarnym
sterowaniem, z^ - skalarnym sygnałem wejściowym, en - skalarnym zakłócenie».
Macierz A oraz wektory b, gn> d mają wymiary odpowiadające wymiaroa
sygnałów. Zakłada się, że e^ Jest białym szumem
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E e e, = 6 , e , (41)n k nk n

ponadto

E X e. = 0 (42)o k

Macierz wariancji stanu xq wynosi

Ex xT = P - (43)o o o

Przyjmuje się także, dla uproszczenia, źe obiekt nie wprowadza opóźnienia, 
tzn. [9]

dTb *  0 (44)

Wskaźnik jakości, który ma być minimalizowany, dany jest przez 
N-l

1 = E zn (45)
n=0

Dopuszczalne sterowania są funkcjami poprzednich wektorów stanu oraz zakłóceń 
tzn.

u = u (x , e , e, . .. x , e ) (46)n n o o 1 n n

Dodatkowo nakłada się ograniczenie na wariancję sterowania w każdej chwili:

Eu2 s K (47)n n

Rozwiązanie postawionego problemu można przeprowadzić metodą programowania 
dynamicznego. Oznaczmy:
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Załóżmy, źe dla strategii optymalnej

I , = E xT . S x , + r  .,. dla n=0 . .. N-l (50)n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

gdzie jest macierzą n x m wymiarową, a 3'n+  ̂ wielkością skalarną.
Rozwiązując równanie Bellmana

I = min (E z2 + I ,) (51)n _ n n+1
u , Eu s K n n n

sprawdza się prawdziwość założenia (50) i wyznacza się ciąg macierzy (Ŝ h
Podstawiając (39) i (40) do równania (51) oraz korzystając z rozważań z
punktu 2 dostaje się

I = min E
n 2 u ,Eu s K n n n

[ T 2 T 1(d x +e ) + (Ax +bu +g e ) S , (Ax +bu +g e ) n n n n sn n n+1 n n 6n n J

[ T 2 T 2(d x +e ) + (Ax +bu +g e ) S , (Ax +bu +g e )+ A (u -k n n n n sn n n+1 n n 6n n n n n

(52)

-o

gdzie A^ £ 0 jest mnożnikiem Lagrange’ a. Aby rozwiązać powyższy problea 
minimalizacji (wyznaczyć U° 1 A°) musimy założyć znajomość macierzy
wariancji wektora x̂ :

P = Ex xT (53)n n n

Korzystając z wyniku z punktu 2.4 - dla skalarnego przypadku, można po 
przekształceniach otrzymać następujące wzory:
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(57)

(58)

(59)

Macierze powinny być wyliczane przez iteracje równania Rlccatiego
(58), dla n = N-l, N-2, ... 0, przy

Dla wyliczania kolejnych Iteracji konieczna jest jednak znajomość wartości 
mnożników A°, do obliczenia których potrzebne są macierze Qn> PR- 
Macierze te wzynacza się przez iteracje równania Lapunowa:

dla n = 0,1 ... N-l
Zależności (54) - (62) tworzą problem dwugraniczny. Warunki początkowe dla 

równania Rlccatiego (58) , są dane przy n = N, natomiast dla równania 
Lapunowa (61), (62) - przy ■ n = 0.
A zatem dla rozwiązania postawionego problemu konieczne jest rozwiązanie 
problemu dwugranicznego (54) - (62).

Otrzymane prawa sterowania są liniowe względem sygnałów *n i en- 
wyznaczania wektorów wzmocnień kQ, k^ ... • konieczne Jest rozwiązanie
dość złożonego problemu dwugranicznego.

Problem sterowania z ograniczeniami na wariancje (47) jest równoważny 
problemowi bez ograniczeń, ze wskaźnikiem jakości

(61)

P = (I - bk*) Q (I - b k V  n+1 n n n
(62)

3.1. Uwagi

N-l
(63)

n=0
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4. PODSUMOWANIE

Wydaje się, że w niektórych przypadkach, ograniczenia na wariancje nóg; 
być traktowane Jako przybliżenie trudniejszych do uwzględnienia ograniczę! 
"sztywnych" - na wartości sygnałów. Rozpatrywanie ograniczeń na wariancji 
daje interpretację dla często stosowanych wskaźników jakości z wagami ni 
sterowania. Ograniczenia takie mogą też występować w praktyczny«,
sytuacjach [7],
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CI0XACTMECKAfl IIPOKOEMA. L q C OITAHM^EUMMM IIA j^HCIIEPCl®

P e.3 10 m  e
B, c ia T B e  paccMOTpena npoÓJieNa CTOxacra^ecKofi onTKMajrH3airnM< 

b JEHeiiHHX cHCTem x c KBpJipaTHHM noKa3aTeJieM K anecTBa, b cdiynae 
HajroseHHH Ha ^Hcnepca® ynpaBJieHHii. IIpodJieMbi pa3p;ejieHH Ha CTaTiraec- 
KHe h flHHaMOTecKHe. B nepByio onepepiB paccMOTpeHH npHMepu c iaT E H ec- 
khx npodJieM c  hQTpHHHHM orpaHireeHHeM Ha AHcnepcHH-ynpaatteHiift. JIoKa- 
saHo, h to  onTHMaJEŁHue 3aK0HH ynpęBJieHHH h b jih btch  JEKHeHHHMH. IlpoCuie- 
m  onpejteJieHHH MaTpHnH y c a n e m #  -cbohutch  k peraeHKO MaTpiiHHoro a ji-  
reópairHecKoro ypameHZH PHKKaTTK. PjKHaMHHecKaH npo(3Jie\B paccMOTpeh 
iJiH.cjiyTaH oiHOBXop^oro h oOTOBHXoflHoro oCteeKTa ( s i s o ) .  ycTaHOB- 
Jieno, h to  ónTJUiejn.HHe 33kohh ynpaB^eHHH HBJDnoTCH: oaKse. JiHHefiHHMH. 
OimaKo, h to óh  noJjyHHTŁ BeKTopH ycHJieHHii HeodxoffKwo pemeHHe / m c x e H h  
HOBOJEBHO CJIOKHOił ^ByxrpaHHHHofi npod^eMH.

STOCHASTIC LQ PROBLEM WITH CONSTRAINTS 
IMPOSED ON VARIATION

S u m m a r y
Optimization problems for stochastic linear systems with quadratic 

performance index are considered in the case of constraints imposed on the 
control variance. The problems are divided into static and dynamic tasks. The 
static problems with the matrix constraints for the control variance are 
discussed first. Optimal control laws are found to be linear and the gain 
matrix must be obtained by solving a Riccattl equation. The dynamic problem 
has been solved for a SISO plant. In this case however the gain vector could 
be found by the numerical solution of a complex TPBVP.


