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STOCHASTYCZNY PROBLEM LQ Z OGRANICZENIAMI NA WARIANCJE*~

Streszczenie. Rozpatrzono przykkadowe problemy sterowania statysty-
cznie optymalnego, w ukdadach linowych, z kwadratem wskaznikiem jakos$-
ci oraz ograniczeniem na wariancje sterowann. W przypadku statycznym
otrzymano rozwigzania analityczne. Udowodniono, ze problem dynamiczny
sprowadza sie do rozwigzania zagadnienia dwugranicznego. Wykazano, ze
uwzglednienie ograniczen na wariancje odpowiada wprowadzaniu dodatko-
wych skdadnikéw do wskaznika Jakosci.

1. WSTEP

Problemowi sterowania statystycznie optymalnego, w ukdadach liniowych, z
kwadratowym wskaznikiem Jakosci, poswiecona jest obszerna literatura np. [1],
[2]- Podawane algorytmy rozwigzania tego problemu znajdujg zastosowanie w
bardzo wielu praktycznych zagadnieniach. Czesto Jednak zdarza sie sytuacja,
gdy na wystepujace w ukdadach sygnaly natozone sg dodatkowo, ograniczenia.
Uwzglednienie najczesciej wystepujacych ograniczen *“sztywnych' prowadzi, w
ogélnym przypadku, do nieliniowych zagadnienn stochastycznego sterowania 1
filtracji, ktérych efektywne rozwigzanie jest bardzo trudne [3], [6]-

W niniejszej pracy podaje sie przyktady rozwigzywania stochastycznych
problembw LQ w przypadku wystepowania ograniczen "elastycznych” - na
wariancje sygnatéw. Przykdady podzielono na dwie -grupy - probleméw

statycznych i dynamicznych.

PracS finansowana z ProgramueBadawczego RP.1.02: Teoria optymalizacji i
sterowania ukdadami ciaghymi 1 procesami dyskretnymi.
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2. PROBLEMY STATYCZNE

Przy rozwigzywaniu przedstawionych przyk#adowych probleméw statycznych

korzysta sie z nastepujacego uogélnienia twierdzenia Kuhna-Tuckera podanego v

[, &l

2.1. Uogélnione twierdzenie Kuhna-Tuckera
Zak6zmy, Ze:

- X Jest przestrzenia wektorowg, Z jest przestrzenig unormowang zawierajaca
stozek dodatni o niepustym wnetrzu,

- f jest funkcjonatem o wartosciach rzeczywistych, rézniczkowalnym w sensie
Gateaux na X,

- rézniczki Gateaux sg liniowe wzgledem przyrostéw.
Przy powyzszych zatozeniach zachodzi nastepujace twierdzenie:

Jezeli funkcja T(u), u e X przyjmuje w punkcie ug.e X wartos¢ minimalng,

przy warunku
G(u) ~ 6, ()

oraz uq jest regularnym punktem nieréwnosci (1), to istnieje element z* e 7,

zq + 0, dla ktérego lagrangian

L=f + <6, z5> &)
jest stacjonarny w punkcie ug. Ponadto

<Gy z5>=0 (©))

Uwagi: Symbol 0 oznacza element zerowy przestrzeni 2 (Z%), Z* jest
przestrzenig sprzezong do Z, symbol nierdéwnosci oznacza relacje czesciowego
porzadku wprowadzang w przestrzeni przez (wypukdy) stozek dodatni. Symbol
<v,z*> oznacza wartos¢ (liniowego) funkcjonatu z* e Z* przyjmowang dla
elementu v e Z. Funkcjonat L jest stacjonarny w punkcie u jezeli jego
rézniczka Gateaux SL (x,h) = 0, dla dowolnego h. W przypadku, gdy lagrangian
jest roézniczkowalny w sensie Frecheta warunek stacjonarnosci odpowiada

warunkowi zerowania sie pochodnej Frecheta.
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22. Przykkfad 1 .*
Niech x bedzie n-wymiarowym wektorem losowym

X =[xr x2 ... xn] (&)

ktorego sktadowe XN, X2 ... Xn sa zmiennymi losowymi drugiego rzedu.

Macierz wariancji elementéw wektora Xx oznacza sie przez P
ExXT =P ®

Zadanie polega na minimalizacji funkcjonatu (wskaznika jakosci),

f@@W=1=E2xXxTAu ®
Argumentem minimalizacji - sterowaniem jest m-wymiarowy (m a n) wektor
losowy u

u=s [U V ese unj O
Zakkada sie, ze dopuszczalnymi sterowaniami sa mierzalne funkcje sk#adowych
wektora X (tzn. u 6 X, X przestrzen m-wymiarowych zmiennych losowych
generowana przez mierzalne funkcje skdadowych wektora X). Dodatkowo na

wektor u naktada sie ograniczenie wariancji
E uuT a UO ®
tn. macierz

G(W) = EuuT - UO ao O
ma by¢ niedodatnio okreslona. U0 jest zadang macierza symetryczng dodatnio
okreslong. Przyjmuje sie Jeszcze Jedno zakozenie, ze macierz A PA Jest

nieosobl lwa.
Do rozwigzywania postawionego problemu mozna zastosowa¢ twierdzenie podane

w punkcie 2.1. Uzyte symbole u, X, f, G sg zgodne z oznaczeniami z punktu 2.1
W rozpatrywanym przypadku przestrz e nie 2 1 zZ* sg przestrzeniami

»mawymiarowych macierzy symetrycznych oraz
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<U, 2>=tr U fi (V)
Uu e 2z fi e 7. tatwo tez sprawdzi¢ réznlczkowalnos¢ w sensie Fredeta
funkcjonatu F 1 odwzorowania G.
Lagrangian dla problemu minimalizacji funkcjonatu Tf(u) 2z ograniczenie!
(B ma zatem postac:
L Qu, Q) = E 2xTAu + tr fi (EwT - Uo) ~ @
gdzie fi e Z* jest symetryczng macierzg mnoznikéw Lagrange’a. Z twierdzenia
z pktu 2. 1 wynika nastepujacy uk¥ad warunkéw koniecznych osiggania minlmuuw

punkcie u,» dla ﬁ=£20.

1. Nieujemna okreslonos¢ macierzy £
ﬁO +0 (0}
2. Spednienie ograniczenia (B)
_ *
EuO uOT U0 0 (%))
3. Zerowanie sie pochodnej Frecheta lagrangianu dla uq, £y

LJ = 2ATx + 2 fiu =0 ° aa
u=u_, fi= " 0o

4.0rtogonalnos¢ G (u %i fi:

[}
tr ﬁo (Euou'cl; - Uo) =0 (€9)
Korzystajac z powyzszychczterech warunkéw otrzymamy rozwigzanie. Przede
wszystkim, nalezy zauwazy¢, ze korzystajacz (12)i (13) moznawzmocnic

warunek (15) - jest on réwnowazny warunkowi
ﬁo (EuO uOT - UO) =0 @®
(Wynika to z faktu, Ze Slad iloczynu dwéch, symetrycznych macierzy nieujemnie

okreslonych jest réwny zero wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn jest roay
zero).
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Zakbzmy, Ze macierz Jest nieosobliwa. Wtedy z (14) otrzymuje sic;
an
natomiast warunek (16) sprowadza sie do
E uou'lo' - U0 =0 as)

Podstawiajac (17) do (18) dostaje sie

0.t ATPA a a9

Réwnanie (19) jest algebraicznym roéwnaniem Riccatiego, wszystkie jego
rozwigzania sa nleosobllwe (co potwierdza przyjete =zalozenie). Istnieje
dokdadnie jedno dodatnio okresSlone symetryczne rozwigzanie £ tego rdownania
®); okresla ono poszukiwane prawo sterowania (17). Otrzymane rozwigzanie
Jest jedynym rozwigzaniem ukdadu warunkéw (12) - (@5). Mozna sprawdzié, ze
speknia ono takze warunek wystarczajacy na minimum globalne funkcjonatu [4]
str. 301.

2.3. Przyk#ad 2

Rozpatrzmy, podobny do opisanego w poprzednim punkcie problem
minimalizacji funkcjonatu (6) z warunkiem (8). Obecnie dysponuje sie jednak
tylko czesciowg informacjg, t=n. dopuszczalne sa sterowania nalezace do
pewnej podprzestrzeni Y c X, np. podprzestrzenl generonaned przez mierzalne
funkcje pewnego wektora losowego V. Przypadek taki mozna sprowadzi¢ do
poprzedniego korzystajac z twierdzenia o rzucie ortogonalnym [4], t=n.

rozktadajac wektor X na sume

X = X + X (20)
gdzie Xx jest rzutem ortogonalnym wektora x na podprzestrzeni Y, x Jest
ortogonalny do wszystkich elementéw podprzestrzeni Y. Podstawiajac (20) do
wzoru (6) dostaje sie

f W =E2 +x)TAu = E 2xTAu @D

Dalej mozna postepowaé¢ tak samo Jak®w punkcie 2.2.
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2.4. Przyktad 3
Symbole x, u, X, P maja takie samo znaczenie jak w przyktadzie 1 z
punktu 2.2. Rozpatruje sie problem wyznaczenia sterowania u, u e X, minimali-

zujacego funkcjonat (wskaznik Jakosci)

f W =1=E (XT Au + uTu) @
przy, ograniczeniu

EuuT i Uo (¢S))
Podobnie Jak w punkcie 2.2 zakkada sie, ze macierze Uq i1 AMPA sg nieosobli-
we. Analogicznie wpunkcie 2.2 stosuje sie dorozwigzania uogélnione
twierdzenie Kuhna-Tuckera. Lagrangian ma postac:

L @ fi) = E@XTAu + uTu) + tr @ (EwT - U0 ) @

£2 jest symetryczng macierzgmnoznikéw Lagrange’a. Warunkiem koniecznym

osiggania minimum w punkcie uq, dla £ = £ jest nastepujacy ukdad

zaleznosci :
ﬁ0 ao >
EuOU - Uo IS o ()
LL] =2ATX +2u + 2 fiu =0 ()
u=u., fi=fi 0 00
0 [}
tr ﬁo (Euoug - Uo) =0 @

Podobnie jak w punkcie 2.2mozna stwierdzi¢, ze z (25) i (26) wynika réwno-

waznos¢ warunku (28) z warunkiem
ﬁo, (Euoug —OU ) =0 @
Z (27) dostaje sie

Uo=—- (I + Qo) 1ATX (30)
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Podstawiajac (30) do (29) mamy:

ay I(i + agr 1latpa (i + cy) ot - uo] =6 (31)
Na podstawie (26) zachodzi tez

Cl—ao)latpa (|—a0)1—uoso (€72)
Aoy znalez¢ prawe sterowania (30) nalezy wyznaczy¢ macierz s 0 speknia-

Jaca BD) i1 (32). Rozpatrzmy najpierw dwa przypadki szczeg6lne:

1 ATPA - Ug 1 0. W tym przypadku, jak #atwo sie przekonaé, rozwiazaniem
@D, (@) jest Q = 0, tzn. zadne-z ograniczen nie jest aktywne.

2. ATPA - >°0. VI tym przypadku rozwiagzanie jest macierza nieosob-
livg. Jest ona (jJedynym [81) dodatnio okreslonym rozwigzaniem algebraicznego

réwnania Riccatiego

a+ ao)—l gt pg ci +Oa )"X—l.b =0 (€9))

W ogélnym przyuadku macierz ATPA - U0 jest nieokreslona. W takiej

sytuacji poszukuje sie rozwigzania w postaci

n, = C Zo CcT [€)
gdzie: jestk-wymiarowa, k < mmacierza symetryczng, dodatnio okreslona,
C jest macierza Kk X m wymiarowg,taka ze

CTC = 1 (35)

Podstawiajac (34) i (35) do wzoréw (32), (33) mozna, po przeksztakceniach,
otrzyma¢ wzory na 1CT.
Macierz 2~ oblicza sie jako rozwigzanie algebraicznego réwnania Riccatiego

(1+2 )1 CTATPAC (1 i Z) "1 -CTUC =0 (36)

Macierz C mozna wybrac¢ jako macierz zbudowang z wektoréw whkasnych macierzy
n ~ Ug odpowiadajacych jej dodatnim wartosciom whkasnym, k Jest liczbg
dodatnich wartosci wkasnych macierzy A”PA - U . Podobnie jak w przyktadzie 1
sozna sprawdzi¢, Ze znalezione rozwigzanie spednia warunek wystarczajacy [41
str. 301.
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2.5. Uwagi

W rozpatrywanych przypadkach mozliwe bydo uzyskanie analitycznych wzordv
okreslajacych prawa sterowania. Uzyskane prawa sterowania sa liniowui
funkcjami skdadowych wektora X (ktéory mozna uwaza¢ za wektor stau
rozpatrywanego ukdadu). Macierze wzmocnien w prawach sterowania zalezg w do&¢
ztozony spos6b od macierzy wariancji P oraz ograniczen Ug.

W przypadku dysponowania niepedng informacjg, obowigzuje, jak to wynika z
(20), (21), zadada stochastycznej rownowaznosci [1].

Na podstawie wzoréw (11) i1 (24) mozna zauwazy¢, ze uwzglednianie
ograniczen wariancyjnych jest réwnowazne wprowadzeniu dodatkowych skdadnikéw
we wzorze na wskaznik jakosci. Problem z punktu 2.2 Jest rdwnowazny

problemowi bez ograniczen, ze wskaznikiem jakosci danym przez
I = E (XXTAu + uTnou) (€))

Podobnie problem z punktu 2.4 jest réwnowazny problemowi bez ograniczen, =

wskaznikiem
Il = E XTAu + uT({ + 00) u) (€3))
3. PROBLEM DYNAMICZNY

Wykorzystujac podane w punkcie 2.4 rozwigzanie problemu statycznego, maa
stosujac metode programowania dynamicznego, poda¢ algorytm rozwigzania
przyktadowego problemu dynamicznego. Istotne znaczenie, przy rozwigzywaniu ra
liniowo$¢ otrzymanego prawa sterowania (30).

Rozpatruje sie przykkadowy problem minimalizacji wariancji wyjscia w
jednowejsciowym, jednowyjsSciowym dyskretnym, liniowym ukdadzie dynamicznym

opisanym réwnaniami:
= Ax_ +bu_+ge
ntos (€2)

- A\
z, = d Xn + e, @
W réwnaniach (39), (40) xr jest n-wymiarowym wektorem stanu, u - skalamym
sterowaniem, z~ - skalarnym sygnatem wejsciowym, en - skalarnym zakdocenie».
Macierz A oraz wektory b, gr> d maja wymiary odpowiadajgce wymiaroa
sygnatow. Zaktada sie, ze e” Jest bialym szumem



Stochastyczny problem LQ =z 231

Ee, k&= (P » & “4D
ponadto
EX, &= 0 “2)

Macierz wariancji stanu xq wynosi

Exox;g = P0 - ?)
Przyjmuje sie takze, dla uproszczenia, Zze obiekt nie wprowadza opéznienia,
@ 9]

dib * 0 45

Wskaznik jakosci, ktéry ma by¢ minimalizowany, dany jest przez
N-1
1=E zn “)
n=0
Dopuszczalne sterowania sg funkcjami poprzednich wektoréw stanu oraz zakdécen
™m.

u, = u, (Xo’eo’el - Xy ,en) (46)

Dodatkowo naktada sie ograniczenie na wariancje sterowania w kazdej chwili:
Eu2 s K 4
uz s K “n

Rozwigzanie postawionego problemu mozna przeprowadzi¢ metoda programowania

dynamicznego. Oznaczmy:
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Zakozmy, ze dla strategii optymalnej

In+I = E X-r|1-+1' Sn+1 Xoor + Thep- dla n=0 ... N-1 (6Y)]
gdzie jest macierzg n x m wymiarowga, a 3h+~ wielkoscig skalama.

Rozwigzujac réwnanie Bellmana

I, = min Ez2+ 1.0 (6]

u ,Eu s K
n n n

sprawdza sie prawdziwos¢ zatozenia (B0) i wyznacza sie ciggmacierzy (§h

Podstawiajac (39) i1 (40) do réwnania (51) orazkorzystajac zrozwazan z

punktu 2 dostaje sie

N T 2 T 1
= + + + + + +
1 min E [(d Xn en) (Axn bun gnen) Sn+1, (Axn bun 8nCh )J
n 2
u ,Eu~” s K
n’~n n

(6]
[(de te Y+ (A +bu_+g e )'S (A +bu_+g e ) A (P
nn n P %0 ) Cner 0T T8RS n Uh='a
gdzie A™ £ 0 jest mnoznikiem Lagrange’a. Aby rozwigza¢ powyzszy problea

minimalizacji  (wyznaczyc¢ ue 1 A°) musimy zatozy¢ znajomos¢ macierzy
wariancji wektora x:

Pn = Exnxﬁ B

Korzystajac z wyniku z punktu 2.4 - dla skalarnego przypadku, mozna
przeksztatceniach otrzyma¢ nastepujace wzory:
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GND

(€5))

(€3))

Macierze powinny by¢ wyliczane przez iteracje réwnania Rlccatiego

®), dla n = N-I, N-2, ... 0, przy

Dla wyliczania kolejnych Iteracji konieczna jest jednak znajomos¢ wartosci
mnoznikow A°, do obliczenia ktorych potrzebne sg macierze Qr> PR-

Macierze te wzynacza sie przez iteracje rdéwnania Lapunowa:
€D

P =(-bkQa-bkvV ©2
dla n=0,1 ... N-I

Zaleznosci (54) - (62) tworza problem dwugraniczny. Warunki poczatkowe dla
romania Rlccatiego (88) ,sa dane przy n = N, natomiast dla réwnania
Lapunowa (61), (62) - przy mn = O.
A zatem dla rozwigzania postawionego problemu konieczne jest rozwigzanie

problenu dwugranicznego (&4) - (62).

3.1. Uwagi

Otrzymane prawa sterowania sa liniowe wzgledem sygnatdw *n 1 en-
wyznaczania wektorow wzmocnienn kQ, k™ ... = konieczne Jest rozwigzanie
dos¢ z4ozonego problemu dwugranicznego.

Problem sterowania z ograniczeniami na wariancje (47) jest roéwnowazny

problemowvi bez ograniczen, ze wskaznikiem jakosci

N-1
®
n=0
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4. PODSUMOWANIE

Wydaje sie, ze w niektérych przypadkach, ograniczenia na wariancje
by¢ traktowane Jako przyblizenie trudniejszych do uwzglednienia ogranicze!
"'sztywnych™ - na wartosci sygnalow. Rozpatrywanie ograniczen na wariacji
daje interpretacje dla czesto stosowanych wskaznikéw jakosci z wagami r
sterowania. Ograniczenia takie moga tez wystepowaé¢ w praktyczny,
sytuacjach [7],
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CIOXACTMECKATfl IIPOKOEMA. Lg C OITAHM"EUMMM IIA jAHCIIEPCI®

Pe310me

B, ciaTBe paccMOTpena npoQlieNa CTOxacra*ecKofi onTKMajrH3airnM<
b JEHeiiHHX cHCTemx c¢ KBplipaTHHM noKa3aTelieM KanecTBa, b cdiynae
HajroseHHH Ha “Hcnepca® ynpaBlieHHii. llpodlieMbi pa3p;ejieHH Ha CTaTiraec-
KHe h flIHHaMOTecKHe. B nepByio onepepiB paccMOTpeHH npHMepu ciaTEHec-
khx npodlieM ¢ hQTpHHHHM orpaHireeHHeM Ha AHcnepcHH-ynpaatteHiift. JloKa-
saHo, hto onTHMalEtHue 3aKOHH ynpeBlieHHH hbjihbtch JEKHeHHHMH. llpoCuie-
m onpejtelieHHH MaTpHnH ycanem# -cbohutch k peraeHKO MaTpiiHHoro aji-
re6pairHecKoro ypameHZH PHKKaTTK. PjKHaMHHecKaH npo(3Jie\B paccMOTpeh
iJiH.cjiyTaH oiHOBXop”oro h oOTOBHXofl[Horo oCteeKTa (siso). ycTaHOB-
Jieno, hto 6nTJUiejn.HHe 33kohh ynpaB"eHHH HBIDNoTCH: oaKse. JiHHefiHHMH.
OimaKo, hto6éh noljyHHTEL BeKTopH ycHJieHHii HeodxoffkKkwo pemeHHe /m cxeHh

HOBOEBHO CIJIOKHO#M "ByxrpaHHHHofi npod~eMH.

STOCHASTIC LQ PROBLEM WITH CONSTRAINTS
IMPOSED ON VARIATION

Summary

Optimization problems for stochastic linear systems with quadratic
performance index are considered in the case of constraints imposed on the
control variance. The problems are divided into static and dynamic tasks. The
static problems with the matrix constraints for the control variance are
discussed first. Optimal control laws are found to be linear and the gain
matrix must be obtained by solving a Riccattl equation. The dynamic problem
has been solved for a SISO plant. In this case however the gain vector could

be found by the numerical solution of a complex TPBVP.



