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WSPOLCZYNNIKOWE ZAGADNIENIE ODWROTNE
PRZEWODNICTWA CIEPLA

Streszczenie. W pracy przedstawiono wyniki analizy algorytmu wyznaczania wiasnosci
materiatowych na podstawie rozwigzania odpowiedniego odwrotnego zadania przewodnictwa
ciepla. Parametrami decyzyjnymi w opisywanym algorytmie sg dwa wspotczynniki zalezne
od temperatury: wspdtczynnik przewodzenia ciepta A oraz ciepto wihasciwe cp. Analizowane
jest dwuwymiarowe (2D), niestacjonarne zagadnienie przewodnictwa ciepta, w ktérym do-
datkowym Zrédiem informacji jest temperatura w kilkudziesieciu punktach brzegowych. Wy-
niki pracy maja stanowi¢ podstawe do przeprowadzenia badan laboratoryjnych majacych na
celu zbadanie mozliwosci wykorzystania analizy odwrotnej i pomiaréw termowizyjnych do
wyznaczania statych termofizycznych materiatow budowlanych.

PARAMETERS ESTIMATION INVERSE HEAT CONDUCTION
PROBLEMS

Abstract. The present paper contains the results of analysis of the numerical algorithm of
searching thermo-physical parameters of material by solving inverse heat conduction prob-
lem. Design parameters are (unknown value) two coefficients, which depends on temperature:
heat conduction coefficient A and specific heat cp. Two-dimensional (2D), transient, heat con-
duction problem is analysed. The surface temperature (measured in tens points) is a source of
additional required information. The results of that paper will be a base for investigation the
possibility of application proposed inverse methods and thermovision measurements for de-
scribing thermal coefficients of building materials.

1. Wstep

W celu poprawnego sformutowania zagadnienia przewodzenia ciepta niezbedna jest zna-
jomos$é geometrii (wymiaréw) analizowanego obszaru (obiektu), jego cech fizycznych oraz
warunkéw brzegowych (warunkéw wymiany ciepta z otoczeniem). Z rozwigzania odpowied-
niego problemu brzegowego (poczatkowo-brzegowego) mozna woéwczas wyznaczy¢ rozkiad
temperatury wewnatrz i na brzegu obszaru. Jednakze w wielu zagadnieniach inzynierskich nie
jest mozliwe okreslenie wszystkich parametrow opisujacych zadanie (np. nieznane sa niektore

dane opisujgce geometrie obszaru lub jego wiasnosci), ale w zamian za to mozliwe jest wy-
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znaczenie innych wielkosci, np. poprzez pomiar temperatury w niektérych punktach we-
wnatrz lub na brzegu obszaru (por. [1], [3], [6]). W takim przypadku nieznane wielkosci wy-
znacza sie poprzez rozwigzanie tzw. odwrotnego zadania przewodnictwa ciepta. Gdy poszu-
kiwanymi parametrami sg wymiary obszaru lub wspdtczynniki termiczne, to méwimy odpo-
wiednio o geometrycznym (np. [3], [4], [5]) lub wspdtczynnikowym zadaniu odwrotnym ([1],
[2]).

W pracy wykorzystano wspoétczynnikowe zagadnienie odwrotne do poszukiwania wspot-
czynnika przewodzenia ciepta A i ciepta wiasciwego cp badanego osrodka, przy czym zrodiem
dodatkowych informacji, niezbednych do rozwigzania postawionego problemu, byty wyniki
symulowanego numerycznie pomiaru temperatury na czesci brzegu. Zatozono, ze symulowa-
ne pomiary powinny by¢ zblizone w charakterze do danych uzyskiwanych za pomocg kamery
termowizyjnej (por. [3], [5]).

Pomiary termowizyjne dostarczajg duzg liczbe danych (zalezng tylko od rozdzielczosci
kamery) i charakteryzujg sie duzg doktadnosciag - z inzynierskiego i obliczeniowego punktu
widzenia (<0.2°C - por. [4], [5]). Symulowano je rozwigzujac zagadnienie wprost dla zada-
nych parametrow i wyznaczajac temperature w tzw. punktach pomiarowych. Poniewaz kaz-
demu pomiarowi towarzyszy biad pomiarowy, otrzymane temperatury zaburzano poprzez
narzucenie losowego btedu nie przekraczajacego zadanej maksymalnej wartosci.

Poszukiwanie parametréw materiatowych zaleznych od temperatury prowadzi do zagad-

nien nieliniowych i niestacjonarnych.

2. Sformutowanie zadania odwrotnego

Przedmiotem analizy jest zadanie osiowosymetryczne okre$lone w obszarze walcowym Q.
Wielkos$cig poszukiwang w problemie ,,wprost” jest temperatura spetniajgca wewnatrz obsza-
ru rownanie o postaci

Vr[r7)WVrr(x,)]1=pc/(7) ~ ~ dla xeQ iie(0,co), 1)

ot
gdzie przez T -T(x,t) oznaczono temperature w punkcie x =(x,y) e Q, A(t),cp(t)- od-
powiednio: (zalezne od temperatury) wspotczynnik przewodzenia ciepta [W/m K] oraz cie-

pto wihasciwe [J/kgK], charakteryzujace wraz z masg wiasciwg p [kg/m 3] materiat wypet-

niajacy obszar Q.
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Brzeg dO. obszaru Q dzielimy na trzy roztgczne czesci dQ, =AB,dQ2=BC i dfi3=CDA
(por. rys.1) takie, ze dQ =dCi, u dQ2u dd3. Na brzegu = AB(lewa podstawa walca -

rys. 1) zadano warunek brzegowy pierwszego rodzaju, czyli w kazdej chwili czasu znana jest

temperatura 7*

T(x,t)=Tb dla xeSCil i /e(0,00). (2)

Brzeg 5Q2est osig symetrii walca, stad spetniony musi by¢ warunek symetrii

dT(x,t) _q xe5Q 2 i /e(0,00). ?3)

T = 15°C

Rys. 1. Analizowany obszar ii (potowa przekroju podtuznego)
Fig. 1. Analysed domain ii (halfof its longitudinal section)

Na czesci brzegu zatozono warunek trzeciego rodzaju (prawo Newtona) o postaci:

_a 57Id-ti) =a(T(x,t)-Tz) dla xedQ 3 i ie(0,00), (4)
gdzie: Tzjest temperaturg ot(r)]czenia, a «-wspotczynnikiem przejmowania ciepta [W/m2K],
Znany jest réwniez rozktad temperatury w chwili poczatkowej - tutaj przyjeto statg tempera-
ture w catym obszarze i rGwnga temperaturze otoczenia, tj.

T(x,Q)=TKQA=T! dla xeQ . (5)
Zatozono, ze zaréwno wspotczynnik przewodnosci cieplnej X, jak i pojemno$é cieplna cp sg
wielkosciami przedziatami liniowo zaleznymi od temperatury.

Jesli wszystkie wielkosci opisujace obszar Q (rys. 1.) bedg okres$lone, znane beda wartosci
wspotczynnikéw X,cp,p,a oraz temperatury Th,T.,Tpxc,\o rozwigzujac réwnania (1)h-(5)
(zadanie wprost), wyznaczymy rozkiad temperatury w walcu ogrzewanym na jednej z pod-
staw zrodtem ciepta o statej temperaturze. Ze wzgledu na symetrie zagadnienia rozpatrujemy

jedynie potowe przekroju podtuznego obszaru walcowego (rys. 1). Rozwigzanie zadania
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wprost nie jest mozliwe, gdy cho¢ jeden z wyzej wymienionych parametréw jest nieznany.
Wyznaczenie takiego parametru (lub kilku) mozliwe jest w niektérych przypadkach, gdy dys-
ponujemy dodatkowymi informacjami o analizowanym zjawisku, np. pomiarem temperatury

na brzegu lub wewnatrz obszaru.
Zalozmy, ze w rownaniu (1) nie sg znane wspotczynniki X,cp, ale znana jest, np. z pomia-
row, zmieniajgca sie w czasie temperatura w N punktach roztozonych wzdtuz tworzacej

walca (czes¢ AD brzegu analizowanego obszaru - rys. 1). Pomiaréw dokonujemy w Ncis

momentach czasu. Proces wyznaczania nieznanych wspotczynnikéw - zmiennych decyzyj-

nych - nosi nazwe rozwigzania wspotczynnikowego zagadnienia odwrotnego przewodnictwa

ciepta (por. np. [1]).

3. Algorytm rozwigzywania zagadnienia odwrotnego

W celu otrzymania rozwigzania opisanego zagadnienia odwrotnego poszukiwano mini-
mum funkcji btedu kwadratowego przy uzyciu metody wspotczynnikéw wrazliwosci (por.
[1], [2]). Zastosowany algorytm rozwigzania problemu odwrotnego sktada sie z nastepujgcych
etapow:

a)  Okre$lenia rodzaju i liczby Nd parametrow decyzyjnych (np. X, cp) tworzacych
wektor Y = [ri,r2,,..,K Mf.

b)  Wyznaczenia temperatury w Npom przyjetych wcze$niej punktach pomiarowych
x pom ={x \pom'x 7pom’---’x Npom)- Na obecnym etapie badan pomiary sa symulowane nume-
rycznie przez rozwigzanie niestacjonarnego zadania wprost dla docelowych (zatozonych)
wartosci parametréw decyzyjnych. Na wyliczone w punktach pomiarowych doktadne warto-
§ci temperatury narzucane jest losowe zaktocenie o zatozonym maksymalnym biedzie bez-
wzglednym lub procentowym. Temperatura we wszystkich punktach pomiarowych i w zada-
nych Nam chwilach czasu - = - zapamietywanajest w wektorze

UAU\U'T, .., U pomU \U . U ZPOMeeeeeeseee s (6)
¢) Przyjecia wyjsciowych wartosci zmiennych decyzyjnych (wspétczynnika przewodno-
ci i/lub ciepta wiasciwego) - wektor Y* - i rozwigzania zadania wprost w celu okreslenia

odpowiadajgcych im temperatur w punktach pomiarowych i wybranych chwilach czasu, czyli

wektora
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* (T*11 T'*/* rprt2  rrt*l2 rp*l12 rp*INcZOS  rji*INcZOS rp*INczOS \
T — VI 7 2 Cese’*Npom’*1 > 2 peserm* 1 >*2 Nptm )m (7)
d) Poszukiwania takiej nowej wartosci wektora Y i odpowiadajacego mu wektora T, aby

réznica pomiedzy temperaturami U i T byta mozliwie najmniejsza. Jako kryterium, z ktérego
wyznaczany jest wektor Y, przyjeto minimum funkcji btedu kwadratowego (funkcji celu) w

postaci wektorowej

Aly)=[u- Tf[u- T]-> min. (®)
Na tym etapie badan poszukiwane jest minimum funkcji (8) w catym przedziale czasu trwa-

nia analizowanego niestacjonarnego procesu (analiza globalna), stad wzor (8) mozemy zapi-
sac jako

Nczas Npom v-

Afo,..., rw)« 2 9)
przy czym wektor T rozwijamy w szereg Taylora wzgledem Y *, tj.

T=T*+z(y -Y*). (10)
We wzorze (10) Z oznacza macierz wspotczynnikéw wrazliwos$ci zdefiniowanych nastepu-

jaco

Z=[z/-'"*]="faA ()
3Y

gdzie Z/¥ = dvi w punkcie brzegowym x =X, iw chwili t =tk.
J
Z warunku minimumfunkcji (9) przy uwzglednieniu zwigzku (10)znajdujemywektor Y.
Jesli nie jest spetnionywarunek zakonczenia obliczen, np. [U-T | <s ,powtarzamy punkty

c) id) algorytmu przyjmujac nowa warto$¢ wektora Y* =Y .

4. Przyklad realizacji algorytmu

Rys.2. Odtwarzany przebieg wspotczynnika przewodzenia ciepta
Fig.2. Reconstructed course of heat transfer coefficient
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Niech w opisanym réwnaniami (1)h-(5) problemie poszukiwana bedzie funkcja pokazujaca
zmieniajacy sie z temperaturg wspotczynnik przewodzenia ciepta X = X(r). Zaktadamy, ze
odtwarzang funkcje X = X(T) mozna aproksymowac za pomocg tamanej jak na rys. 2. Tem-
peraturom 15, 45, 75, 105 °C odpowiadajg wartosci wspétczynnika 0.7, 1.2, 1.4, 1.5 [W/m

Kj. Tak wiec zadanie odwrotne bedzie zawierato cztery parametry decyzyjne (Nd =4).

VTICY™E 420 0 Thagw NO

Numer punktu pomiarowego +14

Y =[M,YL Y}, Yt]= X, X2, X,,Xi\ (12)
Rys.3. Rozktad temperatury na brzegu w réznych chwilach czasu
Fig.3. Surface temperature for different moments

Wymiary analizowanego obszaru przedstawione sg rys. 1. Zaktadamy, ze na brzegu AD do-
konywany jest pomiar w pigcdziesieciu (N ~ =50) réwno oddalonych punktach. Zatozono,
ze losowo generowany btad pomiaru nie jest wiekszy niz £0.5°C, czyli ponad 3-krotnie wigk-
szy niz doktadno$¢ pomiaru kamerg termowizyjng. Przykfadowe rozkiady temperatury na
czesci brzegu, w roéznych chwilach czasu, wynikajgce z symulowanych pomiaréw przedsta-

wiono narys. 3. Ze wzgledu na symulowane btedy pomiaru krzywe te nie sg gtadkie.

Wartosci liczbowe pozostatych danych sg nastepujace:
- ciepto wiasciwe cp =998 [j/kg K],
- wspdtczynnik wnikania ciepta a = 30 [w/m2k],
- temperatura otoczenia Ta = 15 [°C],

- temperatura poczatkowa T =15 [°C],

temperatura zrédta ciepta (elementu grzejnego) Tk - 92 [°C].
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Jako wartosci wyjsciowe zmiennych decyzyjnych w procesie iteracyjnym przyjeto odpowied-
nio

Y*=1ly;,Y;.Y;,Y;)=[05; 10; 16; 1,0] (13)
Wspétczynniki wrazliwo$ci wyznaczono numerycznie zastepujac pochodne czastkowe cen-
tralnymi ilorazami réznicowymi

7ja _ dT{Y,x,tk) _T’\Y/ +e,xi,tk)-Ti{Yi -e,x,,tl@
' dYj ~ £

Jako rozwigzanie uzyskano juz w szostej iteracji (cho¢ obliczenia prowadzone byty do 12

iteracji) wektor

Y =[y,y2,y3,y4]= [0,7050; 1,1988; 1,4055; 1,4582] (15)
Przebieg procesu iteracyjnego dla wszystkich czterech parametrow decyzyjnych ilustruje

rys.4., na ktérym poziome linie oznaczajg ich doktadne wartosci.

Rys.4. Przebieg procesu iteracyjnego
Fig.4. Iteration process

5. Podsumowanie

Oprocz opisanego wyzej przyktadowego zadania, rozwigzano caly szereg innych, w ktd-
rych zmieniano poszczegdlne wielkoSci mogace mie¢ istotny wptyw na przebieg (czas i do-
ktadnos¢) rozwigzania iteracyjnego. Miedzy innymi zmieniano liczbe krokéw czasowych.
Wyniki dotychczasowych obliczeh nie pozwolity ustali¢ optymalnej ich liczby, a jest to pa-
rametr istotnie wptywajacy na czas obliczen.

Zmieniano réwniez liczbe krokéw iteracyjnych. Na podstawie kilkunastu rozwigzanych
zadan zauwazono, ze w przypadku btedu pomiaréw nie wigkszego niz 0.5 stopnia zadowala-
jace wyniki uzyskuje sie dla 6 iteracji. Nalezy zaznaczy¢, ze nie we wszystkich przypadkach

zaktdcen pomiaru rozwigzanie jest az tak bliskie doktadnych wartosci parametréw decyzyj-
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nych (rys. 4.). Jednakze btgd w rozwigzaniach nie przekraczat nigdy kilkunastu procent. Za-
gadnienie wptywu btedu pomiaru na istnienie rozwigzania i jego doktadno$¢ wymaga jeszcze
dtuzszej analizy.

Praca zostata wykona w ramach projektu badawczego nr 7 TO7E 040 19 finansowanego

przez KBN.
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Abstract

The paper presents description of an algorithm of solution of the transient, non-linear in-
verse problems where material thermal coefficients are design parameters. The sensitivity
coefficient method and the least square error objective function are used. The results of simu-
lated infrared camera measurement are a source of additional information in the inverse
problem. Analysed simple problem has four design parameters: different values of thermal
conductivity. It is assumed that this parameter is linear function (in three intervals) of tem-

perature.
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Results of calculation shows that the transient inverse algorithm is useful to evaluate ther-
mal properties of materials that depend on temperature. Obtained solutions are convergent

and have accuracy less than 15% for 0.5°C measurement errors.



