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POROWNYWANIE LICZB ROZMYTYCH | ROZMYTY OPIS
NIEPEWNOSCI W ANALIZIE WYTRZYMALOSCIOWEJ

Streszczenie. W referacie sformutowano metode uwzgledniana niepewnosci typu rozmy-
tego w obliczeniach wytrzymatosciowych. Scharakteryzowano niepewnos$¢ typu rozmytego i
podano spos6b uwzgledniania niepewnosci tego typu za pomocg liczb rozmytych. Przedsta-
wiono sposéb obliczen i interpretacji wynikow. W tym celu podano definicje liczby rozmytej
trapezowej typu (A,B,a,ft) oraz sformutowano procedury poréwnywania liczb rozmytych
reprezentujgcych ten sam typ i rézne typy wielkosci. Wskazano na zalety metody w przypad-
ku jednostkowych konstrukcji: brak wspétczynnikéw bezpieczenstwa, bezposrednie powigza-
nie niepewnosci z parametrem, powigzanie zakresu niepewnos$ci parametrow wejsciowych z
zakresem niepewnosci wyniku, mozliwo$¢ optymalizacji projektu. Metode zilustrowano
przyktadami obliczeniowymi.

COMPARISON OF FUZZY NUMBERS AND FUZZY UNCERTAINTY
DESCRIPTION IN RESISTANCE ANALYSIS

Summary. In this paper the way of consideration fuzzy uncertainty in resistance calcula-
tions is presented. Fuzzy uncertainty is characterised. The method of description such uncer-
tainty is given. The paper presents the method of fuzzy resistance calculations and their re-
sults' interpretation. Definition of trapezoidal fuzzy numbers (A,B,a,p) and methods of com-
parison fuzzy numbers which description the same type and different types of parameters are
presented. Point at advantages of presented method in the unitary building structures: lack of
safety factors, direct association uncertainty of input parameters with the range of uncertainty
of results, possibility of project's optimization. Calculation examples illustrate presented
method.

1. Wstep

Pojecie rozmytosci zostato sformutowane w 1965 roku przez prof. L.A. Zadeha [8]
w postaci tzw. teorii zbioréw rozmytych. Teoria ta wynikta z potrzeby opisu stabo zdefinio-
wanych pojeé, ztozonych zjawisk, uwzglednienia niepewnosci i niedoskonatosci przyblizone-
go sposobu postrzegania Swiata przez cztowieka. Problemy te sg trudne do okre$lenia za po-
mocg konwencjonalnego aparatu matematycznego. Jednym z aspektow teorii zbioréw roz-
mytych, szczeg6lnie istotnym z punktu widzenia budownictwa, sa liczby rozmyte, np.:
[1,2,3,4,5,14], W artykule zwrécono uwage na mozliwo$¢ wykorzystania liczb rozmytych do

projektowania konstrukcji budowlanych.
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2. Gléwne zatozenia rozmytego systemu opisu niepewnosci

Kompletny system umozliwiajagcy wykorzystanie liczb rozmytych do opisu niepewnosci
powinien zawiera¢: definicje liczby rozmytej, aparat matematyczny pozwalajacy na dokony-
wanie obliczen na takich liczbach, sposdb okre$lenia wielko$ci wejSciowych za pomocg liczb
rozmytych, sposéb interpretacji wynikéw (tj. dla budownictwa sposéb poréwnywania liczb,

np. wytrzymatos$ci i naprezen).

2.1. Liczby rozmyte
Liczby rozmyte sg specjalnym rodzajem zbioréw rozmytych, ktdre sg ciagte i wypukte.
Liczby rozmyte moga mie¢ dowolne ksztatty, ale najczesciej uzywane sa liczby trapezowe,
tréjkatne i prostokatne - (rys.l). Liczba trapezowa moze by¢ zapisana jako uporzagdkowana

czwarka (A,B,cc,P) - (rys.2), gdzie p jest wspdtczynnikiem pewnosci z przedziatu [0,1].

Rys.l. Liczby rozmyte: trapezowa, tréjkatna, prostokatna
Fig. 1. Trapezoidal, triangular and interval fuzzy number

A-a A B B+P

Rys.2. Liczba rozmyta trapezowa (A,B,a,P)
Fig.2. Trapezoidal fuzzy number (A,B,ct,P)

Liczbe rozmyta trapezowg przedstawiong na rys.2 opisuje funkcja dystrybucji f(x):

0, x<A-a;
a
f(x) =\, A<x< B; (1)

0,x>B +fi.
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2.2. Cele i zasady rozmytego opisu niepewnosci

Opisanie maksymalnego zakresu niepewnos$ci przez rozmycie powoduje uwzglednienie
wszystkich niekorzystnych i niepewnych sytuacji, a wiec stosowanie wspotczynnikéw bez-
pieczenstwa jest zbedne. Uwzglednianie niepewnosci przez rozmycie moze by¢ wykorzysty-
wane przy projektowaniu konstrukcji ztozonych, nietypowych, gdzie obciazenia sg ustalane
indywidualnie, np. mosty podwieszone. Wielko$¢ rozmycia parametréw nie moze by¢ ustala-
na dowolnie, wymaga wiedzy i doswiadczenia eksperta. Jest to metoda alternatywna, gdy
brak mozliwosci zebrania dostatecznie liczebnej prébki, zmniejsza wiarygodno$¢ metod
opartych na statystyce. Zwigzanie niepewnos$ci z parametrem pozwala oszacowaé wplyw nie-
pewnosci poszczegdlnych parametréw na koncowy wynik. Dzieki temu mozliwa jest opty-
malizacja projektu przez znalezienie tych parametréw, ktoére najbardziej wptywaja na wiel-
kos¢ rozmycia koncowego wyniku [12,13]. W obliczeniach opartych na liczbach rozmytych
cze$¢ parametréow, ktére sq dobrze okre$lone, moze by¢ stosowana jako liczby ostre z odpo-

wiednimi wspétczynnikami bezpieczenstwa, np. wytrzymato$¢ materiatow.

2.3. Sposoby definiowania parametrow

Za pomocag liczb rozmytych trapezowych mozna opisa¢ dwa rodzaje niepewnosci. Jeden
rodzaj opisuje gorna podstawa trapezu, p=I. Drugi rodzaj opisuja ramiona trapezu, 0<p<I.
Autor proponuje nastepujacg metode definiowania parametréw za pomoca liczb trapezowych:
dtugos$¢ gbrnej podstawy - to zakres wynikajgcy z niedoktadnosci zastosowanej metody po-
miaru. Btedu tego typu nie da sie kontrolowac, zalezy on np. od metody pomiaru. Ramiona
trapezu ilustruja: btedy wynikajace z niedoktadnosci wykonania, btedy montazowe itp. Btedy
tego typu moga wystapic¢, ale nie muszg. Ponadto im wiekszy btad, tym rzadziej on wystepu-

je-

3. Porownywanie liczb rozmytych

Wybér procedury poréwnywania liczb rozmytych zalezy od tego, czy liczby te opisuja ten
sam typ wielkosci (np. obcigzenia), czy tez r6zne typy (np. obcigzenia i wytrzymatosci). Za-
stosowania opisanych ponizej metod to, np. analiza wytrzymatosciowa, kombinatoryka obcig-

zen, znajdowanie ekstremalnych naprezen, optymalizacja, procesy decyzyjne.
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3.1. Pordwnywanie liczb rozmytych opisujgcych ten sam typ wielkosci
Z dwaoch liczb rozmytych wieksza jest ta, dla ktorej prawe ramie siega dalej przy danym
poziomie ufnosci p. Na rys. 3 pokazano liczby rozmyte, ktdre przedstawiajg obcigzania:

gi =(6,14,4,2) kNm; gi - (8,12,3,6) kNm. Dla p = 0 wieksze jest obciagzenie ai.

Rys.3. Liczby rozmyte: q, = (6,14,4,2), 2= (8,12,3,6)
Fig.3. Fuzzy numbers: q, = (6,14,4,2), q2= (8,12,3,6)

Trudnos$¢ polega na porownaniu dwoch liczb rozmytych, gdy maksymalne wartosci liczb

przy danym poziomie ufnosci p sagjednakowe, np. (rys.4) dla p=0.

q2
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Rys.4. Liczby rozmyte o jednakowych zakresach maksymalnych dla =0
Fig.4. Fuzzy numbers with the same maximal range for |i=0

Nieregularne liczby rozmyte moga powstawa¢ w wyniku operacji arytmetycznych na licz-
bach o regularnych ksztattach, np. mnozenie dwoch trapezowych liczb rozmytych nieko-
niecznie daje liczbe rozmyta trapezowg. W referacie podano metode opartg na teorii prawdo-
podobienstwa wykorzystujacg transformacje Mellina [9], Rodzina funkcji opisujgca liczbe
rozmyta jest najpierw konwertowana na probabilistyczng funkcje gestosci. Transformacja
Mellina jest wykorzystywana do obliczania $redniej i wariancji ztozonej liczby rozmyte;j.
Liczba rozmyta z wiekszg $rednig jest klasyfikowana wyzej. Jezeli $rednie sgjednakowe,
liczba z mniejszg wariancjgjest klasyfikowana wyzej. Liczby o regularnych ksztattach mozna
poréwnywac prosciej, np.: na postawie metod geometrycznych [11],

Konwersja przez proporcjonalny rozktad probabilistyczny [9].: Prawdopodobienistwo po-

jawienia sie zdarzenia A jest proporcjonalne do wartos$ci funkcji dystrybucji fA(X).
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p(x)=crfA(x), (2
gdzie Ci jest statym wspotczynnikiem proporcjonalnosci, zeby spetni¢ warunki, ze po-

wierzchnia pod ciggta probabilistyczng funkcje gestoscijest rowna 1 (rys. 5).

pOO

Rys.5. Konwersja przy uzyciu proporcjonalnego rozktad probabilistycznego
Fig.5.Conversion by using proportional probability distribution

Wspotczynnik ci okresla stosunek wysoko$ci obszaru probabilistycznej funkcji gestosci
p(x) do wysokosci obszaru liczby rozmytej f(x) - (rys.5), gdzie: FaX, FRX - pola powierzchni
liczby rozmytej i probabilistycznej funkcji gestosci.

ci-Ff(3= Fp(¥= 1 @)
Dla liczby trapezowej (A,B,a,P) mozna wiec zapisaé: (B-A)ci+0,5a +0,5p=1I, stad:
ci=2/(2B-2A+a+P) 4

Podobnie mozna wyznaczy¢é wspotczynniki ej dla innych postaci liczb rozmytych: dla
liczby rozmytej trojkatnej (A,a,p): C]=2/(a+P), dla liczby prostokatnej (A,B): ci=l/(B-A).

Transformacja Mellina [9].: Transformacja Mellina Mx(s) probabilistycznej funkcji gesto-
§ci p(x),gdzie xjest dodatnie, jest definiowanajako (5). Warto$¢ oczekiwana dowolnejfunk-

cji g(x) zmiennej X, ktérejrozktad jest p(x), jest dana przez (6). Ze wzoru (6) wynika (7).:

MJs) =E[X'~ ] :6x p(x)dx 6)
E[g(x)1= \g(x)p(x)dx 6)
E[X'] =Mx(s+1) )

Tak wiec, dwa pierwsze momenty statystyczne (tojest $rednia i wariancja) zmiennej X

mogaby¢ zdefiniowane za pomocg transformacji Mellina jako:
m=E[X‘] =M(2) ®)

a2 =E[X2]-[E[X]1]12=MJ3)-[MX2)]2 )
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Ponizej jest transformacja Mellina dla trapezowej probabilistycznej funkcji gestosci p(x):

0, x <A-a;
2(x-(A-a)) A-a <x <A
a (2 B-2 A+a+p) '
2 A <x<B (10)
= s X 3
POO= w2 m+a +p
2-(b +P -x) B <x <B +p,
P-{2 B-2 A+a+p)
0,x>B+P

Probabilistyczna funkcja gestosci dla liczby rozmytej trapezowej o postaci (A,B,a,p) jest

definiowanajako p(x) - (10). Transformacje Mellina z p(x) (10) otrzymuje sie przez:

00 A-a A B B+p
Mx(s) =jxs p(x)dx= \ xs p,(x)dx+ jxs p2(x)dx+\xs p3(x)dx+ j x p4(x)dx
0 0 A

A-a B
(A-a/+-AH | (B+py+‘-BsH (1)
+ Ixs Pp5(x)dx = ’
5 (2B-2A+a +P)s(s +I) P
Sredniagm iwariancje er2dla transformacji Mellina mozna zapisaé jako:
m = Mx(2) (12)
a2=M x(3)-[M «(2)]2 (13)

Wada tej metody jest, ze rezultaty transformacji nie istniejg dla wszystkich wartosci s,
szczegOblnie wtedy gdy wymieniane w artykule zmienne sg dzielone. Na przyktad dla dowol-
nej zmiennej Y: y=1/x, gdzie x jest dowolng zmienng opisang rozktadem [0,1], transformacja
Mellina dla funkcji p(x) ma posta¢: My(3)=M(2-s)=1/(2-s). Aby znalez¢ E[y], trzeba wyliczy¢
My(2), ale ono nie istnieje. Gdy transformacja Mellina jest niewyznaczalna przy s=2 lub s=3
Park [6] oraz Young i Contreras [10] sugerujg inngtechnike, np. transformacje Laplace’a.
Przyktad 1

Dane sg dwie liczby rozmyte przedstawione na rys.4: qj=(30,50,5,15), q2=(33,55,1 8,10).
Ktéra z tych liczb jest wigksza? Maksymalny zakres obu liczb dla p = 0 jest taki sam, tj. 65.

M,i(2T) = 42,778, Maq,(3) = 1915278 => Mgi= 42,778, aql2= 85,321,

M@(2) = 41,741, M3) = 1867,880 => M= 41,741, aq2= 125,578.

Zgodnie zpodang wczes$niejzasadg, liczba rozmyta z wigksza Srednig jestklasyfikowan
wyzej. Jezeli $redniesg jednakowe, liczba z mniejszg wariancjg jestklasyfikowana wyzej.

Liczbarozmyta qi ma wiekszg $rednig i mniejszg wariancje. Wieksza jest wiec liczba q,.
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3.2. Porownywanie liczb rozmytych opisujgcych rozne typy wielkosci

Poréwnywanie liczb rozmytych reprezentujacych rézne typy wielko$ci zostato przedsta-
wione na przyktadzie poréwnywania wytrzymatosci rozmytej i naprezen rozmytych.

Normy budowlane dotyczace projektowania np. [15,16] wigzg naprezenia i obcigzenia za
pomocawarunku: omex < R, gdzie: amex- naprezenia maksymalne; R - wytrzymatosc.

W przypadku rozmytosci warunek ten wyglada inaczej. Nie da sie wyznaczy¢ ostrej grani-
cy pomiedzy naprezeniami rozmytymi i wytrzymatoscigrozmyts.

Wytrzymato$¢ rozmyta [7] jest to zbiér rozmyty, reprezentowany przez liczbe rozmyta
o wspotczynniku pewnosci p pomiedzy zero ijeden. Do opisu wytrzymato$ci rozmytej mozna
wybraé¢, w zaleznosci od sytuacji, dowolng rodzine funkcji. W artykule wykorzystano rodzing

funkcji trapezowych reprezentowang przez zbior sktadnikéw: m=(A,B,a,P), gdzie a=0.

1,Ra <R<Rb;

Rpi(R)- RB+RP ~ R o cR<Rrb +Rj3: (14)

O,R> RQ+R'9.

Wytrzymato$é rozmyta R = (0,Rb,0,Rp) przybiera posta¢ (rys.6. - linia ciggta). Podobnie
mozna przedstawi¢ naprezenia rozmyte er = (crAcTB.cra,crp), (rys.6. - linia przerywana).
Konstrukcjajest bezpieczna, jezeli [7]:
Clmaxti(X1,X2,...Xn) —Rmax,u(X],X2,..-Xn), (16)

gdzie: Xi,X2,...x,, 0znacza zmienne rozmyte.

[MPa]

Rys.6. Graficzna ilustracja wzoru (15)
Fig.6. Graphical illustration formula (15)

Mozna w uproszczeniu przyjaé wytrzymatos¢ jako liczbe ostra, przyjeta na podstawie
okreslonej normy projektowej, natomiast naprezenia traktowaé jako wartosci rozmyte.

Qmex;n(X1,X2,...X,,) < R (16)
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Za stuszno$cig takiego modelu przemawia fakt, ze na og6t wytrzymatos$¢ jest dobrze okre-
$lona i ma uzasadnienie probabilistyczne, natomiast na wielko$¢ wyznaczonych naprezen ma
wptyw doktadnosé przyjetego modelu obliczeniowego, doktadnos$¢ okreslenia obcigzen, do-
ktadnos$¢ wykonania konstrukcji. Zaktadajac wytrzymato$é w postaci ostrej, mozna przyjmo-
waé wieksze naprezenia dopuszczalne, bo wytrzymatos$¢ jest wieksza. W pierwszym podej-
$ciu (15) nie ma bowiem pewnosci, czy wytrzymatos$¢ osiggnie wartos¢ R (16).

Pewne oszczednos$ci moze przynies¢ wymiarowanie konstrukcji przy zatozeniu jakiego$
okreslonego poziomu ufnosci p, np. dla p=0,5 wzér (15) przyjmie postac:

Omax;n=0,5(X1,X2,...Xn) —Rmax;n=0,5(X1,X2vXn)j (17)

[vPa]

Rys.7. Graficzna ilustracja wzoru (17)
Fig.7. Graphical illustration formula (17)

Warunek (17), jest spetniony (rys.7.), chociaz dla tych liczb na poziomie ufnosci p = 0
wytrzymato$¢ jest przekroczona. Takie podejscie jest jednak mocno przyblizone, poniewaz
liczby rozmyte powstajgce w wyniku wykonywania operacji arytmetycznych na liczbach
rozmytych trapezowych nie zawsze sg liczbami rozmytymi trapezowymi.

Przykitad 2

Sprawdzi¢, czy poziom naprezen w $rodku rozpietosci stalowej belki obcigzonej ciezarem
wiasnym q i sitg skupiong P jak na rys.8 nie przekracza wytrzymatosci. Przyjeto, ze parame-
try moga zmienia¢ sie skokowo w sasiadujacych przekrojach, a wiec mozna je traktowac jako
parametry niezalezne. Belke wykonano za stali St3S o przekrojujak na rys.8.

Pk= 100 kN, 1=(9900,10100,100,100) mm,

R = 195 MPa (wg [15]), po fuzyfikacji wytrzymato$¢ przyjmuje posta¢: R = (0,195,0,0).

hi=(40,40,1,1)mm, bi=(490,510,10,10)mm, h2(990,1010,10,10)mm, b2=(20,20,1,1)mm
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bl

b2

Rys.8. Belka dla przykfadu nr 2
Fig.8. Beam for the example number 2
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W przyktadzie 2 wystepujg zarbwno parametry podane w spos6b ostry i za pomocg liczb

rozmytych. Poniewaz sita P podanajest jako wielko$¢ charakterystyczna w sposéb ostry i nie

ma szczegdlnych przestanek co do wartosci, jakie moze przyja¢ w przysztosci, niepewnos$¢ co

do jej mozliwej wielkos$ci zostanie uwzgledniona za pomocg wspotczynnika obcigzenia [17],

Yf= (Yfmin, YP00), gdzie: yimin= 0,9, yfmex= 1,5, PO=Pk 7 f, P = (90,150,0,0) [kN],

F = (Fmin ,Fmex,Fa,Fp), F = (0.039400,0.040600,0.002060,0.002140) [mZ],

Jx=(0.003848082734,0.004988870135,0.001919567900,0.002259296209) [m4],

xg= (0.270,0.290,0.0320,0.0380) [m],  xd= (0.729,0.792,0.078,0.094) [m],

Wxg= Jx¥xg= (0.013269251,0.018409115,0.007389635,0.011917941) [m3],

Wxd = Jx/xd= (0.004858690,0.006843443,0.002682037,0.004290453) [m3],

9 —(Ymin'Fmin ,ymax'FmexcYhim Fa,ymex'Fp), gdzie: y = (ymin,Yniaxj0,0), y —(78.5,80.5,2,5),

q=y-F, q=(3.092900,3.268300,0.236390,0.385970) [kN/m],

M=zdL+LL, M=(260.641891131,421.700035381,5.849488575,9.624245975) [kNm],
8 4

crg= (14.158,31.780,5.757,41.579) [MPa], od= (38.086,86.793,15.202,111.306) [MPa],

Og od
TT

0OMs\V-Too m

Rys.9. Graficzna ilustracja wynikéw w przyktadzie 2
Fig.9. Graphical illustration results for example 2

[MPa]
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4, Whnioski koricowe

Zastosowanie aparatu matematycznego opartego na teorii zbiorow rozmytych w miejsce
klasycznej algebry Boole’a rozszerza mozliwosci analizy obliczeniowej konstrukcji
na przetwarzanie danych o ostabionym determinizmie. Mozliwe jest np.:

- prawidtowe projektowanie konstrukcji pomimo niepewnos$ci co do rzeczywistej wielkosci
niektérych parametréw uzytych w obliczeniach,

- wyciaganie trafnych wnioskéw w przypadku niepetnych danych( badanie konstrukcji),

- 0szacowanie, jaki jest wptyw niepewnosci poszczegdlnych parametrow na wielko$¢ nie-
pewnosci koncowego wyniku.

Atrakcyjne jest to zwtaszcza w przypadku duzych, skomplikowanych obiektow inzynier-
skich, jak np. przekrycia stadiondéw pitkarskich, przestrzenne konstrukcje ciggnowe, mosty
wiszace i podwieszone.

Udane zastosowania praktyczne teorii zbioréw rozmytych w innych dziedzinach techniki
oraz przyktadowe potencjalne korzy$ci zastosowania liczb rozmytych opisane w artykule
wskazujg na potrzebe badan nad wykorzystaniem w budownictwie zalet teorii zbioréw roz-

mytych.
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Abstract

This paper concerns the problem of resistance analysis in the conditions of fuzzy uncer-
tainty. Author gives his own method of description such uncertainty by using trapezoidal
fuzzy numbers. In the paper are presented methods for comparison of trapezoidal fuzzy num-

bers, interpretation of resistance analysis results and determination of fuzzy stress.



