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ANALIZA KOMPUTEROWA KOMPOZYTOWYCH PRETOW
CIENKOSCIENNYCH O PROFILU ZAMKNIETYM

Streszczenie. W artykule tym przedstawiono opis wariacyjny kompozytowych pretéw
cienkosciennych. Zostaty podane podstawowe okreslenia geometryczne, kinematyka oraz

réwnanie wariacyjne tych ustrojéw. Poprawno$¢ przedstawionej teorii sprawdzono na przy-
ktadzie.

COMPUTER ANYLYSIS OF THE COMPOSITE THIN-WALLED BEAMS
WITH CLOSED CROSS SECTION

Summary. In this paper the variatonal description of the thin-walled composites beams
with closed cross-section is presented. The fundamental geometry relations, kinematics as-
sumptions and variatonal equations are given here. The correctness of the theory is checked in
the example.

Wtep

Prety cienkoscienne w przemysle znalazly szerokie zastosowanie, szczeg6lnie za$ w bu-
downictwie czy tez lotnictwie. W zakresie pretow izotropowych o profilu zamknietym pod-
stawy teorii mozemy znalez¢ w pracy W.Z. Vlasowa [10]. W Polsce badania nad tg tematyka
prowadzili: J. Rutecki [8], a ostatnio J.B. Obrebski [6]. Bardzo ciekawg pozycja z tego zakre-
su jest rowniez monografia A. Gjelsvika [2]. Podstawy MES-u w obliczeniach pretow cienko-
Sciennych mozemy znalez¢ w artykule G.A. Gunnlaugssona [4]. W ostatnich kilkunastu la-
tach rozwoj technologii spowodowal, pojawienie sie bardzo wytrzymatych, a przy tym lek-
kich materiatdw kompozytowych. Szybko je rowniez wykorzystano w budowie pretéw cien-
kosciennych i zastosowano przede wszystkim w przemysle lotniczym. Jedng z pierwszych
prac z tego tematu, a tyczaca pretéw o profilu otwartym, przedstawili N.R. Bauld i L. Tzeng
[1]. Szczegdlne problemy pojawiajace sie przy opisie teorii pretow cienkosciennych to wyste-
pujaca w tych ustrojach deplanacja. W tym tez kierunku prowadzone sg w ostatnich latach

doktadne badania. Bardzo interesujacg propozycje przedstawili A.D. Stemple i S.W. Lee [9],
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w ktorej przy obliczaniu numerycznym deformacji wyrdznili osobne ,,nody” stuzace do obli-
czania deplanacji.

W pracy tej przedstawiono opis stanéw przemieszczenia, odksztatcenia i naprezenia w
kompozytowych pretach cienkosciennych, bazujacy na teorii powtok walcowych, cienko-
Sciennych. Do rozwigzania réwnania wariacyjnego wykorzystano MES. Zastosowano przy
tym metode drugiego przyblizenia, zaproponowang przez J.B. Obrebskiego [7] w pretach
izotropowych, do obliczenia wspotrzednej wycinkowej i funkcji deplanacji dla pretéw kom-

pozytowych. Poprawnos$¢ metody zostata sprawdzona na przyktadach.

2. Kinematyka kompozytowego preta cienkosciennego

Rys. 1. Geometria kompozytowego preta cienko$ciennego
Fig.l. Coordinate system ofthe composite thin-walled beam

Pret cienkoscienny modelowa¢ bedziemy powtokg walcowg, cienkoscienng, wielowar-

stwowa, zamknietg sktadajaca sie z N warstw; grubo$¢ kazdej z k-tej warstwy oznaczymy

przez tk, por. rys. 1 Grubos$¢ powtoki przyjmujemy zaréwnah, tak ze h = "

Przy opisie geometrii powtoki bedziemy stosowa¢ dwa podstawowe uktady wspotrzednych:

- uklad ortogonalny O X,,z bazgortonormalng E,, zlokalizowany w $rodku geometrycznym
przekroju preta, o wspo6trzednej r, =re (0,L),

- ukfad lokalny O ¢j, z bazg ortogonalng e,, umieszczony w dowolnym punkcie O po-
wierzchni Srodkowej powtoki (punkty réwno oddalone od powierzchni zewnetrznych).

Zaktadamy, ze kazdy normalny przekréj preta ptaszczyzng x, =const,x, e (0,L), przy

przejsciu z konfiguracji poczatkowej do aktualnej - jest realizowany przez ruch translacyjny
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Ui .rotacyjny fi, ideplanacje. Sktadowe ul(xJ) wektora przemieszczenia «(*,) dowolnego
punktu O (x2,x3) (powierzchni Srodkowej) bedg miaty nastepujacag postac:

u(x)=Uxl+i2xr-a)E]Qi, (1)
gdzie:

u=ul(Xj)Ei , U=Ui(xi)El, ii =Qi(x)Ej, r —0El +x2SE2+x}SE}, fi, = .(L.1)

Natomiast sktadowe przemieszczenia {ii,(<A) w lokalnym uktadzie wspotrzednych O £,:

“1(6) Ui+ x3fi2—x2fi3-rufi,
{fifor- «2(4,) =" U2cos0+ U3smO+iitg -, (2)
A (6) -U 2sin# +t/3cos# +fi{p

gdzie przyjeto oznaczenie:
I, mib6»<' *o>>mE) FF«O - KT )G e e me»» ) (21)
Wystepujaca w réwnaniach (1) i (2) wspétrzedna wycinkowa at zostanie omoéwiona w dal-

szej czesci.

3. Stan naprezenia w kompozytowym precie cienkosciennym

Zajmowac sie bedziemy powtoka walcowa, wielowarstwowa, lecz nie kotowg skiadajaca
sie z N warstw. Kazda z warstwy k-tej takiej powtoki jest modelowana materiatem ortotro-
powym (jednokierunkowo zbrojona). Przyjmujemy przy tym zatozenie, iz: element preta
dsdx jest nieodksztatcalny w kierunku wspdtrzednej s lub inaczej odksztatcenie obwodowe

powtoki jest w przyblizeniu rowne zeru, a wptyw pozostatych sktadowych ea,yap na napre-
zenia ap jest pomijalny, czyli:ep =0 , {crfi = 0). Po uwzglednieniu tego faktu wzory na sity

wewnetrzne, a tym samym na naprezenia w precie-powtoce przyjma postac:

M= I\ A Au At B\ B\t
~ U Japd Nn At At B\t BeG.
y _ @
{M}= \‘_ _.] 7dz = B \\ B\t AI A((
E,\/ J Mn B\ B 66 A6 A¢

gdzie: M =[A],[5]1=1[B,].[Z)]=[a] - sa znanymi z teorii warstwowych powtok cienkich

macierzami sztywnosci.
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4. Rownanie wariacyjne kompozytowych pretéw cienkos$ciennych
Funkcjonat okreslajacy catkowitg energie potencjalng zapiszemy w postaci:

h [4=\ M 7W v - ){u}T{x}dv - i{uf {*)df, )

w ktdrym pierwszy czton okresla energie wewnetrzng odksztatcen sprezystych osrodka, a dwa
pozostate: energie potencjalng obcigzen zewnetrznych masowych i brzegowych. Pierwszy

czton funkcjonatu (4) mozemy po elementarnych przeksztatceniach zapisac:
wu=\\dx\dsi {f}7{a}de2=\\dx\{e* /i < <}{#, Nu A, Mn}ds, (5
zZo O Zoo

w ktorym odksztatcenia za [5] beda sie rownac:

f
E A, 0 o
I3I*:I§ 0 I3I5) u r& Aa 0
«2 (6)
° 3i2 ° 0 N fek k 0
ad20 iii) i :
R Si3  3f3fc IRI :I§6 ~ t " A} kKTMAG

co po podstawieniu zaleznosci (2) da nam:

Tr. 0 0 a! -k
- " 3 ! 2 W
0 s c S
=W )M
< 0 a* 0 0
0 -to g * (-* £+ £+ /> 4+ 10)S ke -ks
3
Wykorzystujagc w rownaniu (5) zaleznosci na sity wewnetrzne (3), otrzymamy:
w. =\)MAP FTL)ITIAL{a{u}da} =\) & \{u}r[w{-A{u}d" @)
gdzie: [a]= WUl [l
_[B] [D\
Drugi i trzeci czton funkcjonatu (4) zapiszemy:
{ulT{x}dV =){u}T{pldx, J{u}T\x]df = Ifj}T{p}E) (8)

gdzie: {{/}={l/, C2 /13 Q, ii2 Q3 Q}F?;{p}={« t2 t} ml m2 m2 bf
W wektorze {{?}wystepuja kolejno sity: osiowa i tngce, momenty: skrecajacy i zginajace oraz

bimoment (w wektorze {p }wystepujganalogiczne sity na brzegach x = o,x = L ).
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Ostatecznie funkcjonat Lagrange’a i jego wariacja przyjmakolejno nastepujaca postac:

T =\ WUITW{;*)IUd&dx - ){U ¥ {p}dx-{U F ©)

SIL[u\= W{BU}T[w (;*)tu}d dx-j{su}T{p}dx-{suf{pi. (10)

00 o
Jezeli w przedstawionych powyzej rozwazaniach wprowadzimy hipoteze Bemoulliego obo-
wigzujacaw klasycznej teorii ptyt i powtok cienkich, z ktorej tutaj wynika, iz:

= s Ge="t = (11

dx X

to wariacje energii wewnetrznych odksztatcen sprezystych osrodka zapiszemy:

0 0 0 0]Ki1 S35 Sy u\ A 00 s Ui

N 0o o 00 O
v =f 2 O 1w 7 =g YN *3x U2 .+ uz *(12)

—[ 0 0 0 00 O

“0 723 '22 l2a UJ *2. U3 u3
sn 0 7/ 1 1 s S s s. 00 J

I ico 20 om a 2 w@o_ G} .
K n\v ni 1

gdzie:
s2=J(4i*3 +A ,j)* -,S2m=\(2Di6s +2B]6x, +Bl6s(p-cio3+sw2)+Al6x3(p-cca3+ .ro2)}&;
0 0

Si = io(Au*z +Bllc)* i = i0(2 D\6c + 2B\(;x2 + B[6c{p ~ c0),i + 50>,2)+ Al6x2(P ~c0}.3 + sea2))* i

=i + Bil7)* 5 =](4A69 +4flicia+ 2690, - 093+ SLU2)+ 24 6<a(p-Ciad +i(U2):;
(6]

J = b(4£>66 + 4B66(p - c<a,3 + 50>2)+ (66(/>~c<»3+ *@®2F )* i722=JU 1*3 + A 112 + 2B 118x3)* i
0

hi~\[Aux2+ A ic2 +2BJ|iCXj)fe ; =j("niu2+0n?2+2S1]q'ia™ir; y4=j Auds ;
0 0 0
1 1

113=j(Anx2x3+Dnsc +Bu (sx2 +cx3))ds-,llol =\{AuakK3+Duqgs +Bu (ox!+qx3))ds\
(0] 0

13) =](/(,,iia2+D,,c? +B,, (iuc+42))*; S\, =j(2816+Ab(p-cm3+sco2jls sg charakterystykami

geometryczno-wytrzymato$ciowymi.

Po wprowadzeniu uktadu gtdwnego (scharakteryzowanego przez centralne osie bezwtad-
nosci, biegun gtdwny i gtowny punkt zerowy, w ktérym oblicza sie wspotrzedne wycinkowe)
wiekszos¢ wspotczynnikéw charakterystyk geometrycznych dwuindeksowych, o réznych

wskaznikach zeruje sie. W uktadzie tym lokalne warunki rGwnowagi zapiszemy:
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0 0 0
0 "»iP 0 0 PUE t2+m3
0 0 0 A i3-m2
0 0 ° \]ON Nodr2 _ A mX'b

5. Uog6lniona wspdtrzedna wycinkowa

Celem zdefiniowania wsp6trzednej wycinkowej, pojawiajacej sie w zwigzkach opisuja-
cych kinematyke preta cienkosciennego, wprowadzimy nowa warto$¢ przedstawiajgcg stan

naprezenia, a mianowicie strumien naprezenia stycznego, ktéry obliczymy:

r"M.®)= {tapdz- (14)
X

Rozpatrujagc kompozytowy pret cienko$cienny, obciazony momentem skrecajgcym, stwier-
dzamy, iz zalezno$¢ pomiedzy naprezeniami tnagcymi i katem odksztatcenia postaciowego

przyjmie postac:

%
\*aghdz = Af6r | - (15)

2
Jednocze$nie z wprowadzeniem zwigzku fizycznego (15) zastosujemy tez druga zalezno$¢

geometryczng, okreslajaca kat odksztatcenia postaciowego:

- * = “
Yxs = «U +<3.1 . S1 3= d%( (16)

Poréwnujac stronami réwnania (15) i (16), otrzymamy:
Jzds 5 t .
«dep) = = (17
OAe O

gdzie:

A
Funkcja co wystepujaca we wzorze (18) nazywana jest uog6lniong wspdtrzedng wycinkowa.
Jak wynika z réwnania (18), wspotrzedna wycinkowa jest zalezna od dwéch zmiennych i
s (za$ ijest funkcjg x2i x3). Najej charakter ma wptyw rozktad naprezen stycznych r , kté-
rego w poczatkowym etapie procesu obliczeniowego nie posiadamy. Dlatego obliczenia
przyjma charakter iteracyjny. Zaadoptujemy do pretdw kompozytowych metode Il przyblize-

nia zaproponowana przez Obrebskiego [7] dla pretéw izotropowych.
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W pierwszym kroku iteracyjnym wspotrzedng wycinkowg obliczamy, przyjmujac rozkitad

naprezen stycznych jak dla czystego skrecania (np.: dla pretéw o profilu zamknietym jedno-
komorowych ijednorodnych: co{s) =coA+coA/~F j , gdzie co=jpds). Przeliczajac zadanie
0

pierwszy raz znajdujemy rozktad naprezen stycznych r , ktore to podstawiamy do wzoru na

wspo6trzedng wycinkowa (18) i przeliczamy zadanie drugi raz (Il iteracja).

6. Przykiady

Poprawno$¢ powyzej przedstawionej teorii zostata sprawdzona na przyktadach. Do roz-
wigzania réwnania wariacyjnego kompozytowych pretéw cienko$ciennych wykorzystano
MES, budujac jednowymiarowy (ID) element skonczony o 14 stopniach swobody. Wyniki
otrzymane autorskim programem, napisanym w Matlab-ie, zostaly poréwnane z rezultatami
uzyskanymi za pomocg pakietu Ansys 5.4. W programie tym rozwigzanie otrzymano stosujac
warstwowe elementy skonczone typu powtokowego (3D).

Przykiad 1. Belka utwierdzona z jednej strony, o schemacie i przekroju jak na rysunku 2,
zostata obcigzona na drugim koncu poprzeczng sitg skupiong. Belka jest laminatem zbudowa-

nym z 5 warstw: szkto E / epoksyd o kodzie [0 90 0 90 0] i nastepujgcych charakterystykach
materiatowych: E]=45GPa, E2=12GPa, G =55GPa, vn =0.28. Grubo$¢ kazdej z

warstw f, = 0.5 mm . Na rys. 3 zostato przedstawione poréwnanie ugiecia belki otrzymanego

dwiema metodami.

3 |A T=0.I1[kN]
f
3 A
75[cm]
Rys.2. Schemat zadania Rys.3. Poréwnanie przemieszczenia U3

Fig.2. Scheme ofthe problem Fig.3. Comparison of the displacement U3
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Przyktad 2. Tutaj przeliczono zadanie o schemacie jak w przykt. 1, z tym iz na koncu preta
zostata przytozona sita osiowa powodujgca jego rozcigganie. Warto$¢ jej to N =0.\kN.
Przyktad ten réwniez przeliczono dwoma metodami. Przemieszczenia U, obliczone na korcu
preta (TT, = 750mm)wyniosty: Ansys (3D) - 5.4¢10-3mm, MES (ID) - 5.3¢10-3 mm. Jak

wida¢, réznica miedzy wynikami nie przekracza 2%.

WSPOLRZEDNA WYCINKOWA «(cm 4 ]

X,=50 X,=95
166 —
30J
_ 63 v
i
V—..c — L\
[ -16.6 166
-63 6.6
PRZEMIESZCZENIE U, [cm ] Kjsst

Rys.4. Schemat zadania
Fig.4. Scheme ofthe problem

Rys.5. Poréwnanie wspotrzednej wycinkowej i przemieszczenia U]
Fig.5. Comparison ofthe warping function and displacement U!

Przykiad 3. Belka utwierdzona obustronnie, o schemacie i przekroju jak na rysunku 4, zo-
stata obcigzona w Srodku momentem skrecajagcym oraz sita tnaca. Belka jest laminatem zbu-

dowanym z 5 warstw: szkto E / epoksyd o kodzie [15 -15 15 -15 15] o charakterystykach
materiatowych jak w przykt. 1. Grubos¢ kazdej z warstw i, = 0.1 mm. Poréwnanie rezultatéw
otrzymanych z | i Il przyblizenia oraz pakietem Ansys zostato przedstawione na rys. 5.

Przyktad 4. Dla schematu jak w przykt. 3, a o kodzie laminatu [0 90 0 90 0], zostaty wyzna-
czone przemieszczenia t/, w narozniku profilu, por. rys. 6. Globalny rozkfad tych przemiesz-

czen otrzymanych pakietem Ansys przedstawia rys. 7.

ANSYS 5.4
JUL 5 2000
15:13:37

-.177E-03

% -.137E-03

-.981E-04

- .589E-04

%} -. 196E-04
196E-04

. 589E-04
.981E-04
.137E-03
.177E-03

Rys.7. Przemieszczenie U,
Fig.7. Displacement U,
L [cm]
Rys.6. Poréwnanie przemieszczenia U!
Fig.6. Comparison of the displacement U,
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7. Wnioski

Przedstawione powyzej przyktady wykazaty dobrg zbiezno$¢ w przypadkach probleméw,
w ktérych wystepuje zginanie i rozcigganie, por. przykt. 1 i 2, gdzie wyniki otrzymane
dwiema metodami sg identyczne. Gorsza zhiezno$¢ wystepuje w przypadku skrecania, por.
przykt. 3 i 4. Jednak nie mozna tutaj poming¢ zalet zwigzanych z wykorzystania metody Il
przyblizenia. Z poréwnania | i Il iteracji, rys.5, mozna stwierdzi¢, iz rezultaty otrzymane z Il
przyblizenia swoim charakterem lepiej odzwierciedlajg wyniki uzyskane za pomocg pakietu
Ansys. Mamy do czynienia z nieliniowym charakterem wspotrzednej wycinkowej, a tym sa-
mym z nieliniowym wptywem deplanacji na przemieszczenie Ui i naprezenia normalne (w |
iteracji rozktad ten jest liniowy). Najwieksze korzysci, stosujac Il przyblizenie, uzyskujemy w
poblizu podp6r i miejsca przytozenia obcigzenia, gdzie rezultaty znacznie lepiej odzwiercie-
dlajg charakter zachowania sie preta, por. rys. 6. W Il etapie da sie réwniez zauwazy¢ kon-
centracje naprezen normalnych i przyrost przemieszczen w narozach preta. Niestety, jest to
okupione wiekszym naktadem obliczen. W metodzie tej tracg rowniez swoéj charakter sity

przekrojowe, ktére sg zawyzone ze wzgledu na obliczenia wg nowego bieguna.
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Abstract

In this paper the displacement, deformation and stress states in the thin-walled composite
beams with the closed cross-section, was presented. The beam was modelled with the closed
cylindrical multilayered shell. Variational equations of the composite thin-walled beams were
build. The second approach theory, as formulated by Obrcbski [6] in the isotropic beams, was
used to the solution of warping function in the composite beams. The FEM was used to the
solution of the variational equations. The ID finite element with 14 degree of freedom was
build. The first and second solution was compared with results obtained by the used Ansys

5.4 programme in which the 3D-shell element was used.



