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KOMPUTEROWE METODY ANALIZY PRETOW ZAKRZYWIONYCH
-ORTOTROPOWYCH

Streszczenie. W pracy zaprezentowano analize przestrzennie zakrzywionych pretow o
strukturze ortotropowej. W szczegdlnosci przedstawiony zostat opis geometrii, sformutowano
funkcje energii wewnetrznej oraz zwiazki konstytutywne. W opisie kinematyki zostata
uwzgledniona deplanacja przekroju preta spowodowana skrecaniem. Przykladowe zadanie
zostato rozwigzane za pomocg programu napisanego w srodowisku MATLAB oraz poréwna-
ne z obliczeniami otrzymanymi w programie ANSYS.

COMPUTER METHODS OF ANALYSIS OF SPACE CURVED BEAMS
WITH ORTHOTROPIC STRUCTURE

Summary. In this work the analysis of the space-curved beams with the orthotropic struc-
ture has bean presented. In particular the description of the geometry, formulation of the inner
energy and constitutive relations has been considered. In the formulation of the kinematics the
warping function has bean introduced. The sample exercise has been solved in program writ-
ten in MATLAB language and compared with the solutions obtained in the ANSYS program.

1. Geometria preta zakrzywionego

Rozwazamy pret zakrzywiony przestrzennie (ciato materialne B ) zanurzony w przestrzeni
fizycznej E3. Bedziemy przyjmowac, ze zbior wszystkich srodkéw ciezkosci przekrojow pre-
ta SM(x3) dla X 3e (SO,S.) wyznacza o$ preta L rozumiangjako zbior punktow Lc E1 ta-
kich, ze dowolnemu punkowi X e L przyporzadkowane bedzie otoczenie U(x)cz L homeo-
morficzne z przedziatem otwartym (a,b)a R . Zdefiniujmy w dowolnym punkcie M el,
figury Ht =(A/,A,,A2,A,), H2={m, AL A2 A3), w ktdrych przez A,, (aj ) oznaczono
wektory bazy podstawowej (dualnej) oraz tensory metryczne w bazie podstawowej (dualnej)
Au =A, mAj, (au=A2WJ). W innym punkcie N e SM okreSlamy figury
Q"=(N,G,Gj,G,) i =(n,G*,G2,G3) ztozone z punktu N , a takze wektoréw bazy

podstawowej (dualnej) G,, (gJ) oraz zdefiniujemy tensory metryczne bazy podstawowej
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(dualnej), Gu =G, Gj, (@u=G"' GJ) por. [1], [7], gdzie wektory bazowe w punktach
N i M zdefiniowane sg w postaci:
Ar =R (*,X3)r|~ 0, A3=R(2T3), , A7+Aj =<5 (1)
G, =G,(X\X3)=RIl, 7=123. )
Wektor R zdefiniowany w (1), (2) jest wektorem pozycyjnym dowolnego punktu N (nale-
zacego do obszaru SM), okreslony jest sumg promienia wodzacego R =R'i, =r(x3=5)

oraz kombinacjg liniowg wektorow bazowych A6 zdefiniowanych w przestrzeni osi preta L

(rozmaitosci jednowymiarowej).

R=R(xi',X3)=R(x3)+XrAl.,r =12 . 3)
Mozemy wykaza¢ por. (Suchubi [7]), ze pomiedzy wektorami bazowymi zachodzg zaleznosci
W postaci:
G ,=6>/A,, (aN¢T"G,), 4)
gdzie

<9/ =5] - (I- 0)5]Si +5]S80r ,
6T1 =i [05] +(- 0)5]5] -5]15]0r], ©)

-Sf , <9=det[0/].
w rownaniu (5) przyjeto oznaczenia 0 =1-BrXr, 0r =B]XA, gdzie tensory B] oraz

Br okreslone sg zaleznosciami:

*-{f£}m n 6>

Przyjmijmy teraz, ze dowolnemu punktowi osi preta Me L, przyporzadkujemy figure
H =(M, A,., Aj., Aj.), gdzie wektory bazy A,,,/ =1,2,3 tworzg tréjscian Freneta - Serreta.
Ta nowa baza jest zorientowana w przestrzeni w taki sposob, ze wektory bazowe figur
7, :A,,A2 oraz 7 : A,., A2 leza w plaszczyznie przekroju preta Su(x3) i sg obrécone
wzgledem siebie o dodatni kat tp, tzn. pomiedzy bazami zachodzg zaleznosci:

A,=<Ay.,

Al= AJAT .
Na podstawie wzoru (7) mozemy zapisa¢ zaleznosci okreslajagce formy B] i Br w bazie

Freneta - Serreta:
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Br =Ar -A3}=AX ', Br = Ar sA3=A?va. ,
K =Area, = < .< ; + (8)

=Ar-A,, =AITAr"v +ATAT,AA

2. Podstawowe zalezno$ci pomiedzy tensorami dwupunktowymi

Mozna wykaza¢, por. (E. S. SUCHUBI [8]), ze dla p6l wektorowych (tensory pierwszego
rzedu), tensor6w drugiego rzedu oraz pochodnych kowariantnych odpowiednio tensorow

pierwszego i drugiego rzedu zachodzg nastepujace zaleznosci:
T, =<9/7j, T =(ET1TI,Tj=CTI£O0)Tf, TI =&K I 7 ;
T, , f =0TJ. Tu={0")K{0-)LTK., Tu=0KOjTHK
T,=0fTK, T, ={0-"\fK,

k k= 1 , tuk =0 1,0 pTmk, tKk =(©-'i (- (&

3. Tensor odksztatcenia

Wykorzystujac zaleznosci (9), mozemy tensor odksztatcenia w dowolnym punkcie obszaru

preta w bazie G1<2>G), 2 *EK. = UKL +UI K zapisa¢ w bazie A7® AJ. Wspotrzedne ten-
sora E = EjjA 18>A J w tej nowej bazie moga by¢ zapisane w postaci:

2¢Er} =g r +0 (ur;3+0*Ura),
E»=0-"(U,,+0rUxr).

4. Hipoteza kinematyczna

Analizujac deformacje preta, przyjmiemy, ze przemieszczenie dowolnego punktu prze-
kroju jest traktowane jako superpozycja przemieszczenia w osi preta, obrotu wzgledem $rod-
ka ciezkosci oraz spaczenia przekroju preta wywotanego dziataniem momentu skrecajacego.

u(xi4X3)=u(z3)+Zda><g(x3)+Y (zd,Ar3)> (11)

gdzie

= -JA03A2—Ja02A1, = -4A0iA" +-JAO0'A3,. (12)



126 T. Krykowski

Pochodne wektorowego pola przemieszczeri moga by¢ przedstawione w postaci:
Ur = A* +<> A3 +M3(X)r A3,
U3=ur,Ar +n8JA3+ri{x")}Ai +'F}Hx )b, A* (13)
+X*0M JA*+ X *0a33A3.
5. Energia wewnetrzna preta

Analizujac sktadowe stanu odksztatcenia oraz przyjmujac zerowanie sie (w teorii liniowej
geometrycznie) skladowych stanu odksztatcenia EAr =0, ( =0), otrzymamy po
uwzglednieniu hipotezy Bemoulliego (/j = P2=0), oraz hipotezy Wegnera (zaktadajacej, ze
przekroj preta moze zosta¢ spaczony tylko w kierunku osi preta (/",, = K3+ W = 0)), energie

sprezysta dla pretdw zwartych w postaci:

EW :|\_(SA N3+SKI MA+SK2 M2+SK3 M3) dX3 , (14)
gdzie
r}=M3- B'uy- B2u2 ,
K =-A={—2B+2S2n, j + 2B2u23—B33 + (—B2BX—B2B2" X
+(- B]BI - BIB\>2+{%2B2+B,B\>3+jABfi'},
- 251%u - 25,x 3 + 8,733+ (- BB\-BIA>7,
+(- BisI - BIBI X +(- ABI - B2BI)u3+V7£D3}
K}=4j(-B2i,3+rc2,3 +(5251-S,fI* +(5250-5,52>2+V"?)).
.natomiast funkcje sit wewnetrznych moga by¢ zapisane w postaci:

V3= jt33dsS ,

F

Al, = Xr tBds, (16)

F
:\]WX A~cor\i 3r-dF .
F

6. Zwigzki konstytutywne

W pracy analizowany bedzie pret ortotropowy, dla ktérego zwiazki konstytutywne zapi-
szemy w bazie A, ® A: w postaci tu = C WKEla. W przypadku preta zwigzki konstytutyw-

ne moga by¢ zapisane por. [2], [4], [6], [7].[9] w postaci macierzowe;j:
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t'3 SB3 O 0 2EU

tBe= wm 5238 0 2 E?

t3 53 | E, .
Uwzgledniajagc w réwnaniach (16) zwigzki konstytutywne o postaci (17), pomijajac cztony
zwigzane z funkcjg deplanacji (pret zwarty) oraz wprowadzajac oznaczenia okreslajagce pewne
charakterystyczne wielkosci wystepujace w zwigzkach pomiedzy funkcjami sil wewnetrznych
a funkcjami przemieszczen o postaci:

I™ = £(X'Y (X2f 0-'dS , (18)

F
mozemy zapisac funkcje sit wewnetrznych w postaci:

a) sita osiowa

N3=S3B+\& ‘dS f3+SBB y[A\x*0-'dS KI-S3IZB M\x'0''dS k2; (19

F F F

b) dla zginania w ptaszczyznie OX2X 3

=S3B/y[A\XD-'dS r3+S3mA\(x1)20-'dS K '-S TBA\X'X D-'dS K2; (20

F F F

¢) dla zginania w ptaszczyznie OX'X3

M2=-Sm3jA\x'0-'dS r3-S BBA\X'XD-'dS K' +SBBA\(x')I0-'dS K2 ; (21)

F F F

d) moment skrecajacy

7. Analiza przykiadu

W pracy poddano analizie przypadek preta zakrzywionego przestrzennie o 0si
scharakteryzowanej krzywa $rubowg - por. rys. 1 Przyjeto, ze pret wykonanny jest z
materiatu Szkto S/Epoksyd. Przyjeto, ze pret jest obcigzony sitg FI =-1000 [n] w punkcie
S =S., oraz utwierdzony w punkcie S =S0. Analizowany przypadek linii $rubowej (por.
rys. 1) rozwigzano za pomocg standardowych elementéw skornczonych ramy przestrzennej, w
ktérych uwzgledniono zwigzki konstytutywne w postaci (19-29). Wskaznik skrecania /,

obliczono rozwigzujgc problem de Saint Venanta, por. [3], [5], stosujac do aproksymacji

funkcji naprezen 10- weztowe tréjkatne elementy skoriczone.
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Rys.l. Przypadek krzywej srubowej obciazonej w punkcie S =S, sita FI=-1000 [N] i utwierdzonej w punkcie

S=S0

Fig-1- A subject of helicoidal line subject to the force F1=-1000 [N] in S =S. and clamped at the end in the

point S =S0

Tablica 1

Tablice statych materiatowych i parametréw modelu krzywej Srubowej

Stale

wprowadzone
programie
MATLAJB

El
E2
E3
vi2

FI3

v23
G12

G13
G23

analizowanej w pracy

55E9 [ar/m*]

16E9 [w/m?2]
16E9 [w/m2]
0.28 [i]
0.28 ]
0.28 [i]
7.6E9 [w/m2]
7-6E9 [w/m 2]

7.6E9[w/m2]

Parametry modelu

R
H
B

Kat nachyl, krzyw.

¢t
Liczba warstw

20 [m]
1[m]
2 [m]

/6

Wyniki weryfikowane byly z danymi otrzymanymi z analizy modelu przestrzennego

programem ANSYS. Przyjeto podziat krzywej w ptaszczyznie przekroju na 64 elementy (po 8

dla kazdego boku). Model catkowity w programie ANSYS skiadat sie z 40960 elementow,

51921 weztow oraz 155520 stopni swobody.
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Przebieg zmiennosci dyskretnej funkcji przemieszczen Ul [ m ], w punkcie X1=0 [mj;
X2=0 [m]

BANSYS MATLAB
Parametr (>[deg]

Rys.2. Przebieg zmiennosci funkcji przemieszczen U1(x1=0, X 2=0)
Fig.2. The grid of the deflection function U](Xl =0, X2- 0)

Przebieg zmiennosci dyskretnej funkcji naprezen S33 [ N/mA2 ]
(konfiguracja nieosiowa),
w punkcie X1=0.5 [m]; X2=1 [m]

100000.00
80000.00
60000.00

& 40000.00

20000.00
-ftjoe
B -20000.00
-40000.004E 565

-60000.00 J e e TS i
0.00 45.00 90.00 135.00 180.00 225.00 270.00 315.00 360.00

m /2

-ANSYS -MATLAB —« —A Parametr ¢ [deg]

Rys.3. Przebieg zmienno$ci funkcji naprezen 533 =/33(jr't=0.5, X 2 = 1)
Fig.3. The grid of the stress function 533 =t33(a-1 = 0.5, X 2 =1)
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8. Whnioski konhcowe

Analizujgc powyzsze rezultaty, mozna stwierdzi¢, ze wyniki otrzymywane w programie
autorskim sg bardzo zblizone do rozwigzania otrzymanego z programu ANSYS. Biad otrzy-

many w wyniku analizy z reguly nie przekracza:
a) w wypadku przemieszczen Ul, A< 5%,
b) w wypadku naprezen t 33, zl < 20%.

Duze rozbieznosci wynikéw, wystepujace na brzegach S = S0, S = S,, sg spowodowane
uwzglednianiem (model brytowy zamodelowany przez program, ANSY'S) lokalnego spietrze-
nia naprezen, ktdre wywotane sg przytozeniem sity skupionej w punkcie S =S,, a takze po-
minieciem stopni swobody w weztach na brzegu S =S0, (efekt de SaintVenanta).

Podsumowujgc powyzsze rozwazania, mozna stwierdzi¢, ze przedstawiony w pracy model
w spos6b zadowalajacy opisuje zachowania sie anizotropowych liniowo sprezystych, zakrzy-
wionych pretéw kompozytowych. Wprowadzony w analizie numerycznej model elementu
skonczonego jest prosty, daje prawidtowe wyniki i pozwala na fatwe tgczenie elementu z
elementami powtokowymi; po zmianie sposobu aproksymacji, np. na trygonometryczna, ist-
nieje mozliwo$¢ operowania elementami skonczonymi charakteryzujgcymi sie wstepng krzy-
wizng i skreceniem. Pominiecie zatozen Eulera-Bemoulliego umozliwia tez uogolnienie ele-
mentu skofczonego na przypadek modelu Timoshenki. Sformalizowany opis matematyczny,
bazujacy na teorii powtok, ktory zostat stworzony z wykorzystaniem doswiadczen zawartych
w pracach takich badaczy, jak: E. $UHUBI, S. S. ANTMAN czy A. E. GREEN pozwala na
uogoOlnienie teorii liniowej, ortotropowej na: osrodki fizykalnie nieliniowe, zagadnienia dy-
namiczne; osobny problem zwiazany jest z teorig geometrycznie nieliniowg (superpozycja
wynikdw). W tych ostatnich badaniach liniowe rozwiazanie moze by¢ przyjete jak wstepne,

otwierajace iteracje.
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