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STATECZNOSC KONSTRUKCJI O PARAMETRACH
PRZEDZIALOWYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode badania statecznosci konstrukcji budowla-
nych o parametrach niepewnych. W tym celu obliczane sg warto$ci wasne i badana jest do-
datnia okreslono$¢ macierzy opisujacych ruch ukfadu dynamicznego wokoét potozenia row-
nowagi. Do analizy statecznosci uktadu ramowego wykorzystywane sg twierdzenia Soha,
Hertza i Rohna. Teoria jest ilustrowana przyktadem z zakresu teorii konstrukcji.

STABILITY OF SYSTEMS WITH INTERVAL PARAMETERS

Summary. In the paper the advanced method of analysis of loss stability for systems with
interval parameters is presented. The method uses interval arithmetic and technology. Stabil-
ity is analysed by calculation of extreme values of system eigenvalues. Theory is based on
theorems proved Soh, Hertz and Rohn for eigenvalues of symmetric interval matrices. The
theory is illustrated with the example from construction theory.

1. Wstep

Dynamiczny rozwdj techniki budowlanej i pojawianie sie nowych programdw obliczenio-
wych dajg projektantom nowe mozliwosci tworzenia coraz $Smielszych konstrukcji. Jednak
parametry materiatdw uzytych w obliczeniach wyznaczone sg z pewnym prawdopodobien-
stwem oraz obarczane wspdtczynnikami bezpieczenstwa uwzgledniajgcymi ich niedoskonato-
§ci. Alternatywnym rozwigzaniem, umozliwiajgcym uwzglednienie w danych opisujacych
konstrukcje niepewnosci uzytych materiatdw, moze by¢ zastosowanie w obliczeniach mate-
matyki przedziatowej. W metodzie tej parametry przedstawia sie w postaci przedziatow [min
warto$¢, max wartos¢]. Oznacza to, ze wielko$¢ opisana w ten sposéb moze przyjaé¢ kazda
wartos¢ z tego interwatu.

Praca ta jest prébg wprowadzenia do mechaniki budowli algebry przedziatowej oraz metod
analizy statecznosci konstrukcji budowlanych. Na podstawie prostych konstrukcji pretowych
zostang przedstawione algorytmy wyznaczania obcigzeri krytycznych, a takze problemy nu-

meryczne i obliczeniowe zwigzane z wprowadzeniem liczb przedziatowych.



134 T. Liszka

2. Liczby przedziatowe. Podstawowe oznaczenia i wlasnosci

Liczbe interwatowg definiujemy jako uporzadkowang pare liczb rzeczywistych [a, b],
gdzie a < b. Oznacza to, ze liczba interwatowa x moze przyjmowac z jednakowym prawdo-
podobieristwem wszystkie wartosci z przedziatu [a, b], co mozemy zapisac :

[ab]={x:a<x<b } 1)
Do przedstawienia liczb interwatowych zostang wprowadzone nastepujgce oznaczenia:
x=[ab], x=[xX]

Dla tak zdefiniowanych liczb konieczne jest réwniez zdefiniowanie dziatan algebraicznych :

r j_i_ ir . [a,b]*[c,d] = [min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, bc, bd)]
r r »tx««M I1>0 [a,b]/[c,a]=[a,b].[i/d,i/c] 2,
M -H4M)

Niestety, zasady wykonywania operacji algebraicznych, ktore doktadnie sg opisane w pra-
cy [3], powodujg wiele problemdw obliczeniowych wynikajacych z nowych definicji dziatan,
uwzgledniajacych przedziatowos¢ sktadnikéw. Najwiecej jednak problemdéw w operacjach na
liczbach przedziatowych powoduje to, ze nie sg spetnione warunki:

[a,a]-[a,a]*0, [a,a]/[a,a]*I, 3
a to zmusza nas do poszukiwania nowych metod, ktére najczesciej bazujg na wiasnosciach

liczb interwatowych i analogiach do twierdzen tradycyjnej algebry.

3. Statecznos$¢ ustrojow pretowych o parametrach przedziatowych

3.1. Kryterium statecznosci konstrukcji o parametrach przedziatowych

Pojecie ,,statecznos¢ ustroju” mozna rozumie¢ najbardziej og6lnie jako zdolno$¢ ustroju do
zachowania niezmiennego potozenia (i ksztattu) pod dziataniem danego obcigzenia. Pojecie to
mozna thumaczy¢ rowniez jako zdolno$¢ powracania ustroju do potozenia rownowagi, z kto-
rego zostat wyprowadzony przez dziatanie dowolnej, lecz niewielkiej przyczyny. Przed
ustrojem, ktory nazywac bedziemy statecznym, stawiamy zatem wymaganie matej wrazliwo-
ci na niewielkie zmiany danego obcigzenia lub danego potozenia. Bedziemy wiec analizo-
wac statecznos¢, a inaczej méwigc trwatos¢ potozenia rownowagi uktadu: ustroj statyczny -
obcigzenie. Jako podstawe oceny statecznosci przyjmowac bedziemy tzw. kryterium energe-

tyczne [1].
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Po tym wprowadzeniu mozemy rozpocza¢ analize statecznosci ustroju pretowego przed-
stawionego za pomoca réwnania:
Mg+Cqg+(K-K0)g=Q. 4
Roéwnanie macierzowe (4) opisuje ruch uktadu. Ruch ten okreslony jest przez funkcje
g=q(t), ktéra musi spetnia¢ réwnanie rézniczkowe (4) oraz odpowiednie warunki poczat-
kowe :
a(0) =q0, q(0) =qo ®)
Dokonujac pewnych uproszczen wynikajacych z analizy statecznosci przez pominiecie wpty-
wu thumienia i sit zewnetrznych, otrzymujemy:
Mg+ (K- KGq=0 (6)
Uwzgledniajagc w réwnaniu (6) niepewnosci parametréw ustroju, otrzymujemy réwnanie (7),
w ktérym macierze bezwtadno$ci, sztywnosci i sztywnosci geometrycznej sa interwatowe:
Mg+ (K-Kc)g=0. 7
Dokonujac w réwnaniu (7), opisujacym ruch uktadu drgajgcego obcigzonego duzymi sita-
mi osiowymi, podstawienia wykorzystywanego przy wyznaczaniu czestosci drgan wiasnych,
oraz uwzgledniajac, ze obcigzenia sa kombinacja liniowa parametru intensywnos$ci obcigzenia
S, otrzymujemy parametryczne réwnanie ruchu :
(K- SKg- c2M)q =0 (8)
lub w uproszczonej postaci A(S,co)qg =0, gdzie A(S,co) = (K- SKg- ci2M).
Zaktadamy, ze wektor q okresla potozenie, a wektor 8q o wspotrzednych dowolnych (lecz
matych) réwnowage te zaburza i powoduje zmiane energii potencjalnej Ep(q,S)=> Ep(g+6q,S).
Powyzszy zwigzek wyraza przyrost energii potencjalnej ukladu zwigzany z zaburzeniem
potozenia réwnowagi. Jesli przyrost ten jest dodatni, wéwczas badanemu potozeniu réwno-
wagi odpowiada minimum energii potencjalnej ijest to potozenie rownowagi statecznej. W
przypadku gdy przyrostenergii jest ujemny, réwnowaga osiggamaksimum lokalne, a rozwa-
zane potozenie jest potozeniemniestatecznym. Przejscie od jednego do drugiego stanu row-
nowagi nastepuje wowczas, gdy przyrost energii jest zerowy, a stan rbwnowagi okreslany jest
jako krytyczny. Na podstawie powyzszego kryterium [1] ukfad opisany réwnaniem (8) bedzie
stateczny, jezeli macierz:

AS,©) = (K - SKg - a2M) )
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bedzie dodatnio okreslona. Jednym z warunkow dodatniej okreslonosci macierzy A(Sff>)

jest, aby jej najmniejsza warto$¢ wiasna Amn(A(S,co)) > 0 [4], Tak wiec analiza statecznosci
polega na znalezieniu takiego parametru obciazenia krytycznego Skiyt uktadu drgajacego z
czestoscig ca, przy ktorym Anm(A(S,ca)) > 0.

Roéwnanie (8) pozwala na wyznaczenie i okreslenie zaleznosci dynamicznego wspotczyn-
nika obcigzenia granicznego S(ad uktadu od czestosci oo, z jaka drga analizowany uktad.
Przy zatozeniu co=0 mozemy wyznaczy¢ statyczny wspotczynnik obciazenia krytycznego;
przyjmujac S=0, mozemy wyznaczy¢ czesto$¢ drgan wiasnych.

W matematyce interwatowej wyznaczenie wartosci wiasnych jest bardzo trudnym zada-
niem, praktycznie polega ono na oszacowaniu skrajnych wartosci wiasnych: najmniejszej i
najwiekszej [A, AJ]. Sato jednak wystarczajace informacje do sprawdzenia dodatniej okre-

$lonosci symetrycznej macierzy przedziatowej.

3.2. Wyznaczanie obcigzenia krytycznego uktadu o parametrach przedziatowych

Przy wyznaczeniu obcigzenia krytycznego wykorzystywana jest znajomo$¢ przedziatu

[A, Al], w ktorym zawarte sg wszystkie wartosci wlasne macierzy interwatowej. Obliczanie
wartosci whasnych macierzy przedziatowych jest zadaniem bardzo trudnym. Stosujac algo-
rytmy tradycyjnej algebry, otrzymujemy wyniki obarczone duzymi btedami wynikajagcymi z
wiasnosci liczb interwatowych. W 1990 r. C. B. Soh [5] udowodnit twierdzenie, ktore po-
zwala na dokfadne obliczenie najmniejszej i najwiekszej wartosci wiasnej macierzy prze-
dziatowej. Twierdzenie to wymaga wyznaczenia minimalnych i maksymalnych wartosci wia-
snych dla 2” macierzy utworzonych z kombinacji wszystkich skrajnych wartosci przedzia-
towych elementéw macierzy. Ze wzgledu na duzg ztozono$¢ obliczeniowg konieczne byto
poszukiwanie nowych metod sprawdzania dodatniej okreslonosci macierzy interwatowych.

W 1992 r. D. Hertz [6] podat twierdzenia, ktére wymagajg do wyznaczenia przedziatu
[A, Al wykonania jedynie 2” operacji. Tak znaczne ograniczenie toku oblicze umozliwia
zastosowanie tej metody do badania statecznosci uktadow sktadajacych sie z wielu elementow
skonczonych. Skrajne wartosci wtasne macierzy przedziatowej A =[aij], b- <a- <c- obli-

czamy w nastepujacy sposob:

A= max A gdzie : A = maxxTA x (120)

Isis2"-"

A=min A A =minxTA'X
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dd gdy k=1 bkk gdy k=1
A' =[ald] ="'|cK gdy xkx, >0 A k*I1k Al=[ay] = bKgdy xkx, >0Ak * 1 (@)
by gdy xkx, <OAk*I Cy gdyxkx, <OAk=*I
B'={x:xeR"|x|=1} (12)

Wyznaczenie przedziatu,w ktérym zawierajg sie wszystkie wartosci wtasne macierzy
przedziatowej, pozwala nam naocene statecznosci uktadéw pretowych.Uktad opisany — réw-
naniem (8) bedzie stateczny, jezeli:

A(A(S>) >0 (13)

Nastepng z metod badania stabilnosci symetrycznych macierzy przedziatowych jest algo-
rytm wymagajacy sprawdzenia stabilnosci tylko 2" macierzy nieinterwatowych, przedstawi! i
potwierdzit dowodami matematycznymi w [7] J. Rohn.

Przedstawione kryterium modwi, ze koniecznym i wystarczajgcym warunkiem stabilnosci

symetrycznej przedziatowej macierzy A(S) jest, aby kazda z macierzy :

IACSIj  kiedy zz-=1

(AJ— . . (14)
[a(S)s Kiedy zizj=-I
byta stabilna dla kazdego ze Z, gdzie:
Z={zeRn;zZje{-1, 3 dlakazdego j}, i,j=12,..,n (15)

Reasumujac, konstrukcja pretowa opisana rownaniem (8) bedzie stateczna, jezeli wszyst-
kie minimalne warto$ci wiasne Xz obliczone dla kazdej macierzy A sg wieksze lub réwne
Zero:

rnin(kn(A,(S))>0 (16)

W pracy [8] przedstawione zostato twierdzenie redukujace analize dodatniej okreslonosci
symetrycznej macierzy o elementach przedziatowych do sprawdzenia dwéch warunkow.
Symetryczna macierz przedziatowa, ktdrg mozemy zapisaC A =[Ac- A, Ac+ A], jest dodat-
nio okreslona, jezeli spetnione sg nastepujace warunki:

i) Dodatnio okreslona jest macierz Ac,

i) p(|A-‘Ja) <1 17)

gdzie: Ac=y(A+A), A={(A-A), p(A)-spektrum macierzy A.
Przedstawione twierdzenia nie podajg nam wartosci obcigzenia krytycznego, dajg nam je-
dynie informacje o tym, czy uktad dla zadanych parametréw i przyjetego obcigzenia jest sta-

teczny czy niestateczny. Mozemy je jednak wykorzysta¢ do wyznaczania obcigzenia krytycz-
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nego Skiyt metodg przyrostowa. Nalezy w kazdym kroku obliczen zwieksza¢ parametr Sdo

momentu utraty przez macierz A(co,S) dodatniej okreslonosci; osiggnieta w poprzednim kro-

ku warto$¢ parametru intensywnosci obcigzenia S jest poszukiwang wartoscig Skiyt. Praktycz-

ne zastosowanie opisanych metod zostanie zilustrowane na przyktadzie konstrukcji pretoweyj.

4. Analiza przyktadow

Rozwaza¢ bedziemy uktad ramowy, ktdrego schemat statyczny przedstawia rys.l.

Rys.l. Schemat statyczny konstrukcji
Fig. 1. Static scheme of the structure

Przyjeto przedziatowe parametry opisujace te konstrukcje :

E= [2.0-10" 2.1101]Pa
A=[0.002863 0.002963] m2
f= [4.0677-106 4.0877'6]m4
p=[22.37 23.27] kg/mb
1=[4.99 5.01]m

Dla takich danych budujemy przedzialowe macierze sztywnosci, sztywnosci geometrycznej

i bezwladnosci, a nastepnie parametryczng przedziatowa macierz A(gj, S(p)) wg (8).

Po podstawieniu wartosci przedziatowych parametréw i zbudowaniu macierzy interwato-
wych mozemy metoda przyrostowg poszukiwac obcigzenia krytycznego.

Obliczenia rozpoczynamy przy (D=0 od wartosci obcigzenia p=0 i zwiekszamy je

w kazdym kroku o Ap =100 N, do momentu kiedy warunki statecznosci (13), (16) i (17) zo-
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stang niespetnione, czyli macierz A(co =0, S(p)) przestaje by¢ dodatnio okres$lona i nastepuje
utrata stateczno$ci. Uzyskana wartos$¢ sity p-Ap jest poszukiwanym obcigzeniem krytycznym.

Otrzymane wyniki zestawione sg w tabeli.

Kryterium Hertza Rohna Rohna
Warunek stat. (13) Warunek stat. (16) Warunek stat. (17)

Wartos$¢ krytycznego obcigzenia p 5300 5300 5100

[N/m]
Warto$¢ kryt. obc. p dla parametréw
doktadnych [N/m]

7400

Na podstawie otrzymanych wynikéw mozemy zauwazy¢, jak znaczny wpltyw na warto$¢
obcigzenia krytycznego ma uwzglednienie w parametrach opisujacych konstrukcje ich niedo-
skonatosci.

W powyzszych obliczeniach pominieto wptyw drgan (co=0), jezeli dodatkowo przyjmie-
my, ze ukiad drga swobodnie, to wyniki w ponizszej tabeli pokaza, ze utrata statecznosci tej
konstrukcji nastgpi juz przy czestosci co=0.71coo (too - czesto$¢ drgan wiasnych konstrukcji o
parametrach liczbowych i wynosi 19.748 rad/s). Kiedy ukfad drga z tg czesto$cig wartos¢
przytozonego obcigzenia p=0, a po jej przekroczeniu macierz A(SsO,<b=0.71a0) traci do-
datnig okreslonosc.

Wartosci obcigzenia krytycznego konstrukcji drgajacej swobodnie z réznymi czestosciami

i opisanej przez powyzej przyjete przedziatowe parametry zestawiono w ponizszej tabeli:

Czestos$¢ drgan

uktadu pkryt WQ Hertza (13) pkryt Wg Rohna (16)  pkryt wg Rohna (17)
0.0coo 5300 5300 5100

0.Icoo 4600 4600 4400

0.3co0 3200 3200 3000

0.5 cdo 1700 1700 1500
0.69<00 200 200 100
0.71coo 100 100 niestateczny
0.9c00 niestateczny niestateczny niestateczny
o niestateczny niestateczny niestateczny

Na podstawie dynamicznego Kkryterium utraty statecznosci wyznaczong czesto$¢ drgan
c0=0.71c00=19.748 rad/s mozemy uwazaC za czestos¢ drgan wiasnych konstrukcji

0 parametrach niepewnych.
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5. Podsumowanie

Po przedstawieniu kryteridw analizy statecznosci uktadoéw o parametrach przedziatowych
od strony teoretycznej, a takze po pokazaniu na przyktadach ich praktycznego zastosowania
mozemy stwierdzié, ze uwzglednienie niepewnosci parametrow ma bardzo znaczny wptyw na
warto$¢ obcigzenia krytycznego. Jak juz wspomniatem we wstepie, algebra interwatowa daje
nowe mozliwosci uwzglednienia w obliczeniach niepewnosci materiatdw. Pokazane tutaj
wprowadzenie liczb przedziatowych do analizy statecznosci konstrukcji jest tylko jednym
z wielu mozliwych zastosowan w budownictwie. By¢ moze prace nad tg dziedzing nauki po-
zwolg na alternatywne podejscie do problemdw niepewnosci materiatdw rdznigce sie w istot-
ny sposob od metod probabilistycznych.

Nasuwa sie pytanie, czy moze zastgpienie liczb przedziatowych liczbami rozmytymi, ktére
taczg liczby przedziatowe i elementy prawdopodobienstwa, pozwoli na uzyskanie lepszych
wynikow.
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Abstract

Creators of modem constructions, using material of unexpected properties, overcome

great depths and spaces with bold structures. Stability problems and sensitivity prob-
lems, with respect to dynamics influences, have basic meaning in modem constructions.
Application in calculation of interval algebra gives us possibility to take in to account
material properties determined with some probability.
The interval methodology was applied for stability analysis of structure’s construction
with uncertain parameters. An analysis of the stability problem needs calculation of cor-
responding eigenvalues. In interval mathematics it’s a very difficult problem. However
it’s often sufficient to determine only approximate extremes of those eigenvalues: the
smallest and the greatest ones. For practise it’s often a sufficient information to estimate
the constructions safety.

Theory is based on theorems proved by Soh, Hertz and Rohn for eigenvalues of
symmetric interval matrices. The theory is illustrated with an example from construc-

tion theory.
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