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NAPREZENIA TERMICZNE | DYFUZYJNE W CIELE
O TRANSWERSALNEJ IZOTROPII

Streszczenie. W pracy analizuje sie stan naprezenia spowodowany przeptywem ciepia i
masy w ciele o transwersalnej izotropii. Wykorzystujagc sformutowanie wariacyjne i program
ANSYS oblicza sie naprezenia w walcu poddanym dziataniu sprzezonego pola termodyfuzyj-
nego.

THERMAL AND DIFFUSION STRESSES IN BODIES WITH
TRANSVERSE ISOTROPY

Summary. In the paper the state of stress caused by the thermal and mass flux in a body
of transverse isotropy has been analysed. Making use of variational formulation and ANSYS
program, the stresses in a cylinder subjected to the operation of the coupled thermo-diffusion
field have been computed.

1. Wstep

Juz od dawna starano sie matematycznie opisa¢ procesy przeptywu ciepta i dyfuzji, ktore
to procesy stanowity istotny problem w dziatalnosci inzynierow. W klasycznym ujeciu-wy-
prowadzenie réwnania opisujgcego proces dyfuzji opiera sie na prawie Ficka, ktére wzorowa-
ne byto na prawie Fouriera dotyczacym przeptywu ciepta w osrodkach ciggtych nieodksztat-
calnych. W obu przypadkach mamy do czynienia z czastkowymi rownaniami rézniczkowymi
drugiego rzedu typu parabolicznego. Liniowe réwnania rézniczkowe dyfuzji i przewodnictwa
ciepta réznig sie jedynie oznaczeniami statych materiatowych i oczywiscie interpretacja fi-
zyczngotrzymanych wynikow.

W miare rozwoju technologii materialowej zaczeto dostrzega¢ wzajemne powigzania
wczesniej wymienionych zjawisk. Czesto okazywato sie, ze klasyczne prawo Ficka ma ogra-
niczony zakres stosowania. Odkryto caty szereg proceséw transportu masy nie podlegajacych
klasycznej dyfuzji. W efekcie prébowano stworzy¢ bardziej skomplikowane modele dyfuzji.

Podobnie byto z prawem Fouriera. W ogdlnym przypadku nalezatoby przyja¢ wzajemnie
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sprzezenie pdl temperatury, dyfuzji i pola mechanicznego. Dotyczy to gtownie materiatow
biologicznych i polimeréw.

Takze w budownictwie problematyka przeptywow cieplno - dyfuzyjnych sprzezonych z
polem mechanicznym jest jednym z podstawowych, jakie napotykamy w zagadnieniach na-
prezen technologicznych (np. przy dojrzewaniu betonu). Chcac w miare doktadnie opisa¢
podane wczesniej procesy, nie sposéb przyja¢ do rozwazan model ciata sztywnego, ktdry cze-
sto okazuje sie niewystarczajacy. Z elementarnych rozwazan natury termodynamicznej wie-
my, ze zmiany odksztatcen w czasie wywotuja przyrost temperatury i rozpraszanie ciepta, co
dowodzi istnienia wzajemnie sprzezonych pdl. Istniata wiec potrzeba stworzenia jednolitej
teorii, obejmujgcej oddziatywania procesu dyfuzyjnego, charakteryzowanego koncentracjg
dyfundujgcej masy, procesu cieplnego opisywanego polem temperatury oraz procesu od-
ksztatcania sie ciata wyrazanego przez wektor przemieszczenia i stan naprezenia.

W pracy zamieszczono wyniki (graficzne) obliczen pél temperatury, koncentracji wilgoci
oraz powodowanych przez nie naprezen dla Srednio masywnego elementu betonowego przy
zatozeniu nieliniowych wiasnosci mechanicznych dojrzewajgcego betonu (zaleznych od cza-
su) oraz przy przyjeciu modelu ciata o transwersalnej izotropii i zatozeniu wzajemnego sprze-
zenia pol temperatury i koncentracji wilgoci. Do wykonania obliczen numerycznych wyko-

rzystano program ANSYS, ktory w obliczeniach stosuje metode elementéw skoriczonych.

2. Problem brzegowy termodyfuzji dla ciala o transwersalnej izotropii

Rozpatrujemy ciato odksztatcalne, anizotropowe zajmujace objetos¢ V i ograniczone

powierzchnig A. Aby rozwigza¢ problem brzegowy termodyfuzji w ciele statym, nalezy zna-
lez¢ rozktad koncentracji c(x,t), temperatury 0(x,t) i przemieszczen ui(x,t) lub naprezen
0”™(1,t). Réwnania rézniczkowe opisujgce postawiony problem z pominieciem wptywow
dynamicznych i sit masowych maja posta¢ (por. [3], [6]):
- rbwnanie przewodnictwa ciepta:
To(OijEij +mO0 +/¢) = KIj0 ij + p cW, N

- rownanie dyfuzji:

@)
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- rbwnania przemieszczeniowe:

~ Gijiduki +uik).j=0y0, . 3)
W powyzszych réwnaniach przyjeto nastepujace oznaczenia:

0=T- TO- réznica temperatur, c —koncentracja, U; - wektor przemieszczenia, TO - tempe-
ratura odniesienia, e- =—(ujj +Uj,) - tensor odksztatcenia, Gijld, 0y, eu - macierze

wspotczynnikéw materiatowych, K*, Ky - macierze przeptywu ciepta i dyfuzji, m,/, n -
wspdtczynniki materiatowe, W - funkcja zrodet (ilos¢ ciepta wytworzona w jednostce czasu
lobjetosci), p - gesto$¢ osrodka, pc - zawarto$¢ cementu w betonie, k - wspotczynnik
wpiywu zrédet ciepta na ubytek wilgoci.

Do réwnan nalezy dotgczy¢ nastepujgce warunki brzegowe:
T(x,t) =f(x,t), xeS,, te <0,00); Kn» dA =h(x,t), xe S2, te <0,co);
n
K,, a6(§x,t-):k(x,t) (T-Th), xeS3 t6<0,00); S,uS2uS3=A, S,nS2nS3=0,
n
c(x,t) =c(x,t), xeS4, te<0,00); K, _d =g(x,t), xeS5, te(0,00); 4)
n
Kn g *~=m(x,t)e(c- cb) , xgs6, te(0,00); S4uS5uS6=A, S4nS5nS6=0,
n
ui(x,t) =ui(x,t), xeS7,te(0,00); ar.(x,t)nj =pi(x,t), xcS, te<0,00);
S7uS,, =A, S7nS, =0
oraz warunki poczatkowe:
Tx,t)=T(xX), xeV, t=0; c(xt)=c(x), xeV,t =0. (5)

Funkcje f (x,t), h(x,t), k(x,t), ¢(x,t), g(x,t), m(x,t), ui(x,t), P;(x,t), T(x), c(x) sa
odpowiedniej klasy regularnosci oraz traktujemy je jako znane.
Wystepujace w powyzszych réwnaniach macierze wspétczynnikéw materiatowych musza
spetnia¢ warunki symetrii [4]:
Gijkl = Gjikl > Gjjkl = Gjjik , Gjjki — Gklij , ©ij —®©ji , Cpy — (pjj . (6)
Ciato o tranwersalnej izotropii to ciato, w ktérym wiasnosci sprezyste pozostajg nie-
zmienne przy obrocie uktadu wspétrzednych wzgledem osi  X3. Jest ono charakteryzowane
przez 5 niezaleznych sktadowych tensora Gyki oraz 2 sktadowe tensorow ©y i qy (wg

[4], [5]). Macierz wspotczynnikdw dla takiego ciata wynosi:
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Gi 02 GB O 0 0
G, 0,3 0 0
08 0 O 0
lo]1=[giu]~ G4 0 0
o4 0
~NG,, - 0,2
fin. o o >, 0 0
®j]= en 0 foj]= eu O
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(7)

Biorac pod uwage powyzsze uwagi oraz przyjmujac brak wptywu pola mechanicznego na

zjawiska przeptywu ciepta i dyfuzji, rownania (1) - (3) dla ciata o transwersalnej izotropii

mozna zapisa¢ w postaci [3], [4]:

9 -D [ (0 n +0,22) + D 30,33 + K nv(C,Il +C .22) + K 3WC 33 + -

PCW
¢=D,W(C,U ®Cm) A3WCZ33+ W (0.11 0.22) ~3WO0.33 — (10)
G,,Ukkk + ~12 )Uf) + G+aUks + —Gj, + G|2)u, u + (GB+ G4)U3 =
= ®KKO.k+ i'Kc k>  k,7=1,2, k*7, (11)
G 44 (U3l "™mU322) "m® 33U 3,33 (0,3 O 44 )(U 1,13 U223) =;, ®330,3 + <»33C .3 =«
Powyzej wystepujace state spetniajg nastepujace zaleznosci:
Dn] _K, K,,/2 k #2 K,n b
= d T = K m 1
: TOm mp TOm mp Diw
kt K, n7 T _ K 33n7 _
w — 2 Fk!W~ 2 D|tw dh zl 9 B fuy, =—Ks3/
mp mp p

3. Wariacyjne sformutowanie problemu

W niniejszym punkcie przedstawiamy problem brzegowy (9) - (11) w postaci umozliwia-

jacej zastosowanie metody elementéw skonczonych. Cztony w réwnaniach uwzgledniajace

sprzezenie pol termicznego i koncentracji zostang ,,potraktowane” jako zrédta. Rozpatrywane

ciato dzielimy na elementy skonczone n-weztowe. Mozemy wyrazi¢ temperature wewnatrz

ciata za pomoca wartosci w weztach:
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0={N}T{ej, (12)

gdzie: {N}- wektor funkcji ksztattu, {Oe}- wektor wartosci temperatury w weztach.

nx| nxl|
Rownanie (9) mnozymy przez wariacje temperatury 89, catkujemypoobjetosci ciata
oraz korzystajac z twierdzenia Gaussa wykorzystujemy warunki brzegowefi]. Poodpowied-

nich przeksztatceniach dochodzimy do réwnania:

[CHW + ([Kib] + [Kn){9> ={Q[} + {Q:>+ {Q*K (13)
gdzie:
[C*]= J{N}{N}TAV, [Klb]= J[B]T[D][B]dV, [Ke&e] = fk{N}{N}TdS3,
{Q[}= J{N}hdS2, {Q:)= fk9{N}dS2, {Q‘}, = Jw'{N}dV.

W’=KMW(C.» +Cc2)+ KjW sz + W .
Pcw
Macierze wystepujace w catce [K'b] okreslone sa nastepujgco:

"Df 0 0
[D]= O d; o - macierz przewodnosci,
o o djf
T
{L}='|— — — " - operatorrézniczkowy, [B] = {L}{N}T.
[3x dy dzj

Rozwigzujac réwnanie (13), dostajemy temperature w punktach weztowych, natomiast
temperature w dowolnym punkcie obliczymy wg (12).

Identycznie rozwigzujemy réwnanie dyfuzji ze wzgledu na fakt, ze réwnania (9) i (10)
sg analogiczne. Problem petnego sprzezenia rozwigzujemy nastepujaco: najpierw znajdujemy
pola temperatury i koncentracji bez sprzezen, a nastepnie metodg kolejnych przyblizen roz-
wigzujemy réwnania (9) i (10), uwzgledniajac pole koncentracji w réwnaniu przewodnictwa
ciepta oraz pole temperatury w réwnaniu dyfuzji z poprzedniego przyblizenia.

Znajac pola temperatury i koncentracji, mozna rozwiagza¢ problem mechaniczny - znalez¢
przemieszczenia (odksztatcenia, naprezenia). Przyjmijmy, Ze na naprezenia majg wpltyw pola
temperatury i koncentracji oraz rozpatrzmy funkcjonat (energia potencjalna ukadu):

W =i J{Se°}T{a}dV. (14)

W powyzszym: {o}={o0,, 02 03 o3 0B al}\ {ee}={e}-je"} -|ec .

{={n e2 el eB eB eDLJT- wektor odksztatcen mechanicznych,
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{eh}=0{a, a, a3 0 O O}T- wektor odksztatcen termicznych,

lec}=c{P, P, P3 0 0 O}T- wektor odksztatcen dyfuzyjnych, ai - wspétczynnik roz-
szerzalnosci termicznej, Pi- wspo6tczynnik rozszerzalnosci dyfuzyjnej.
Zwigzki konstytutywne wyrazimy przez:

PI=[GKe", (15)
gdzie [G] dane jest wzorem(6), a wspdtczynniki rozszerzalnosci spetniajg nastepujace zalez-
nosci:

Gna,+G 1;»,+G 1A3=0,, , 261, +G3HA3=03 . (16)
Tak jak poprzednio obszar dzielimy na n-weztowe elementy skorficzone i wyrazamy

wektor przemieszczerh w dowolnym punkcie przez wektor przemieszczen w weztach:

{u}={u, u2 u3}x={N}{ue}, a7

gdzie: {N}- macierz funkcji ksztattu, {ue}- macierz przemieszczen weztowych.

3*3n 3nx|

Dokonujgc minimalizacji funkcjonatu (12), dochodzimy do réwnania [1]:
[Kel{ue}= {F*}+{F'}, (18)

gdzie: [K J= J[B]T[G][BIdV,{Ff}= j[B]TIGH{e.h)dV, {F¢}= J(Bjr[GHec}dV.

Wystepujaca powyzej macierz [B] wigzaca wektor odksztatcen z wektorem przemieszczen

obliczymy wg wzoru:

[B] = [LI{N}, (19)
6x3n 6x3 3x3n
d i d 1 d
0 0 0
dx 2 dz 2 dy
. d d d
gdzie: [L]= o 0 0 ' ' moperator rozniczkowy.
dy 2 dz 2 dx
1d 1 d
0 0

dz 2dx 2dy
Rozwigzujac rownanie (18), otrzymamy przemieszczenia weztow elementu, a z nich

tatwo mozna dosta¢ odksztatcenia i naprezenia.
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4. Przykiad liczbowy

analizowany element

d/2
"
J
Rys. 1. Analizowany walec Rys.2. Problem brzegowy
Fig.l. Analysing cylinder Fig.2. Boundary problem’

Rozpatrujemy walec kotowy o $rednicy d i wysokosci h z materiatu o transwersalnej
izotropii. Temperatura poczatkowa wynosi T(x) = TO , a poczatkowa koncentracja wilgoci

réwnajest c(x) =c0. Przyjmujemy, ze na zewnatrz walca temperatura jest stale réwna Th, a
wilgotno$¢ odpowiada koncentracji ej . Punkt Srodkowy walca nie przemieszcza sig, nato-
miast punkty na jego osi moga przemieszcza¢ sie tylko w kierunku réwnolegtym do osi.
Przyjmujemy takze, ze walec nie doznaje obrotu wokoét jego osi. Jedynym obcigzeniem kon-
strukcji sg nieréwnomierne zmiany pol temperatury i stezenia wilgoci. Wynika z tego, ze w
punktach na brzegu walca znikajg naprezenia normalne w kierunku prostopadtym do brzegu
oraz naprezenia styczne. Zaktadamy, ze w kazdym punkcie rozpatrywanego walca wytwarza-
ne jest ciepto W, ktore jest zalezne od czasu i temperatury (dane wg [7]). Przyjmujemy petne
sprzezenie réwnan przewodnictwa ciepta i dyfuzji. Nastepnie wyznaczamy pole przemiesz-
czen, ktore jest spowodowane dystorsjami wywotywanymi wptywami termicznymi i dyfuzyj-
nymi. Opierajac sie na [7], wplywy te znajdujemy oddzielnie stosujgc zasade superpozycji.
Analizowany walec jest przedstawiony na rys.l. Poszukujemy rozktadu temperatury T [°C],
koncentracji ¢ [@ ] i przemieszczen (lub naprezen) dla danych ponizej warunkéw poczatko-
kg
wych i brzegowych. Analize zadania przeprowadzamy w ukfadzie cylindrycznym (r, (p, 2). Ze
wzgledu na symetrie opisanego wyzej zagadnienia wzgledem osi walca (réwnan rézniczko-
wych, funkcji Zrodet oraz warunkéw brzegowych) mozemy przyjaé¢ do rozwigzania element
ptaski osiowosymetryczny. Ponadto zagadnienie posiada takze wasno$¢ symetrii wzgledem
ptaszczyzny prostopadtej do osi walca przechodzacej przez jego $rodek. Zatem mozemy

ograniczy¢ sie tylko do analizy ¢wiartki pokazanej na rys.2.
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50 d
Warunki brzegowe: brzeg r=0: d_ =0, d_c =0, u, =0, 0,3=0,
r r
brzeg z=0: — =0, — =0, u3=0, al3=0,
dz dz
brzeg r= " : N =hI(T-Th), N =hlw(c-cbh), 0, =0,
2 dr dz
°13 =
brzeg z= " : A =h3(T-Th), » =h3Wc-ch),033=0, 013=0.
2 0z Sr
Warunki poczatkowe: T=T0, c=co dlat=0, re (0,%), z€(0,").
Problem rozwigzujemy dla danych (wg [2], [8], [9]):

D* =0.00529 — , D'& =0.00317 — , Tw, = 0.3m0~3— , £L,3= 0.18 10'3— ,
1 h h WL h h
Dw=310-6% Kw:0.337?1’\, h, T= h3T= 120 hiw = h3w = 5.0

h mK m

p= 250~"-, /?7=2000-"-, T0=20°C,Thb=200C, k =3.125-10'4—, c0= 9.5-10"2" ,
m m K kg

ch= 20 10~2— ,oci = 105 —, a3=0.6-106—, (3 = 103, (3= 0.610'3, modut sprezy-
kg K K
stosci i wspotczynnik Poissona zmienne wg [7] oraz E3=0.6 E, , v3=v, |,
Gis = E ,d=4m, h=4m.
: 2?11-]v3)

Zaleznos$ci miedzy powyzszymi statymi sprezystosci a wystepujagcymi w (11) podano w [4],

5. Analiza wynikow i wnioski

ctaa (h]

czai [h]

Rys.4. Rozw6j koncentracji w $rodku walca
Rys.3. Rozwoj temperatury w $rodku walca Fig.4. Growing concentration of centre of cylinder
Fig.3. Growing temperature ofcentre of cylinder
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Rys.5. Naprezenia radialne termiczne Rys.6. Naprezenia radialne dyfuzyjne
Fig.5. Radial thermal stresses Fig.6. Radial diffusion stresses

Zadanie rozwigzano za pomoca programu ANSYS 5.4ED dla kroku czasowego At= 3.3 h
w poczatkowych 167 h oraz At = 16.7 h dla kolejnych 833 h. Lgczny czas analizy 1000 h. W
podsumowaniu pracy przedstawiono wyniki dotyczace $rodka walca oraz jego gornej po-
wierzchni.

Analizujgc powyzsze wykresy, stwierdzamy, ze uwzgledniajgc efekty sprzezenia pola
temperatury i koncentracji otrzymujemy wyraznie réznigce sie wyniki. Pierwszym narzucaja-
cym sie wnioskiem jest stwierdzenie, ze zawilgocenie materiatu powoduje obnizenie sie
temperatury, natomiast wyzsza temperatura jest przyczyng migracji wilgoci (por. rys. 3 i 4).
Zauwazalny jest jednak wiekszy wptyw pola temperatury na dyfuzje niz pola koncentracji na
przeptyw ciepta (por. [8], [9]). Obserwujemy takze nieznaczng réznice w naprezeniach ter-
micznych (por. [7]) oraz zdecydowang przy rozwazaniu naprezen dyfuzyjnych. W tych ostat-
nich mamy inwersje naprezen (w poczatkowym okresie naprezenia Sciskajace w srodku ele-
mentu, a rozciggajace przy powierzchni, w koncowym odwrotnie) przy uwzglednieniu efek-

tow sprzezenia, natomiast jej brak przy analizowaniu dyfuzji wg prawa Ficka.
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Abstract

The aim of the paper is to present transport of heat and mass problem in a transverse isot-
ropy deformable body. It is known that Fick’s law has a limited range of application. For ex-
act description of the fields we should take into account the coupled problem. In the paper the
fully coupled fields of temperature, diffusion and mechanical ones are analysed. Making use
of variational formulation the stresses in the cylinder have been calculated. To solve the

problem the FEM was used. The numerical analysis was done by ANSYS program.



