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OZNACZENIA

Ogélna konwencja oznaczen
Dla przejrzystosci pracy przyjeto nastepujace konwencje oznaczen:
1. Mate konicowe litery alfabetu #acinskiego oznaczajg wektory, przykiadowo
U V, Woeooao. w tym réwniez skalary.
2. Duze literyalfabetu #tacinskiego oznaczaja macierze, przykkadowo A. B,
C w tym réwniez macierze blokowe.
3. Duze literyalfabetu #*acinskiego 'pisane podwdjnie’l oznaczaja zbiory,
wyroéznione dla potrzeb pracy, przyktadowo A, B R S, T.
4. Duze litery “pisane” oznaczaja rodziny zbioréw wyréznionych dla potrzeb
pracy, przyktadowo P, H.
5. Kazdy 2z symboli wymienionych w pp 1-4 moze byO opatrzony symbolem
dolnym lub gérnym.
5.1. Symbole dolne i, j, k, 1 sg liczbami naturalnymi lub skoriczenie
elementowymi ciggami takich liczb, pisanymi z pogrubieniem Jako 1,
J, k, 1.
5.2. Symbole gérne i, J, k, 1, stosowane w odniesieniu do wektoréw, sa
charakterystyczne dla pracy i oznaczaja ciagi wektoréw.
6 . Mate wybrane litery alfabetu dacinskiego, przyktadowo e, f, g, h,
oznaczaja funkcje wektorowe lub skalarne.
7. Mate litery alfabetu greckiego, przyktadowo a, B, ... O0znaczaja
odwzorowania.
8. Oznaczenia inne niz wynikajace z powyzszych konwencji sa objasnione w

tekscie pracy lub w oznaczeniach szczegétowych
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WPROWADZENIE

Synteza prawa sterowania w warunkach niepewnosci jest stale aktualng
dziedzing badan. Problem syntezy praw sterowania sformutowany i rozwigzany
w pracy posiada cechy wyrézniajgace go spoSrOd innych probleméw tego typu.
Sa nimi przyjety model niepewnosSci ograniczonej w powigzaniu z metodg
zbioréw informacyjnych oraz dwie efektywnie wykorzystywane parametryzacje
tych zbioréw (elipsoidalna i wieloscienna) - nowa interpretacja
nieklasycznej struktury informacyjnej wynikajgca z wprowadzonych ograniczen
informacyjnych u bezposrednie modele sterowanego obiektUj pozwalajace na
Jednolite traktowanie problemiw syntezy praw sterowania Fformudowanych

konwencjonalnie oddzielnie dla modeli ID 1 MD.

1. Modele niepewnosci

Model niepewnosci ograniczonej jest intuicyjnie najbardziej naturalny.
W przypadku skalarnym oznacza on, ze mozliwe realizacje zmiennej niepewnej
o takim whkasnie, modelu niepewnosci nalezg do danego zbioru. Struktura tego
zbioru moZe byc dowolna.

Pierwsze proby wykorzystania tego modelu mozna znale2C w pracach [52],
[57]1, [63], dotyczacych teorii sterowania. Stosuje sie w nich okreslenia
""unknown but bounded errors', "bounded noise“, "set of possible states". W
pracach [7], [B] rowniez z zakresu teorii sterowania wprowadzono nazwe
"set-membershlp description of uncertalnty"™, majac by¢ mo2e na uwadze
zwigzek z teorig zbiorow rozmytych. Model niepewnosci ograniczonej bywa tez

nazywany "non-probabllistic model of uncertalnty* 1lub ‘“set-theoretlcal
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model", 14], 16], [Bl1, W rozumieniu intuicyjnym model niepewnosci
ograniczonej wykorzystywany byt réwnie2 w pracach [67-70].-

Zastosowania praktyczne modelu niepewnosci ograniczonej w dziedzinie
ekologii przedstawiono w pracach [20], [33], [46], zas w dziedzinie
mechaniki przykdadowo w pracach [3], [4], [5]l. [6]. Ogélnie stwierdza sie,
2e model niepewnosci ograniczonej powinien byc stosowany, jezeli liczba
danych pomiarowych jest zbyt mata dla okreslenia parametréw statystycznych
wymaganych w modelu niepewnosci losowej.

Efektywne operowanie modelem niepewnosci ograniczonej wymaga parame-
tryzacji zbioréw. Stad w zastosowaniach rozpatruje sie zbiory elipsoidalne
w odpowiednio wymiarowej przestrzeni rzeczywistej, parametryzowane przez
Srodek ciezkosci i dodatnio okreslong macierz formy kwadratowej oraz zbiory
wieloscienne parametryzowane alternatywnie przez wierzchotki, krawedzie lub
Sciany. Zbiory wypukde moga byc réwniez efektywnie okreslone przez parame-
tryzacje ich funkcji podpierajacej.-

Modelowi niepewnosci ograniczonej przyporzadkowa¢ mozna Tormalnie
réwnowazne modele niepewnosci losowej. Przykkadowo mozna przyja¢ rozkdad
réwnomierny na danym zbiorze lub rozkdad symetryczny wzgledem Srodka
ciezkosci tego zbioru. Zbidér ograniczony mozna roéwniez traktowa¢ jako
obszar ufnosci wyznaczony na podstawie (ograniczonej lub nie) gestosci
rozk¥adu. Przyktadowo obszar ufnosci odpowiadajacy wielowymiarowemu
rozktadowi normalnemu jest zbiorem elipsoidalnym.

Modele niepewnosci ograniczonej i losowej moga by¢ traktowane w pedni
Jednolicie w kategoriach teorii miary [13], [19].

W modelu niepewnosci rozmytej stopien przynaleznosci elementu do dane-
go zbioru okresla uartosc funkcji przynaleznosci przyporzadkowana temu
elementowi. Mo2e ona byc interpretowana jako "wartos¢ logiczna" wyrazenia

"element nalezy do danego zbioru™. Jezeli zbidr elementéw o réznej od zera
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funkcji przynaleznosci jest ograniczony, to funkcja ta moze by¢ parametry-
zowana rodzing zbiorow, z ktdérych kazdy odpowiada ustalonej wartosci funk-
cji. Parametryzacja taka jest szczeg6lnie korzystna w powigzaniu ze
skdadaniem maxyminowym wystepujacym w przypadku modelu niepewno$ci rozmy-
tej, wartoSC parametru nie ulega bowiem zmianie w wyniku operacji na zbior-

ach.

2. Synteza praw sterowania

Wyniki uzyskane w teorii sterowania i dotyczace problemu syntezy praw
sterowania w warunkach niepewnosci dotycza gtbéwnie problemu liniowo-
kwadratowego (LQ) przy niepewnosci o modelu losowym.

W sformudowaniu klasycznego [liniowo-kwadratowego problemu sterowania
stochastycznie optymalnego zaktada sie, ze warunek poczatkowy oraz addy-
tywne zakddcenia wh, sg dla k=1,...,N wzajemnie niezaleznymi zmienny-
mi  losowymi i dodatkowo wartos¢ Srednia wynosi zero dla k=I,.._.,N.
Przyjmuje sie réwniez, ze dopuszczalne prawa sterowania posiadajg strukture
informacyjna typu ‘'nested”. Przy powyzszych zatozeniach optymalne prawo
sterowania w chwili k jest linioua funkcja oceny wektora stanu wyznaczonej
na podstawie informacji pomiarowej dostepnej w chwili k

W ogdblniejszych wersjach problemu LQ [1,9,60! dopuszcza sie dowolne
charakterystyki probabilistyczne zmiennych losowych wh, v, k=1, .. _,N
uzyskujac prawo sterowania w postaci liniowej Tfunkcji oceny wektora stanu
uzupednionej o sktadnik zwigzany z predykcja zakdécen w réwnaniu stanu.

W przypadku sterowania stochastycznie optymalnego w problemie LQ ukdad
sterowania dekomponuje sie na podukdad wyznaczania warunkowej oceny wektora
stanu i liniowe w funkcji tej oceny prawo sterowania.

Osobny problem stanowi wyznaczenie oceny wektora stanu na podstawie
dostepnej w danej chwili informacji pomiarowej. Efektywne rekurencyjne

rozwigzanie tego problemu wymaga oprocz wzajemnej niezaleznosci zmiennych
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Xl’Wk’vk’ k=1 N zatozenia dodatkowo gausowsklch rozk¥adéw dla tych
zmiennych.

Podobnie Jak problem syntezy praw sterowania, roéwniez definicja struk-
tury informacyjnej [29] oraz kontrprzykdad Witsenhausena [64] [44], gdzie
dodatkowo zaktada sie rozkdady normalne, podawane sg w kontekscie losowego
modelu niepewnosci. Sugeruje to, ze model ten stanowi istotny element prob-
lemu i wphtywa jakosciowo na jego rozwigzanie.

W modelu niepewnos$ci ograniczonej przyjetym w pracy dany w odpowiednio
wymiarowej przestrzeni pzeczywistej ograniczony zbiér T okresla 4gcznie
mozliwe wartosci zmiennych niepewnych. W przypadkach szczegélnych (zbiory
elipsoidalne, wieloscienne) zbidr T moze by¢ parametryzowany.

Wzajemnie Jednoznaczne i zalezne od praw sterowania odwzorowanie zbio-
ru T Jjest zbiorem informacyjnym. W pracy wyrézniono trzy typy zbioréw
informacyjnych zorientowanych na roézne sformutowania problemu syntezy praw
sterowania.

Zbiory informacyjne typu R nadaja sie do probleméw, w ktérych model
sterowanego obiektu zapisany jest w konwencji zmiennych stanu. Odpowiedni-
kiem warunkowej oceny wektora stanu jest ogélnie rzut ortogonalny $rodka
ciezkosci warunkowego zbioru informacyjnego na podprzestrzen zmiennych
stanu. W przypadku szczeg6lnym, jesli warunkowy zbiér informacyjny spednia
odpowiednie warunki symetrii, kolejno$é rzutowania i wyznaczania Srodka
ciezkosci moze byc zamieniona. Wystarczy zatem wyznaczyé Srodek ciezkosci
niskowymiarowego warunkowego zbioru stan6w bedacego rzutem ortogonalnym
warunkowego zbioru informacyjnego na podprzestrzen zmiennych stanu.

Dodatkowo w Swietle wynikéw przedstawionych w pracy dla przypadku
modelu [liniowego wystarczy wyznacza¢ Srodki ciezkosci tzw. swobodnych
zblorow Informacyjnych odpowiadajacych zerowym wartosciom sterowan.

Nawigzujac do literatury dotyczacej zbiorowego modelu niepewnosci
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warto zauwazy¢, ze wymieniony warunek nie by} zauwazany. Przenoszac intui-
cyjnie wyniki teorii sterowania stochastycznie optymalnego starano sie
wyznacza¢ zbiory mozliwych stanéw 18], [13], [36], [401, [47]. [52]. [53]-

Powracajac do analogii z wynikami sterowania stochastycznie optymalne-
go przypomnijmy, Ze w problemie LQG problem wyznaczania warunkowej oceny
stanu moze byc parametryzowany 1 prowadzony rekurencyjnle (Ffiltr Kalmana).
Stad w przypadku ograniczonego modelu niepewno$ci poszukiwano parametryza-
cji zbiordéw prowadzacej do wynikdw o podobnym charakterze. Przykdadowo w
monografii [63] zakkada sie elipsoidalne zbiory *1, \/\/k Vk’ keH=1,...,N,
okreslajace mozliwe wartosci warunku poczatkowego oraz zakdécen w réwnaniu

stanu 1 réwnaniu wyjscia. Niestety, poniewaz suma Minkowskiego zbioréw

elipsoidalnych niejest zbiorem elipsoidalnym, konieczne jest w tym
podejsciu wprowadzenie aproksymacj i i operowanie rozwigzaniami
przybli2onymi.

W pracy pokazuje sie, ze dopiero zatozenie elipsoidalnoSci zbioru
+acznego o elementach .- --WN\V],...,v ) oraz konsekwentne operowanie
lintowymi przeksztatceniami, przekrojami 1 rzutami ortogonalnymi tego
zbioru pozwala na parametryzacje procesu wyznaczania $rodka ciezkosci
warunkowego  zbiorulnformacyjnego i przedstawienie go wpostaci
rekurencyjnej .

Jezeli oméwione warunki symetrii, dotyczace zbioru R,nie sg speknione,
technika przestrzeni stanu nie jest efektywna i1 stosowane powinny byc zbio-
ry informacyjne typu S.

Zbiory informacyjne typu T 1 zwigzane z nimi tw. zbiory zmiennych
zgodnych z pomiarami pozwalajag na formuktowanie probleméw syntezy prawa
sterowania w przypadku nieklasycznej struktury informacyjnej, jak réwniez
na nowa interpretacje istoty tej struktury przez wprowadzenie tzw. ograni-

czen informacyjnych.
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Przedstawiona w pracy oryginalna metoda syntezy prawa sterowania w
warunkach niepewnosci  ograniczonej, oparta na przeksztatceniach i
whasnosciach zbiorow informacyjnych, pozwala na uzyskanie wynikéw pojeciowo
rownowaznych uzyskanym w teorii sterowania stochastycznie optymalnego [11,
i1, [23]. [24]1, [59]., [601, [61]-

Modelowi niepewnosci ograniczonej moZna przyporzadkowa¢ réwnowazne
modele niepewnosci losowej. Najprostszy jest rozkdad réwnomierny na zbiorze
T. Mozliwe sa réwniez inne rozktady spedniajace odpowiednie warunki syme-
trii. 2 tego wzgledu do rozwazan przedstawionych w pracy wprowadzono licz-
bowe czynniki normalizujace, co pozwala na odnoszenie uzyskanych wynikéw do
rezultatéw problemu sterowania stochastycznie optymalnego.

2aletg podejscia przyjetego w pracy jest jawne uwzglednienie
istniejacych ograniczen na realizacje oraz wyeliminowanie funkcji gestoscl,
co pozwolito na uzyskanie bardziej szczegétowych wynikéw.

Przedstawiona metoda jest kompletna, definicje i whasnosci zbiorow
informacyjnych dacznie z rozwigzaniami przyk¥adowych probleméw zamieszczo-
nymi w rozdziale 6 1 1ich dowodami tworzg catosc. Nie ma potrzeby
odwotywania sie do poje¢ "zewnetrznych''. Jednocze$nie sama metoda, jak i
posta¢ uzyskanych wynikéw jest prosta, co pozwala na ich bezposredniag

implementacje numeryczng.

3. Przeglad zawartos$ci pracy

Ogélnie praca sklada sie 2z wprouadzenia, szesciu rozdziaktéw i
zakonczenia. Wyniki o bezposrednim znaczeniu aplikacyjnym,z ktérych kazdy
stanowi odrebna calcse, przedstawione sa w rozdziale 6. Odwotywania sie do
wczesniejszych rozdziatéw pracy wymagaja Jedynie dowody tych wynikéw. Wyni-
ki o znaczeniu poznawczym zamieszczone sa W rozdziaktach 2-5. Rozdziat 5

zawiera niekonwencjonalna interpretacje problemu syntezy praw sterowania
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zgodng z trescig rozdzialdw 2-4. Rozdziat 1 poswiecony Jest uporzadkowaniu
pewnych probleméw pomocniczych.

Przechodzac do szczegétowego oméwienia treSci pracy mamy:

W rozdziale 1 przedstawiono wybrane pojecia wystepujace w
sformutowaniu problemu syntezy praw sterowania. Ze wzgledu na ograniczong
objetos¢ pracy ograniczono sie do problemu renumeracji pozwalajacej na
jednolite traktowanie tzw. modeli ID i MD, problemu modeli bezposrednich
oraz probleméw wzajemnie réwnowaznych praw sterowania, a w szczegolnosci
warunkéw rownowaZnoSci dla bezposredniego prawa sterowania.

W rozdziatach 2-4 przedstawiono definicje i wkasnosci tzw. zbiordéw
informacyjnych wykorzystywanych w syntezie praw sterowania. W zakresie
zbioru 1 (rozdziat 2) przedstawiono zbiory zmiennych zgodnych z pomiarem
oraz rodziny tych zbiorOw okreslone przez formy rézniczkowe Pfaffa lub
réwnowazne ukdady rownari roézniczkowych o pochodnych czastkowych rzedu
pierwszego. Odpowiednio do tematu pracy szczegélng uwage zwrécono na
okreslenie warunkéw niezaleznosci wspomianych form rézniczkowych od praw
sterowania lub ich gradientéw. Wykorzystujac rOZnlczkowg posta¢ zbioréw
zmiennych zgodnych z pomiarami okreslono tzw. roézniczkowe ograniczenia
Informacyjne bedace warunkami réwnowaznosci klasycznych i bezposrednich
praw sterowania.

Zbiory informacyjne typu R* keH omawiane sa kolejno w rozdziatach
3, 4. Dla kazdego z wymienionych typow zbioru podaje sie jego definicje i
podstawowe whkasnosci. Jedng z nich jest stuszna w przypadku modelu liniowe-
go inwariantnosc miary Lebesgue’a wymienionych zbiorOw wzgledem praw stero-
wania.

Dla zbiorow typu S zastosowano parametryzacje odpowiadajgaca zbiorom
wielosciennym. Jezeli zbidér T, charakteryzujacy #acznie warunek poczatkowy
X, zakd6cenia Wy W W réwnaniu stanu, bdedy pomiarowe v, Vv

réwnaniu wyjscia jest wieloscienny (naprzyktad kostka), to réwnie2
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wieloscienne sa zbiory informacyjne oraz warunkowe zbiory informacyjne.
Srodek ciezkosci wielosciennego warunkowego zbioru informacyjnego mozna
przedstawi¢ w postaci analitycznej funkcji jego wierzchotkéw, a w konse-
kwencji w funkcji wartosci pomiaréw. W pracy wykorzystano w tyra celu po-
dziat symplicjalny zbioru wielosciennego (kompleksu komérkowego). Zamiesz-
czono obszerne przyktady ilustrujace wyznaczanie $rodka ciezkosci zbioréw
wielosciennych i jego zalezno$¢ od pomiardw.

Dla zbioréw typu R zastosowano parametryzacje odpowiadajaca zbiorom
elipsoidalnym. Jezeli zbidér T, charakteryzujacy +acznie warunek poczatkowy
X, zak¥o6cenia w, W réwnaniu stanu, bledy pomiarowe Vis---aVy W
réwnaniu wyjscia jest elipsoidalny, to réwniez elipsoidalne s3: zbiory
informacyjne, warunkowe zbiory informacyjne oraz ich rzuty ortogonalne na
podprzestrzen zmiennych stanu. W pracy zbiory elipsoidalne parametryzowane
sg przez Srodek ciezkosci i dodatnio okreslong macierz odpowiedniej formy
kwadratowej. Dla zbioréw informacyjnych i warunkowych zbioréw informacyj-
nych przedstawiono zalezno$¢ ich parametréw od parametréw zbioru T, modelu
obiektu oraz ciagu zrealizowanych obserwacji. Elipsoidalne warunkowe zbiory
informacyjne posiadajg whasnosc symetrii pozwalajgacg na operowanie ich
rzutami ortogonalnymi na podprzestrzen zmiennych stanu. Rzuty te sa warun-
kowymi zbiorami stanéw. Zaktadajac dodatkowo szczegdlng, blokowo diagonalng
postaé macierzy okreslajacej zbiéor T uzyskano zaleznosci rekurencyjne
pomiedzy parametrami warunkowych zbioréw stanéw. Otrzymane zaleznosci
posiadaja strukture analogiczng do réwnam filtru Kalmana.

Rozdziat 5 zawiera ogolng geometryczng interpretacje problemu syntezy
praw sterowania. Podstawg wyboru optymalnego prawa sterowania jest porzadek
w rodzinie obrazéw zbioru I, danego jako informacja a priori przez zalezne
od praw sterowania odwzorowanie podstawowe.

Rozdziat 6 zawiera zbidér przykdadowych probleméw syntezy praw sterowa-

nia, ktdérych rozwigzania analityczne znaleziono wykorzystujgc metode
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zbioréw informacyjnych. W przypadku zbioréw typu R polega ona na
przeksztatceniu dla kazdego keH zbioru T danego w przestrzeni zmiennych
x ,wM,vWM) w zbidér dany dla keH odpowiednio w przestrzeniach zmiennych
()ﬁ< ,WN ,vN\k,zk)_ Dzieki temu zadanie minimalizacji wzgledem funkcji uk(zk),
keH moze by¢ sprowadzone do zadania minimalizacji wzgledem wartosci tych
funkcji, przy ustalonej wartosci zk, keH.

Ustalonej wartosci zk odpowiada warunkowy zbidér informacyjny RMzk.
Niezalezno$¢ ‘'ksztattu™ tego zbioru od sterowan uk 1l jest podstawowa
wkasnosciag umozliwiajaca otrzymanie prawa sterowania w postaci liniowej
funkcji Srodka ciezkosci warunkowego zbioru informacyjnego.

Podobne postepowanie stosuje sie wykorzystujac zbiory informacyjne
typu S. Ré6znica polega na tym, ze zbiér T dany w przestrzeni zmiennych
(xi>wK ,vN) przeksztatca sie w zbior S, dany dla keH odpowiednio w przes-
trzeniach zmiennych (xj,WN,vN\k,zk). Nie wprowadza sie zatem zmiennej x»
reprezentujacej aktualny stan ukdadu, bowiem ze wzgledu na brak wymaganej
symetrii zbiér Xk nie stanowi iInformacji wystarczajacej dla sterowania,
Dalszy przebieg syntezy Jest analogiczny jak dla zbioréw typu R.

Wykorzystujac zbiory informacyje typu T i zwigzanie z nimi ograniczenia
informacyjne sformutowano zadanie syntezy praw sterowania dla dowolnej
struktury informacyjnej oraz pokazano przyczyne powodujaca, ze w przypadku
klasycznej struktury informacyjnej problem syntezy praw sterowania przy
wykorzystaniu modelu bezposredniego dekomponuje sie na odpowiednig liczbe
wzajemnie niezaleznych probleméw statycznych [29]. Dla odpowiednika kontr-
przykdadu Witsenhausena sformutowanego przy ograniczonym modelu niepewnosci
pokazano dlaczego pomimo liniowych rownan stanu i kwadratowego wskaznika
Jakosci nieliniowe prawa sterowania moga byc lepsze od liniowych.

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze w pracy przedstawiono elementy pozwa-

lajace na konstruowanie rozwigzan szerokiej klasy probleméw syntezy praw
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sterowania. Przyk#adowo kilka przedstawiono w rozdziale 6. Dwa z nich wyko-
rzystujace model w zmiennych stanu lub model bezposredni przy zatozeniu
klasycznej struktury informacyjnej prowadzg do praw sterowania o postaciach
analitycznych. Jako pomocniczy wystepuje w tych watkach problem wyznaczania
Srodka ciezkos$ci opowiedniego informacyjnego zbioru warunkowego.

Przyjeta koncepcja ukdadu pracy powoduje pewne trudnosci w jej odbio-
rze, przyktadowo czytajac rozdziaty 1-4 czytelnik nie wie jak zostang wyko-
rzystane “praktycznie" przedstawiane w tych rozdziatach liczne definicje i
twierdzenia. Jednym z uzasadnienn takiej koncepcji moze byc to, ze juz po
zakonczeniu pisania pracy udato sle, wykorzystujac jedynie rozdziaty 1-4,
uzyska¢ analityczne rozwigzanie probleméw syntezy maksyminowych praw stero-
wania.

Whasnosci przedstawione w rozdziaktach 2-4 mozna ocenié¢ réwniez z pozna-
wczego punktu widzenia, przykkadem sg tu tzw. ograniczenia informacyjne
ktére w zakresie przedstawionym w pracy nie daja jeszcze wprawdzie
mozliwosci rozwigzywania probleméw z nieklasyczng strukturg informacyjna,

pozwalaja Jednak na Jej nowg intrpretacje.



Rozdziat 1

ZAGADNIENIA POMOCNICZE

Model sterowanego obiektu, charakterystyka zmiennych niepewnych, typ
praw sterowania, struktura informacyjna 1 cel sterowania sa pojeciami
podstawowymi w problemie syntezy praw sterowania. Konwencjonalnie w
przestrzeni realizacji rozréznia sie modele ID i MD zapisane w przestrzeni
stanu lub jako modele bezposrednie. Modele typu MD przez odpowiednig
renumeracje argumentu moga by¢ sprowadzone do modeli ID. Prawa sterowania
sa fTunkcjami dostepnej Informacji pomiarowej, jednak dla potrzeb syntezy
przydatne sa pomocnicze prawa sterowaniatbedace funkcja przetworzonej
informacji pomiarowej. Prawa sterowania wraz z modelem tworzg tzw.
strukture informacyjna(ktérej typ decyduje o stopniu trudnosci problemu
syntezy. Cel sterowania wprowadza relacje porzadku w zbiorze praw

sterowania i umozliwia wybdér najlepszego.

1. Wyréznione argumenty i funkcje

Niech S={1,2,...} bedzie zbiorem liczb naturalnych zas 1=Ix..,x!

iloczynem kartezjanskim M egzemplarzy zbioru L

Ml M

K
Skonczenie elementowe  zbiory HO °, ﬁcl , Hcl 3, nazywamy

odpowiednio horyzontami zmiennych niepewnych, sterowan i pomiaréw. Ich

elementami sa ciagi: =(i ,...& ), i=(i ...@ ), L=Ci,...i )
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W pracy wyrézniamy dodatkowo podzbiory ctcMt. DucHu® DzcWz oraz rodzine
zbiorow DZ oznaczong przez }<Z -

Na zbiorach Mt’ LI]I ,ZW okreslone sa funkcje (ciagi) rozpatrywane w
pracy. Podstawowymi s3:

Zmienne niepewne

t:Ht—» Rq

Sterowanie

u: HU Rb

Pomiary

z: HZ-» Rp

ZauwaZmy, Ze og6lnie funkcja (ciag) f:H*Rn okreslona na skonczenie
elementowym zbiorze Hel moze byc przedstawiona w postaci wektora blokowe-
go, w ktérym n wymiarowe skkadowe blokowe odpowiadajg wartosciom funkcji
(ciggu) dla kolejnych (weddug ustalonego porzadku) argumentéw wybieranych
ze zbioru H.

Odpowiednio do powyzszej uwagi w pracy stosuje sie zapisy

D wektor blokowy, ktérego elementami sg wartosci funkcji f dla

argumentéw ze zbioru DcH, przy ustalonym porzadku w zbiorze D,

D wektor blokowy, ktérego elementami sg wartosci funkcji f dla

argumentéw ze zbioru DjMIj gdzie =z =zatozenia O ,D cH, oraz
chg . Porzadek w zbiorze D1\§ jest ustalony.

W szczegélnym przypadku, gdy M=I, stosuje sie réwnowazne zapisy:

fk =(f;.....
ko:(f'l_ﬂ fl-<) el
W tym samym przypadku i przy zatozeniu Ht= l5—I=ZH = H= {1 N} wyréznia

sie dodatkowo nastepujace funkcje (ciagi):
Warunek poczatkowy

b: (- Rn
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Stan

X: H>Rn

Zakto6cenie w réwnaniu stanu

w:  H>Rn

Zak¥6cenie pomiarowe

v: M=>Rp

Wielowymiarowy argument dyskretny w powigzaniu z wektorowg postacig
funkcji (ciagdw) t, u, z opisuje przejrzyscie realne problemy sterowania
oraz podejmowania decyzji. Przykkadowo w dwupoziomowym problemie decyzyjnym
wygodnie jest “numerowac” poszczegélne decyzje parami liczb, z ktérych
pierwsza oznacza numer poziomu decyzyjnego, druga za$ dyskretna chwile
czasu. Decyzja przyporzadkowana okreslonej powyzej parze liczb moze by¢
wektorem m-wymiarowym.

W rozwazaniach teoretycznych, a szczegélnie w zap isach operowanie
wielowymiarowym argumentem dyskretnym w powigzaniu z wektorowg struktura
funkcji nie jest wygodne. 2 tego wzgledu wprowadzamy procedure renumeracji
dotyczaca zaréwno wielowymiarowego argumentu, jak i funkcji wektorowych.

Ilustruje ja nastepujacy przykdad:

Problem oryginalny
Horyzont
H={ (,1),11,2)>.

Funkcja okreslona na zbiorze H ma postaC:

T: R2
T T
LD 1,.4.2)
LA a2

Problem po renumeracji
Horyzont

H{1,2,3,4>
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Funkcja okreslona na zbiorze Hre ma postaC:

f :H >R

re re
1:re,l = f:I.,(l,1> 1:re,2 = 1;., @.2r
re,3 = fz,(l,l) fre,4 = f2,(1-2)

Ogblnie niech f:H-»Rn bedzie dang funkcja okreslong na skonczenie
elementowym zbiorze HcO , zas v:{l n}xB-8 bedzie danym odwzorowaniem

renumeracji .

Oznaczmy
w ({I nixH)={1 N}=M
w(i, M 1 Jn))zk e {1..._. N}

Funkcja fpe:Wre = R otrzymana w wyniku renumeracji okreslona jest:
f="F
1 n

W dalszej czesci pracy nie bedziemy rozré2nia¢ horyzontow i funkcji

pierwotnych od tych, ktére zostaly otrzymane w wyniku renumeracji.

2. Modele uktadéw dynamicznych

Dyskretny liniowy i stacjonarny model dynamiczny zapisany w

przestrzeni stanu ma postac:

X
1

+ +
Axk Buk W os X

z =C +vV
k k
gdzie:
keH = {1....N>.
xk ,wkeRn, ukeRm, zk ,vkeRp,
AeRn*n, BeRnxm® CeRpxn.

Model (1) nazywamy wymuszonym, majac na uwadze skdadnik Bu™ wystepujacy w
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prawej stronie rdéwnan stanu. Modelowi (1) odpowiada model swobodny o

postaci:
Xok+1 =AX olz-wk
. (2)
Zok =Cx ok Vi
gdzie keH = {1 N>,

xOk ,WkeRn, ukeR , zOk ,vkeRp,

AeRnxn, BeRrixw CeRpxn.

W przypadku modeli (@), (2 zato2enie stacjonarnoSci ma tylko na celu
uproszczenie zapiséw 1 wszystkie rozwazania mozna powtdérzy¢é dla modeli
liniowych niestacjonarnych.

Dyskretny liniowy i stacjonarny model dynamiczny zapisany w
postaci bezposredniej ma forme:

z =h ( u.oo), (©)
kK tDtk Dy
gdzie:

kelH

-z
tDﬁ(z(tl: |er cH £ tleRq)

= =i 1
uDuk (u *.IeBk c_Hu, u|€Rm)

zkeRp.
Ten san model po renumeracji wektorowego argumentu 1 TFfunkcji
wektorowych moze byc zapisany w postaci:
z=h (t. ,u ), @
k Tkt D
gdzie:
keIHZ:{l N3>

tdﬂ(z(t . |eDtcht ={1... .Nl>,1 t eR)

uOUk=(u r leD uW, ={1... 'Nz}' u ?R)

2k€R.
W pracy stosuje sie réwniez uproszczone zapisy bezposredniego nodelu

dynamicznego w postaci:



z =h (t,W), ®
gdzie:
keH ={1,...N,>

t=tH =(tt:leHt={l ... _Ni>, "eR)
t

u=u, =(ui : IeHu~{1. ---N 2>, u ?R)
zkeR.
hv(t,u) jest funkcjg stata wzgladem zmiennych tn NIRRT réwng
t tk u uk
hk(ﬂDtk >UDuk h

Modele bezposrednie (), (4 nazywamy modelami wymuszonymi; odpowiada-

jJjace im modele swobodne otrzymujemy podstawiajac uq =0.

uk
3. Prawo sterowania
Definicja 1 Niech
1) uH:{l.... N2), Hg{l,...,N} bedg odpowiednio horyzontami sterowan i
pomiaréw, D , O ich podzbiorami, zas rodzing podzbioréw DM,

ii) y: IH>H bedzie przyporzadkowaniem informacyjnym,

iii) z=h (t.u)

u

Zol :hol OF

1

gdzie leH beda odpowiednio wymuszonym i swobodnym modelem bezposrednim.

Funkcje

D) u.=u gzyq?, |e|:|J
nazywamy i-tym prawem sterowania.

1)) uz=ug (zo_ym ). |eHLI

nazywamy i-tym nieaktywnym prawem sterowania,

iii) gﬁ\o‘ (z y«u>): \Y aju i(z ), ieH ,

r<J) u



- 35 -

gdzie y (i)=U yCD), nazywamy i-tym addytywnie zagregowanym prawem
Fi
sterowania,

™) b “Foi (cz).yadl): yl a_u (Zo y(|)) ieHu’
gdzie ya() jest okreslone jak w punkcie iii), nazywamy i-tym addytywnie
zagregowanym prawem sterowania.
Jezeli w szczeg6lnosci przyporzadkowanie informacyjne y Jest takie, ze
y()={1 i>£HZ, ieH u
oraz model bezposredni moze by¢ zapisany w postaci:
z »h"Ct.ul 1),
to prawa sterowania wymienione w punktach i)-iv) przyjmujg postacie:
ul:ul(zl), ieHU
us=ug (26), ieHU
1

q,=qi(zD= Z au (2J), ieHu
¥

i
1
IR (ZO) £ ) I(é‘])’ ieHu'
Jezeli bezposrednie modele dynamiczne, odpowiednio wymuszony i swobod-
ny maja postacie:

zJ :hoJ (t)+p‘J b, p‘J =0, JeH2 ,
z Oj*h o ®,

to dla kazdego ieHu pomiedzy prawami sterowania u; (z1), Uol (z&) zachodzg

zwigzki
Uy @D=ug @ d @EH)3u @D, ©)
u, @D=u, @ . £ @ DDYEDY- Q)

Bezposrednioz postaci modelu, zatozenia p~10)~ dla JeH oraz

postaci praw sterowania u~Czll), keH mamy:

20§=V pjQv zl) Vi @)

zOj =zJ—dj (1)),
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dla jeIHZ_ Rozpisujac jawnie zg uporzadkowany do postaci wektora blokowego
otrzymujemy:

Z(]J_:Zl

202:22 —d2 (zD)

_ 1-1
zol—zl—d’1 @ )
lub w zapisie zwartym:
1.1 i |
zo—z - ;;1’1 z ),
co po podstawieniu do uOi(Z&) w miejsce zé uzasadnia (6)- Dla uzasadnienia

() podstawiamy za z* w wyrazeniu na u((zl) uporzadkowane do odpowiednich

wektoréw blokowych postacie

z27z:P G ) Uota1 @51

zJ:zOj +C (z(-)l )-

Jezeli swobodny i wymuszony model dynamiczny dane sa w zmiennych stanu

w postaciach:

= +
Xoktl AXok w

k 1
= +
zok de( vk kelH
X =AX + Bu +w ,X
k+1 k k k 1

=Cx v, lH,
to dla kazdego kelH pomiedzy prawami sterowania u (), q1 (z&) zachodza
zwigzki :

o) (zo)zud (zI- CY. A1 I"JB ulcz.]))zui (zD), (8)
F
1-1
u(zh=u(zk C jft Al'1JB Uy, @D)=u,, - ©

Wykorzystujac zaleznosci

i z2 -CBu @)

ZECy A™ B urtzsy =
v i-i

z,-CY A B u (zJ)
J=i 1



- 37

podobnie
o1 1
1-1 zZ, - C Buol (zo)
il- Gy A¥1JB u, (28) =
Fi 11

- CJ,}/1 A1'1'3 B uOj (28)

ol

otrzymujemy uzasadnienie zwigzkow @), (9)-
W charakterze dodatkowego komentarza rozpatrzmy nastepujacy schemat.
W chwili k=1 funkcje ul(zl), ug, (zOI) sa identyczne poniewaz 2=z -
Zat6zmy , Ze w chwili k-tej dane sa funkcje ul(zL), u01(29, i=l,.._,k.

Jezeli w chwili k+l dana jest funkcja u, (zk+l) to rownowazng jej funkcje

okt (zk<1) wyznaczamy nastepujaco:

kl)uk+|tzkl+ 6])/ A (iu))

o k+l
Jezeli natomiast w chwili k+l dana jest funkcja Us ket (z(l)<+1)‘,to réwnowazna

jej funkcje wyznaczamy :

k
)= AS kel i s
T Y=u c;_( A B u @'

ok+1
1=1
JeZell prawa sterowania ul(zl), ieIHU wraz z modelem bezposrednim
zZ, :hoj (D)+P uF\ JeHZ

tworzg zawierajaca sie strukture informacyjng, to prawa sterowania

a; (z1) "aii ... 0 uy (1)
- u
- A g SN 2) .

gdzie A=[a((d Jest nleosobliwg macierza trdjkatna dolng, tworzg réwniez

zawierajaca sie strukture informacyjna z modelem bezposrednim
z. =h _(©)+P A’1uJ*1, JelH .
i o z

Stusznosc powyzszego stwierdzenia wynika z faktu, Ze trdéjkatna dolna
macierz agregacji nie zmienia uporzadkowania decydujacego o strukturze

informacyjnej .
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Definicja 2. Niech H&={l,...>Nj}, ~={1, .., ,Nz> beda odpowiednio horyzonta-
mi  zmiennych niepewnych 1 sterowan. Funkcje g”~gjit) nazywamy i-tym
bezposrednim prawem sterowania.

Niech t"=(t",t") bedzie segmentacja wektora t taka, Ze dim t’r,
dim t2:Nl—r.

Uktad Tunkcji skalarnych (dla uproszczenia pomijamy dalej indeks

ieS" okreslajacy numer bezposredniego prawa sterowania)

g (t;.t7)

z (t7,t;)

z ktérych kazda okreslona jest w zbiorze TcR 1 i posiada w nim ciagte
pochodne do rzedu drugiego wkacznie, Jest fTunkcjonalnie zalezny wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz

3g zdl n o 3g I/at " agl/atz’ BIDIRERE |/at2, Y

az i/atu .. .azl/at Ir azl/atz’ .. .azl/atz,

r+1 N

@o)

az /at ...az /at az /at ...az/at
r 1 r Ir r 2, r 2

r+l , N
w kazdym punkcie (t",t")eT posiada rzad nie wyzszy niz r. Oznaczmy:

Bi(t)=(ag¥/atn

vV o otir 1"

«ytwag/at 2/at, \)

az _/at ...az /at

1 n 1 Ir

At(P)=

azlr/at]_1L . .azr/at I

azl/atz’ P .321/at2, N
A2 (D)=

3z /at ...az /at
r 2, r+l r 2,N

Macierze A"t), (t) wyznaczane sg na podstawie funkcji
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zi=z)(t), 1=1,...,r.
Zauwazmy, 2e te same macierze moga by¢ wyznaczone roéwniez na podstawie
funkcji

Zi=hi (£ g (A)) 1 121 ol -

gdzie g(t) jest funkcjag wektorowa tj g(t)=[g (v),.--,g (©)]- Mamy zatem

AT (B)=Hi ()+F(t)Ci (D), (V)
A2 (t):HZ(t)+F(t)GZ(t), (12)
gdzie:
ah /at ...ah /at
1 u 1 Ir
Hx ()=

ahr/at]_,L ...ah r/at Ir

ah_/at ...ah_/at
1772, r+l 1 " 72,N
H2 (t)=
ah/at ...ah/at
r 2, r+l r 2,H
ah/Sgj -.-ah/ag”
F(D) §
ah /agt ... 3h /dg"
agi /atij...agi /atip -
Gi(o)=
sgH /at e--ag /at
2 2
ag, /atz, e 89 /atz, M
G, (t)=

ag., /at ...ag /at
N2 2, r+l Ny 2,N1J

Wykorzystujac powyzsze oznaczenia mozna przepisa¢ macierz J w postaci:
Bic® i BzM®
A®O | A®

Zaktadamy, ze pomiary z/~t), 1=1,...r tworza ukdad TFunkcjonalnie

niezalezny, zatem rzad macierzy A(t)=C(Ai(® Ct)l wynosi r oraz, ze r



- 40 -

pierwszych kolumn tej macierzy tworzy ukdad liniowo niezalezny. Inaczej
zaktadamy, 2e dla kazdego tetl rzad macierzy A~t) Jest réwny r.

Na to, by rzad macierzy J byt réwniez r, wystarczy zapewnié¢ wobec
powyzszego, by wyznacznik kazdej macierzy uzyskanej przez dopisanie do
macierzy

BAL)

A @®
dowolnej kolumny

Baj(t)
j=r+l N

vV 9

byd roéwny =zeru. Wykorzystujac wzér na wyznacznik macierzy blokowej
otrzymujemy warunek:

det(B2J (13—Bl (t)Al_l (t)A2 ())det A+ -0, j=r+l,-—-N 1
Poniewaz z zaltozenia det Ai(t)*Ooraz B g) jest funkcja skalarng, to
otrzymany warunek upraszcza sie do postaci:

B2j(©)-Bi () A“F(D)A2(D)=0, j=r+l.._..
Zauwazmy . 2e powyzszy  ukdadwarunkéw  mozna zapisac +acznie w

nastepujacej postaci macierzowej:

B 5 (t)-B 1 (t),lA_l C})A (t30. (¢K))
Uwzgledniajac dodatkowo wyrazenia (A1), (@2) dla macierzy A™t), Az(®
otrzymujemy:

Bz(t)—B 1(t)1(H ® +FM® G 1(t) )21(H ® + F() Gz(t)):O. (7))

Warunek (13) lub (14) zapewnia, ze i-te bezposrednie prawo sterowania
g((® jest funkcjonalnie zalezne od pomiaréw zD=1z ,...,z ) przyporzadkowa-
nych mu przez odwzorowanie y, tj y(i)=B. Warunek (14) jest tozsamy z rézni-
czkowym ograniczeniem informacyjnym odpowiadajgacym prawu sterowania g (

(patrz rozdziat 2 p.3).



Rozdziat 2

ZBIOR INFORMACYJNY T

Zbior T dany jako informacja a priori okresla dgcznie mozliwe wartosci
zmiennych niepewnych wystepujacych w problemie. 0Ogélnie wymaga sie by zbiér
T byt catkowalny w sensie Lebesgue’a.

Zbiér 1 moze by¢ przedstawiony w postaci sumy zbioréw zgodnych z
pomiarami. W przypadku modelu liniowego rodzina zbioréw zgodnych z pomiara-

mi jest niezalezna od praw sterowania.

1 Zbiory zmiennych zgodnych z pomiarami

Niech. H={1, ..-.N,}, *={1.... N2>m Hz=U. .._,N3> beda horyzontami
odpowiednio zmiennych niepewnych, sterowan i pomiarow® zas DV,
dowolnymi podzbiorami zbiorow 8, ktOre w przypadku ogélnym sa
wynikiem renumeracji problemu pierwotnego (patrz rozdziat 1).

Model bezposredni ma postac:

zizhl(tDt,uD ), DcH.DcH ieH_.
u

Dalej dla uproszczenia notacji model powyzszy zapisywany bedzie w postaci
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Niech D:{il ir}£IH , r<N1 bedzie danym zbiorem. Uk#ad

z(=h( W
i

z4 =h( (t,u)
r r

zapisywa¢ bedziemy w postaci uproszczonej
z =h(t, u), (2)

gdzie h(t,u) jest funkcja wektorowa o skkadowych h , j=I,.._,r.
N

Definicja 1. Niech dla D:(il,...ir}£IHZ, r<N1 bedzie okreslona funkcja

Zb=h(t,g(t))=z(1)-

D) zbiér P=z(T) nazywamy zbiorem pomiaréw zgodnych ze zbiorem
informacyjnym T,

ii) zbidr Cclzd=z 1(zq) nazywamy zbiorem zmiennych zgodnych z pomiarami :zd>
lii)zbiér T]|zD=Tn(C]zD) nazywamy zbiorem zmiennych zgodnych z pomiarami

i zbiorem informacyjnym T,

iv) zbiér |D=(C|Zz: z"eP"} nazywamy rodzing zbioréw zmiennych zgodnych z
pomiarami, ktérych numery nalezg do zbioru D.

Zauwazmy, Ze zbiér C|z» zaleZy zaréwno od tego, ktore pomiary (okresla
to zbiér D) wystepujg w zd jak réwnie2 od tego, jakie sg wartosci liczbowe
tych pomiaréw. Rodzina zbioréw s|D zale2y jedynie od zbioru D okreslajacego
numery pomiaréw wystepujacych w z\.

Dokonujac nastepujacej segmentacji wektora t,

t
1XN Ixr Ix(N 1—r)

mozemy ukdad réwnan () przedstawi¢ w postaci:

Ten sam uktad rozwikdany wzgledem grupy zmiennych zawartych w wektorze t;

ma postac:



ktéra jawnie okresla elementy zbioru C]zd. Traktujac zd jako ustalony
parametr i wybierajac dowolnie t okreslamy t} (jeSli istnieje) wedtug
zaleznosci (3). Para (t1 } ) stanowi element zbioru ClZD'
Warunkiem istnienia postaci (3) w otoczeniu punktu (t10 'tzo) takiego,
ze zD:h(t10 ,tzo,g(t10 ’tzo))' jest, by macierz pochodnych czgstkowych
ahl/at]_,L ahllaltIr
3h sdt i
ahr/at11 ahr/atIr
b}da w gunk(:le (t10 ,tzo) nieosobliwa.

Obliczajac roézniczke zupedng zmiennych zd odpowiednio do modelu (2)

otrzymujemy:
dzD=(ah/at + Oh/ag)(ag/at))dt, ()
gdzie:
r ah Ijati - ,ahllatr i ahllat - ahllatNl 1
3h/3t=h (t,g(t))= - 1 *
L ahr/a\t1 - ,dq{dtr ! ahr/atr+1 e s ahr/atNIl 3
= [x@®i H2CHl, (5)
ahi/agi __sh Va8,,2
ah/agzhoct,g ct))= - = F(t» (6)
ah /ag ... ,ahr>agN
r 1 2

fagi/ati ,-- -tdgi Zdtr j *j ~trH,. -» a9, /atN 1
ag/at = gt(o)= -
ag /at .. .tdg /d1_ | 2>3tr*l"

2 1 2
=iGI ()] Ga(b). Q)

Poniewaz dla ustalonego pomiaru z%, dz"s 0, to ukdtad réwnan Pfaffa

okreslajacy rodzine £|D ma postaC:



Oh/at+(sh/ag) (ag/at))dt=o. ®

Wykorzystujac wprowadzong segmentacje wektora t oraz ozhaczenia
odpowiednich macierzy pochodnych czgstkowych mo2emy rozpatrywany ukdad

przedstawi¢ w postaci:

Hy (Ot + 5 (Qdt + F(G,Cogt” + F(H)G, (Hdt 20,

(Hi (D) + F(OGI(D))dti+ (H (© + F()G2 (t))dt2=0. ©
Zaktadajac dodatkowo nieosobliwosc dla kazdego teT macierzy  (tJ+FCtIGNFL)
mozemy przeksztatci¢ ukkad (9) do postaci:

dt” R(t)dt2=0, Qo)

gdzie

HM =i + FitidGMt))-1« ) + F(H)Ga®))=[rij(v],

i=1 r. J=1,...,N-r.
lub do nastepujacego réwnowaznego ukdadu rOwnan rézniczkowych czastkowych
»tu Z«t =-rgj®. 1-1,. ...r , J=1..... Nj-r (¢h))

Jezeli ukdtad (10) jest w pedni calkowalny,to przez kazdy punkt
(tX0.1") przechodzi doktadnie jedna rozmaito$s¢ catkowa Nj-r wymiarowa.
Zwiazek pomiedzy ustalonym pomiarem z, a punktem (HD’t20) wynika z

zaleznosci :

Z5h (T 5 1,5,0(,,5 ) ))-

Inaczej kazdemu odpowiada doktadnie jeden element rodziny ®|D.
Rozpatrujac przypadki szczegélne bedziemy odrézniaé swobodny model
uk#adu od modelu wymuszonego. Powodem takiego podejscia jest, ze jak okaze
sie dalej, ukdtady rounan Pfaffa okreslajace rodziny zbiorOw zmiennych
zgodnych z pomiarami moga byc dla tych modeli 1identyczne przy pewnych

dodatkowych zatozeniach.



Przypadek 1
Swobodny liniowy model bezposredni przy uwzglednieniu zatozen z p.1 aa
postac:
z. =H t (%))
lub po dokonaniu segmentacji wektora t 1 macierzy H postac:

ZpH .t z o1t a3

Przypominajac, ze wektory 4 tl sa rwymiarowe i zaktadajac nieosobllwoS¢

D
macierzy mozemy ukdad (13) rozwik#aé¢ ze wzgledu na t otrzymujac:

T L LPI L as

Widzimy, ze wrozpatrywanym przypadku zbiér c\zoD stanowi N~r wymiarowa
podprzestrzert wymiarowej przestrzeni rzeczywistej. Przykdadowo dla Ni=3
1 r=1 zbiér ClzOD jest plaszczyzng, zas dla r=2 1 tej samej wartosci Nl
reprezentuje go prosta. Uzmienniajac parametr Z5 otrzymujemy rodzine £|p.
W pierwszym przypadku (N;=3, r=1) jej elementami sa wzajemnie réwnolegte
ptaszczyzny, w drugim (=3, r=2) wzajemnie réwnolegte proste.

Przyréwnujac do zera rézniczke dz0 wyznaczong na podstawie modelu

D
(13) otrzymujemy forme rézniczkowg okreslajaca rodzine tellzoD.
dt1+ Hrllil dt =0 (5
Okreslenie elementu tej rodziny, tj zbioru C|z wymaga dodatkowo
warunku o postaci th:tl (tzo)' Zwigzek tego warunku z wartoscia zZ, wynika
bezposrednio z zaleznosci zoD=Ff1*10+"2€20- W szczegbélnosci® mozna przyjaé
t20=0 i Wyznaczyé tlo:HrlzoD'

Przypadek 2

Swobodny nieliniowy model bezposredni ma postac:
zoDzh c(t) - (16)

Zaktadajac jak w przypadku og6lnym wymiarowoS¢ dim z =r 1 odpowiednio do

tego dokonujac segmentacji wektora t°"=(t",t"], gdzie dim t~r, dio t “N -r
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a nastepnie rozwiktujac ukdad (16) wzgledem zmiennych otrzymujemy
zaleZnosc:
tlzeo (t2 ’ZoD ), an

okreslajaca zbiér C|z

Forma ro2niczkowa okreslajaca rodzine &|D ma postac:

(3h /3t)dt=0, (€15))
gdzie
ahollatl I ahoI/atr J] ahollatrkI ye ens ahollatNl
9h0/3t=hOt )=
ah sat. , ..,3h /3t 1 ah /at _,. .,ah /at
or 1 or r or r+l or Nl
H, O H,®1 19

Uwzgledniajac podziat wektora t na wektory tjf t£ odpowiednio o wymiarach r
oraz N,-r 1 wynikajacy stad podziat macierzy ahO/3t mozemy zapisa¢ Tforme

ro2niczkowg (18) w postaci:
H0I (t)dtl+ H02 (t)dt2:0. (20)

Przy dodatkowym zato2eniu nieosobliwoSci macierzy Hol (® dla kazdego teT

forma ta przyjmuje postac:
dt1+ Hol ® H02 (t)dt2=0. (21)

Uk#ad rownan rézniczkowych o pochodnych czastkowych r2edu pierwszego

réwnowazny formie roézniczkowej (21) ma postac:
A/3t2fF-reiil). i=Il r . j=I Nr r.
gdzie r~(t) sa elementami macierzy

R, (O=H_(® H, ©®.
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2- Wybrane whasnosci rodziny s [d

Definicja 2. Mowimy, Zze rodzina t?|B jest niezalezna od funkcji feF, gdzie F
jest zbiorem dopuszczalnych funkcji, jezeli okreslajacy ja ukdad réwnan
Pfaffa jest niezalezny od funkcji f. Jezeli:

1) T=g, méwimy o niezaleznosci od praw sterowania,

ii) f=ag/3t, méwimy o niezaleznosci od gradientéw praw sterowania.

Odpowiednio do powyzszej definicji mozemy wyrézni¢ te szczegélne
postacie ukkadu Pfaffa (B), ktdére odpowiadaja niezaleznosci rodziny I?|D od
praw sterowania lub ich gradientéw.

Jezeli uktad (8) ma postac:

(h, (O+h, (Og, ())dt=0,
to okreslona nim rodzina E|D jest niezalezna od praw sterowania
g (=@l (D).... 9D2(t)]-

Jezeli uk¥ad (8) ma postac:

(ht(t,g())dt=0,
to okreslona- nim rodzina S|D jest niezalezna od gradientéw praw sterowania

ma«! /3tt agi /atN -~
gt(H= : L
2 2 1

Jezeli uktad (8) ma postac:

ht(t)dt=0,
to okreslona nim rodzina ©|D jest niezalezna zaréwno od praw sterowania.
Jak 1 ich gradientéw.

Uwzgledniajac, ze, jak zaznaczono to powyzej, g(t) jest wektorem, zas
ghtt) macierza, mozna roéwniez okresli¢ posta¢ ukdtadu (@B), dla ktorej
rodzina £|D jest niezalezna od wybranych praw sterowania i wybranych

gradientéw.



Oznaczmy

MO =EIM.... gw (OIgHID) gH (I

ag, /at, ..... ag, /Zat

ag J_1/at PIRREED ag J_Ilat
97)=  sgygsat ... ag 3%ty
L3*n /»tl agn /atH
2 2 t

Jezeli ukfad (8) ma postaC:

(h (t, M (t))+h<j(t-gM ()9 I(D))Hdt=0,
to okreslona nim rodzina G|D jest niezalezna od i-tego prawa sterowania i
gradientu j-tego prawa sterowania.

Wynik podstawowy dla rozwa2art tego punktu zawiera nastepujace

Twierdzenie 1. Je2eli dla kazdego dz”~, tel, ueU zachodzi

M, Ct,u)dz =0,
gdzie
h,(t.Wu, @<, (t,WiY W],

3h1/3f| 8h I/Z?\IIJ

3h/3u=h (t.u)=

ahljau1 ahI/auN
rau, /az. . .. i
1 i ,du1 /azr = au, /azr_ﬂ,. .,au1 /azN3
3u/az—uz(zH)=
any 7325 - Ay Jaz o oau faz . &sz/ast 3

to rodzina GjD okreslona jest ukdadem réwnan Pfaffa o postaci
h~ t.gttJldt™0.

Dowod. Wymuszony model bezposredni ma postac:

zD=h (t,u).
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Przypominajac, Ze u=u(za), u=g(t) sa roéwnowaznymi prawami sterowania,
mozemy wyznaczyC rozniczke zupedng dz®. Mamy

dzD:ht (t,g(t))dt+hu (t,u)uI (zH )dzH -
Dokonujac renumeracji kolumn macierzy moZemy drugi ze sktadnikéw prawej

strony powyzszego wyrazenia zapisa¢ w postaci:

dz

hu (t,u)uZ (zH) §
z

gdzie dzQ jest wektorem rézniczek pomiaréw, ktérych numery nalezg do zbioru

D. Podobnie dzH\D jest wektorem rézniczek pomiaréw, ktorych numery naleza

do zbioru H\D. Odpowiednie macierze pochodnych czastkowych majg postacie:

Sh./Su . .,ah /au
] ] 1 N
h (t,u)-
ah /au --,3h Zau
<3JI /azi ,- ..,aui /azr | du1 /dzr+1,_ --»au; /dZNS
Uz(H) =
auN /dz1 ,--- AU /azr 1 dUH/er+1" -- ,auN/dzN J

=[U(zH)JiyzH)].

Przedstawiajac iloczyn macierzy hit, uju”iz”® w postaci:

hu (t,u)u2 (zH ):[Ml (t,uw IM2 t,w]
mozemy drugi ze sk#adnikéw w ukkadzie (8) przedstawi¢ w postaci:

0
[MAt_u) M2 (E,u)] =M2 (t.u)dzH\D
dz

Warunkiem tozsamosciowego zerowania sie tego skkadnika jest zerowanie sie

dla kazdego dzH\ tet, uwel) wektora r wymiarowego M2 (t,u)dzH\D.

b*
Twierdzenie 2. Jezeli struktura informacyjna jest typu nested (zawierajaca

sig), to MMit,u)=0.
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Dowod. tatwo sprawdzi¢, Ze elementy macierzy Mz(t,u) bedacej drugim bloki«
iloczynu macierzy h"ft.u) Cz,,) maja nastepujacg postac¢ szczegdétowa:

N
Z
M@ w=n, I= [is:) (ch /du )(du fdz )], @2)

k=1,...,r, j:r+l N3 .

Odpowiednio do definicji struktury informacyjnej nested (zawierajgca sie),
JeZeli pomiary, ktérych numery naleza do zbioru 0, sa argumentami prasa
sterowania, to argumenty praw sterowania wpiywajacych na nie powinny sie v
nich zawierac.

Powracajac do postaci (22) wystarczy rozpatrze¢ nastepujace da
przypadki: i) dh~/du”O, co oznacza, Ze k-ty pomiar zalezy od i-tego
sterowania, a zatem numery pomiaréw stanowigcych jego argumenty z definicji
struktury nested (zawierajacej sie) naleza do zbioru D 1 du~dz”O, JeHV),
ii) dh”~/du™0, co oznacza, Ze k-ty pomiar nie zalezy od i-tego prawa
sterowania, zatem argumenty tego prawa sterowania moga byc dowolne.

Wyréznione przypadki wyczerpuja wszystkie mozliwosci (przy zakozeniu
struktury nested), stad zawsze jeden z czynnikéw iloczynéw stanowigcych
elementy macierzy M2(t,u) rowny jest zeru i cala macierz jJest macierza
zerowg .-

Wniosek 1. JeZeli struktura informacyjna jest typu nested (zawierajaca si€)
a wymuszony model bezposredni ma postac:

z=h(t,u)=h, O+,
to rodziny ”~o|D, t]0O okreslone s3 tym samym ukdadem réwnan Pfaffa o
postaci:

hOt (t)dt=0.
Dowod. Na podstawie Tw.2 ukdad réwnan okreslajacy rodzine !?|D ma postac:

ht(t,u)dt=0 .
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Uwzgledniajac zatozong szczegdlng postac¢ funkcji h(t,u) otrzymujemy:
hOt(t)dt:O.

Wniosek 2. Jezeli struktura informacyjna jest typu nested (zawierajaca
sie). a wymuszony model bezposredni jest liniowy wzgledem t j
postac

iu t. ma

zD= H t + Pu.

to rodziny

S|D okreslone sg tym samym uktadem réwnan Pfaffa postaci:
H dt = 0.

Dowdd. Przypadek szczegélny Wniosku 1.

Twierdzenie 3. Jezeli

1) wymuszony model bezposSredni ma postac

zmzho(t)+Pu,

gdzie N2>r, P:[Pa,ﬂjl, rank Pazr,b P jest macierza rx(Nz—r) wymiarowa,

ii) prawa sterowania sg liniowymi funkcjami pomiaréw

u:Kz:[Ki,Kz)
gdzie Kj, K2 sg macierzami odpowiednio rxr i rx(N3-r) wymiarowymi oraz

Ky = Cpugs =Ko .,kH3],

Ky = oG

k® = seeea kU,

»J [li r]]

K® ] ..k

bj U%+ v ml-

gdzie j=r+l,.._N3.

iii)elementy macierzy

sg dowolne a elementy macierzy

odpowiednio do
podziatéw z p i),

ii) speiniaja zaleznosc:

K™ PPk - I7r+L N
to rodziny G |D,

£|D okreslone sa tym samym ukdadem réwnan Pfaffa c
postaci :

h , (©)dt=0.



Dowdd. Macierz Mz (patrz Tw. 1) ma przy zato2enlach i), ii) postac:

M2:PK2: (Pa ’Pb] [kr+l k J kN 1
zas jej J-ta kolumne m2J mozna przedstawic¢ jako:
mZJ:Pakqi+ Pbkt;i -

Z warunku zerowania sie macierzy otrzymujemy:

Pakaj+ Pbkbjzo, j:r+l N3,
stad przy zatozeniu nieosobliwosci macierzy P

Kaj =Pk -

Przypominajac, ze Nz>r w kazdej kolumnie macierzy Kz N*-r elementéw moze
by¢ wybranych dowolnie, pozostate r musi spednia¢ warunek iii). Na elementy
macierzy nie ma zadnych ograniczen.

W charakterze komentarza zauwazmy, Ze na podstawie Tw.3. nieklasyczna
struktura informacyjna nie zmienia tezy Wniosku 1 (ukktady réwnan Pfaffa sa
takie same dla modelu wymuszonego i modelu swobodnego), Jezeli
wspotczynniki wzmocniehn przy tych sterowaniach, Kktdérych numery argumentow
nie nalezg do zbioru O, spelniaja warunek Ii).

Zamieszczone ponizej przykdady ilustrujg Tw.3, jak réwniez niektore
aspekty Tw.1, 2.

Przyk#ad 1

Nt dowolne

N2= 1
N3= 2
r =1, (Nz=r)

H=<1,2}, D= Q).
Wymuszony model bezposredni ma postac:
z,= h02(t)+p21ui.

Prawo sterowania jest liniowe z zatozenia



Zbiory pomiaréw

zd = {y -
Zno- 2>
Ré6Zntczkowa postaé¢ modelu po renumeracji:

dzzz(ah 0ét)/?,t)dt+p21 (Bu 1(f )/3z 1)(12 -
Warunek zerowania sie macierzy Mz przyjmuje posta¢ (patrz Tw. 1, 3)

PKZ:p21 k11:0
1 mo2e by¢ spedniony jedynie dla kn =0, co oznacza, 2e rodzina zbiordéw 6 |D
nie zalezZy od pochodnej prawa sterowania u“ tylko wtedy, je2eli jest ono
state Jako funkcja z .
Przyktad 2

Ni dowolne

v 2

N3=3

r=1, (N2>r)

H= (.23} D=®

Wymuszony model bezposredni ma postac:
= +H +
%3 h03 ® Pap Uy Rs5Y, -
Prawa sterowania sa liniowe z zato2enia o postaciach:

v W =k, VvV

u=u_( -
2 2( 2) I(2222

Zbiory pomiarow

D = {z3}"

w <Z1>72}-

Ré6zniczkowa posta¢ modelu po renumeracji w zapisie macierzowym

au1/3z3 3u1/¥ 3u1/af dz3
d23:(3h0§ (t)/3t)dt+lpji p32] dz

dz
3u2/3z3 auzlaz1 au2/a22J



=tfiro3 (t)/at)dt+[p3i p”l dz;

Warunek M2=PIMz)=0 przyjmuje postac:

Py Ky P k22:0_
Rodzina zbiorow G|D nie zaleZy od gradientéw liniowych z zako2enia praw
sterowania wiz™). u2<z2), JeZell wspétczynniki modelu bezposredniego

+acznie ze wspédczynnikami wzmocnien k”, k” spekniajg zwigzek:

p31k1_1 * p32k22:0.
Przyk¥ad 3
Nl dowolne
N=n
2
N3» 1l
r =1, ONzr dla n>r)
H - <1....n+l}, D ={n+1}.

Wymuszony model bezposredni ma postaC:

n
* —
Zh1 ho,n+1 ® +Pu_|?3, n+l ©+ 1{_:1 Boen1Y1-

Prawa sterowania sa liniowe z zatozenia o postaciach:
ug=u ‘z ) = kuzi. I»l,. .. N
Zbiory pomlarow
e ¢ <Znt>
Zo {21""’Zn}'
Rozniczkowa posta¢ modelu po renumeracji w zapisie macierzowym

du 1/dz au./az . mau_/3z dz
] ] I "n

I+
dz_ »Oh . (D/at)dtP

dun/dzm_1 8u|,/dz1 8un/dzrH dz
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Uwzgledniajac przyjeta strukture informacyjng i zatozenie o liniowosSci praw

sterowania warunek M2=PU2(z2)=0 przyjmuje postaC:

n
y p k =o.

1*1

Zaktadajac dodatkowo ustalone prawo sterowania kii=k>0, 1i=1,...,n mo2na

rozpatrywany warunek przeksztakci¢ do postaci:

n
E R 0

3. Ré6zniczkowe ograniczenia formacyjne

Niech th{l Ni}, Huz{l,.. "Nz}’ H;{l,.. .,N3} beda horyzontami
odpowiednio zmiennych niepewnych sterowarn 1 pomiaréw otrzymanymi w wyniku
renumeracjl problemu pierwotnego (patrz rozdziak 1, p.l1). Symbolem D
oznaczamy dowolny podzbiér zbioru H , za$s symbolem rodzine zbioréw D .

Niech model bezposredni ma postaC:

zD=h(t,u).

Odwzorowanie a 2 okresla przyporzadkowanie informacyjne (patrz
rozdziat 1, p.3). Zatozmy

r(i)=o.
Cco oznacza, Ze argumentami prawa sterowania O numerze I-tym sg pomiary,
ktérych numery nale2g do zbioru. DcH>.

Rozpatrywane prawo sterowania ma zatem postaC:

uizui(zD).

Na to by-prawo sterowania

g.=g.() -teT
by#lo mu réwnowazne, fFunkcja (t) powinna by¢ stata dla teT|zD=Tn(CjzD),
gdzie C]zd Jest zbiorem zgodnym z pomiarami zd (patrz p.1).

Powinien byc zatem spedniony nastepujacy ukdad réwnan Pfaffa:

gjt dt =0 (€5))

(g hgy gdt =0 )
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Przypominajac, 2e dim zD=r. mozemy przeprowadzi¢ nastepujaca segmentacje
wektora t i macierzy 9y ht’ hg, O¢- Mamy

t =it t"]

gziag/at ..dg/at isg/at_..ag/at )=[b ()IB_(1)]

ahllalt ...ah|/a|; ahllatr+l"'ahI/ﬁF

ahr/atl - .ahr/atr ahr/atr+1 .- .ahr/atN

ahllag e ahllag’N
h, = = F(t)
ah/ag, ...ah/agy

‘agi /at,. <gi lat i agi lat . .dg /dt,\1
=[G, (O16(t))

. |
lagN/atl' -agN/atr ' agK/atr+I' «ag* >at,, .
Rozpatrywany ukdad przy powyzszych oznaczeniach przepisa¢ mozna zatea

w postaci:

B, (O dt,+ B, (D dt,” 0 @)

¢;® +F® 6,©)t+ ¢ @5

zapisie macierzowym

i Bl(t) Bz(t) 'dti
o, @n
A (D A2(© Ldtz
gdzie
AJ(D= 1Ut) + F() C (D).
Az(t)= H2(®) * F(t) G2(D.-
Zaktadajac nieosobliwosc dla kazdego teT macierzy (O+FEGN) i

eliminujac z powyzszego ukdadurdézniczkedt , otrzymujemy:

GB2®)-Bj()Hi(® + F(Y) Gt()j-1(H2() + F(t) GNt)))dt2-0.



Uwzgledniajac, Ze powyzsze rownanie ma by¢é spednione dla kazdego dt2,
arznyeny vaudc

82 (t)-Bl(t)l(H (M + F(O Gl(t) );’%(H ® + F(® G2 (©)=0. (28)

Warunek  (28) nazywamy roézniczkowym ograniczeniem informacyjnym
odpowiadajacym prawu sterowania g -

Z punktu widzenia syntezy praw sterowania g~t), ielH® podstawowa
whasnoscig powyzszego ukdadu jest niezaleznos¢ i-tego ograniczenia (dotyczy
ono prawa sterowania g~(t)) od pozostatych praw sterowania g™N(t)
lub ich gradientéow 3gN(t)/3t, gdzie j*i, jcH . Niezaleznos¢, o ktorej mowa,
moze byC badana bezposrednio przez wypisanie 1 przeksztatcenia uk¥adéw
ograniczen. llustruja to nastepujace przykifady.

Przyktad 4

N1=3

N2=N3=2

«={1,2,3}

M =H={1.2}

Model bezposredni dla catego horyzontu ma postac:

z,=V V

z2 =ti+ W @

Prawa sterowania
u, “UjizZj). Di=<I>,
U2 =U2(Z1722) -D2={1*2}-

Baathe para steroania ngjg, [estac:
gt W W *

82 'S (tl,t2-"t3)-

Maaz Udadl ¢ dia begdachiep prara steronania gva stac:



Warunek (28)
B, ()-B, (DA}A =0
przyjmuje postac:
[ ag})/atz ag,/at3 ] = 3g,/at, (i o ]

Uk#ad ograniczen r02nlczkowych dla g, Jest zatem nastepujacy:

/at = g/at

ag /alt3 = 0.

Macierz uktadu (27) dla bezposredniego prawa sterowania g2ma postac:

ag,, /atl ag, /at2 ag, /at3 B.(t) Bz(D
1 1 TT
i+ ag/ati ag, /atz i+ ag i/at Al(t) Az(t)

@
(O-B, (DA (DA2(D0,

gdzie
agi /at2 1

Ad =D )™
-i- ag/at

a(t) = ag,/at2 - u+ag,/at,)

daje ograniczenie r0O2niczkowe o postaci:

agélat‘]— 0 g:l_/af2 -ag /ft—i)(i+agl/a5t )(—ag!af1 +:ég/§t )-o.
Otrzymane ograniczenie Jest zaleZne od gradientu funkcji g, (©.
Podsumowujac, w rozpatrywanym horyzoncie Hu funkcje gi ®, 9. .©®
powinny +4acznie speknia¢ ograniczenia
ag, /at, - ag, /at2 - o
ag, /at3 = o ®

ag/at J—Og 1/af2 -ag /ft -i)(i+ag:|_/3\\$t,)(—ag2/a1_:L +ag lét )=o.
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tatwo zauwazy¢, ze uwzgledniajac pierwsze dwa réwnania powyzszego

uktadu w réwnaniu trzecim otrzymujemy:

agt /at, - ag, /atz =o
ag, /at3 = o
9 ©
agz/at3-ag2/at,+ag2/at2 = o

W uk#adzie (c) ograniczenia dla funkcji g,(t), g/t) sa Juz wzajemnie
niezalezne. Mozliwo$¢ przeksztatcenia uktadu (b) do ukdadu (c), oczywista w
rozpatrywanym przypadku, ogélnie jest konsekwencja zawierajacej sie
struktury informacyjnej. Aby pokaza¢ to w ramach przyktadu, przyjmijmy
prawa sterowania w postaci:

u, =u, (z,) ,b,={1)

u, =u, (22) ,BZ={2},
tworzagce wraz z modelem bezposSrednim (@ nieklasyczng strukture
informacyjng.

Macierz ukdadu (27) dla g,(t) nie ulega zmianie, a wynikajace z niej

ograniczenia roézniczkowe maja postac:
ag, /at, - ag, /atz =o
ag, /at3 = o

Macierz ukdadu (27) dla g/t) ma obecnie postac:

ag, /atl agz /atz ag, /at3 1 B/t) Bz(®

i+ ag i/ati ag, /atz i+ ag,/at, At Az
Warunek

B,(t)>-8, (DA (DA (D=0
po podstawieniu odpowiednich macierzy daje nastepujacy ukdad ograniczen dla

funkcji gz:



9g2/at2 = » V 8V (I+ aZ/dtll-l=dZ/etz>
agJat, = (ag/at,)(i+ agfat ) Ui+ ag,/atj.

Uwzgledniajac, Ze 3g,/3t3=0 ukdad powy2szy mozna przeksztatci¢ do postaci:

ag/at ,= Og,/at )(i+ ag/at / *(ag /at, )
ag,/at .= (ag/at )(i+ ag/at r 1

Podstawiajac w pierwszym roéwnaniu (3g/at,)(l+ag,/3t, ) 1=ag/at3 oraz

mnozgc drugie réwnanie obustronnie przez (1+3g,/3t,) otrzymujemy ukdad:

(ag2at?2)/(ag2at3—=gi/at2
(ag2at3)/(ag2ati )=(i+agi/ati ).

Odejmujac od drugiego réwnania pierwsze i wykorzystujagc Sg/at/Sg/St,

mamy -

(ag2at2)/ (ag/at3)=ay,/a12

(ag*/ate)/(egélalt )- (agzl%tj /(ag!aEt ) =i.

Podsumowujac rozpatrywany przypadek, funkcje gj(t), g/t) powinny

+acznie spekniac ograniczenia rézniczkowe postaci:

ag,/at - ag/at, o

ag/at = o0

(@y/at.,)/ (ag/atI=ag,/at

(agZ/atJ)/ (ag/gt,)—(ag /gt )/(ag/%t,) =i,

@

gdzie jedno z"ograniczeil na funkcje g/t) zalezy od funkcji ag/at,.
Przyktad 5

N.=2
i
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«={1,2}
Hu:Hz:{l .2}

Model bezposredni dla catego horyzontu H ma postaC:

71 =t1
£ “E1*h Uy @

Prawa sterowania
A =zui(zi) ,DI={1}
u, =u, (22) ,DZ:{Z}.

Bezposrednie prawa sterowania majg postac:
gi

g2

Macierz ukdadu (27) dla bezposredniego prawa sterowania g”a postac:

agi /sti 1 291 /at, BAL)  B2(D)
i 0 AL A
Vauek
B2(€)-Bi (A" 1A2=0
Vat2 = °*
Neciaz Udecls 27y dla hermdrechienp prava Sterowenia g2 prstacs
ag2 /att | ag, /at, BE(H)  Ba(D)
1+ agl/ati | i+ 3g./at | Aty A2(D)
Vauek

B2(t)-Bi (t)A~J(t)A2(t)=0
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po podstawieniu odpowiednich macierzy daje ograniczenie rézniczkowe w
postaci :
agC/atb - agé/atl(|+ ag /at )"1 (1+ agilatb)zo.
Uwzgledniajac ag”™N/at”™o i mnozac obustronnie przez -(i+ag™/at®

otrzymujemy:

agzlatl - ag2/at2(i+ a%‘/atl):o

lub:
(agnatj)/ (agZat2)-i=agi/ati.-
tacznie uk#ad ograniczen rézniczkowych dla Tfunkcji gjit), t) m
postaC:
agj/at2 = 0
©)

(ag/att)/(agZat2)-i= ag”at”®

Drugie z ograniczen tego ukfadu jest zalezne zaréwno od funkcji dg”~at”
3g2/at2 , Jak réwniez od funkcji dgNdt/.

Ogélne warunki wzajemnej niezalezno$Sci ograniczen informacyjnych
podaje nastepujace
Twierdzenie 4. Niech y bedzie przyporzadkowaniem informacyjnym, zas

Njh  Hu={l,.. .,N2>, H"={1....N31, beda horyzontami odpowiednio

zmiennych niepewnych, sterowan i pomiaréw.
Jezeli dla kazdego ieHU
)] y(i)=Dic HZ ,
ii) rodzina 1.’?|01 Jest niezalezna od praw sterowania gJ(t), jeHu oraz ich
gradientow SQJ/at, jeHu,
to dla kazdego ieH" ograniczenie informacyjne dla i-tego bezposredniego

prawa sterowania zalezy od Jego gradientu 1 ma postac

B2i (t)"Bn ()H™n (t)H2i (t)=0-

gdzie
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b]_,L (t):[agllalt .- .agllatr,\]

B2iU)=I¢,z/atr™. . .a8/St"]

r ah /at ...ah /at
\ 1 \ ri
ah /at _..ah /at
r 1 r r
ah /at ...ah /at
\' V1 \ Y

ahlr/atIr . ...ahr/atNl
Domdd. Jezeli rodzina | jest niezalezna od praw sterowania gtit). jeH
oraz ich gradientéw dg’/dt, jeH®, to okreslajacy ja ukdad réwnah Pfaffa ma
posta¢ (patrz Def.2):
h (© dt=0

lub w bardziej szczegétowym zapisie, segmentacji wektora t do postaci
t*-It;t°l, gdzie dimt =r , di*t “i™~r oraz macierzy h™(t) pochodnych
czgstkowych do postaci h ()=[H (OJjHA ()] (patrz (27)) rozpatrywany

uktad réwnan przybiera postac:

H, (Dt + H, (Dt =0.

Dopisujac do powyzszego ukdadu réwnanie

B,, (t)dv  B2i(t)dv° -
gdzie Bi((Y), B~tt) sg okreslone jak w tek$Scie Tw.4, a nastepnie
eliminujac roézniczke dt] otrzymujemy ograniczenie informacyjne dla g~tb).
Poniewaz macierze B/ tt), zalezg jedynie od dg’/dt, zas macierze
HMtt), H2j(P) zaleza tylko od t, rozpatrywane ograniczenie informacyjne

dla funkcji g((t) zalezy jedynie od ag™at.
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Wniosek 3. Jezeli dla kazdego leH model bezposredni ma postaC:

Zd =H it+Pu
t

i przyporzadkowanie informacyjne y(i)=5)i lelH® tworzy wraz z nim zawierajaca
sie strukture informacyjng, to dla kazdego ieHu ograniczenie informacyjne
dla funkcji g;(t) stanowi ukdad liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych
rzedu pierwszego o statych wspétczynnikach.
Dowéd. Ha podstawie Tw.2 rodzina e]D( jest niezalezna od praw sterowania
gj(®, JjeH" oraz ich gradientéw SgVat, JeH", co pozwala na zastosowanie
Tw. 3. 1 wynikajacej z niego postaci ograniczenia informacyjnego, w ktorym
macierz HE[Hji (t)j (1)) Jest stata.

Wniosek 3 wyjasnia réwniez wynik uzyskany w Przyktadzie 4 dla przypad-

ku zawierajacej sie struktury Informacyjnej.



Rozdziat 3

ZBIORY INFORMACYJNE TYPU S

Zbiory informacyjne typu S sa zorientowane alternatywnie na przypadklt
v ktérych model uk#adu dynamicznego podlegajacego sterowaniu wyrazony jest
w konwencji zmiennych stanu lub postaci modelubezposredniego, zaS zbior T
nie posiada symetrii $rodkowejwarunkujacej operowanie rzutamiortogonalnymi
zbioréw informacyJnych.

Ogblnie zbiér |Informacyjny typu S jest obrazem zbioru 1 przez
odwzorowanie zalezne od praw sterowania. W przypadku szczegélnym dla modelu
liniowego niezmiennikiem tego odwzorowania Jest objetos¢ elementu
rozniczkowego.

Dla zbioréw informacyjnych +typu S proponuje sie parametryzacje
odpowiadajaca zbiorom wielosciennym i pokazuje jak stosujgc podziat
symplicjalny wyrazie Srodek ciezkosci zbioru wielosciennego w postaci

analitycznej funkcji wierzchotkéw zbioru.

1 Definicje i podstawowe wkasnos$ci

Jako modele w przestrzeni stanu wyréznia sie niesterowany (swobodny)
ukdad dynamiczny o postaci:

X X

= AX  Hyv =
0, k+1 o, k Y<V 1 m

Zo,k = Cé,k +Y(

oraz sterowany (wymuszony) ukdad dynamiczny o postaci:



gdzie w obydwu przypadkach: Xx s X o W eRn, ukeR°\ z z , VvV eRp,

0, k+l k? 0 p’K K Kk
AeR0O*', B eR1l‘*“, C eRp oraz istnieje A-1.
Odpowiednie modele bezposSrednie maja postacie:
©)
zk:Hp s, Y +p, &h, )

gdzie w obydwu przypadkach kelH, v@Rp, zas grupa zmiennych sk okreslona
Jest przez nastepujacy podziat wektora t=(sk,vk), skad sk€Rd-kp, d=n+nN+pN,
H 6Rkx(<Fk)

p

Rozréznienia na swobodny i wymuszony model dynamiczny sg istotne dla
liniowego i1 stacjonarnego ukdadu dynamicznego. Pomiedzy zbiorami imforma-
cyjnymi odpowiadajacymi wyréznionym przypadkom zachodza wtedy proste zalez-
nosci typu translacji (patrz p.2).

Szczegbtowg strukture rodziny zbioréw typu S przedstawia rys.l.

kz

ok \ kz

ok

Rys.l. Struktura rodziny zbioréw informacyjnych typu S

Fig.1l. Structure of the family of the information sets of type S
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Definicja 1 .Okreslone dla kazdego kelH wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
uk:Rd—>Rd, d=n+nN+pN, przyporzadkowujace kazdemu punktowi (sk ,vk)eRd punkt
Ol

(sb,zk)st, gdzie skzgx ,WN,vH/K), w przypadku modelu (1) lub t=(sK,v") dla

modelu (3) nazywamy swobodnym odwzorowaniem informacyjnym. Odwzorowanie

p przeksztatca dany zbidér TcRd w zbiodr:
S()k:ftOk CF):C(sk ,gk): (sk ,z(l)<)=u0k (sk VK | (sk ,vk)eT}cRd.

Zbioér S K nazywamy zbiorem informacyjnym odpowiadajacym zbiorowi T zgodnie
Ol
z odwzorowaniem u .
ok

Twierdzenie 1. Jezeli ukkad dynamiczny ma posta¢ (@) Ilub @), to dla

kazdego keW:
1) odwzorowanie jest liniowe i ma postac:
b= 1 0 Sy
LY H 1 Vk
p
gdzie:

-dla modelu (3) macierz Hp jest dana bezposrednio, Sk wynika natomiast z

podziatu t=(skev ),

-dla modelu CI) sk:(x'\ll,wN,vNMr) zas macierz Hp okreslona jest nastepujaco

I341 P42
gdzie:
P41: k wierszy macierzowych,
CA
P =
42
CAk“2 ... C O ... O
k kolumn N-k kolumn

macierzowych macierzowych
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i) odzworowanie odwrotne J ' ma postac:

ml 0o * S

4
Pok (Sd<’zl<§) K

gdzie Hrz—HP_

Dowéd. Dla modelu (3) posta¢ odwzorowania Pk uzyskujemy dopisujac d

réwnan tego modelu tozsamo$¢ s”s”. Prawdziwos¢ twierdzenia dla modelu @

wynika natomiast z zaleZnoSci:

»71
_ okl k-0-i
= AOX Y & Wy
J-1
ZO_i:C AJ“xXi + £ AJF1°wi +v_, J=1,... ,k
i
1=1

zapisanych w postaci macierzowej. Te same zaleznosci rozwikkane wzgledem
1 ciagu zmiennych vk daja posta¢ odwzorowania odwrotnego.
Twierdzenie 2. Jezeli ukdtad dynamiczny ma posta¢c () Ilub @), to dla
kazdego keH zachodzi:
|det J -1,
ok

gdzie J =a /a jest macierza Jacobiego odwzorowania pok'
oK

Dowdd. Macierz Jacobiego odwzorowania P Jest tozsama z macierza (w.D
okreslajaca to odwzorowanie. Wyznacznik tej macierzy jest rowny jednosci.

Wniosek 1. Niech dts™.z®), d(sk>vk) beda odpowiadajacymi sobie zgodnie z
odwzorowaniem p”~ objetoSciami elementéw rézniczkowych zbioréw S, T. Dla

kazdego keH zachodzi:

d(sk,%k) = d(sk,vk)_
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Stownie oznacza to ,Ze objetos¢ elementu roézniczkowego jest niezmien-
nikiem odwzorowania Pog-
Definicja 2. Okreslone dla kazdego kelH wzajemnie Jednoznaczne odwzorowanie
JYRd->Rd, d=n+nN+pN, przyporzadkowujace kazdemu punktowi @, vk)eTcRd
punkt (sk>zk)eRd, gdzie sI<:(xI<>WN ,VH\k) w przypadku modelu () lub wynika z
podziatu t=(sk ,vV), w przypadku modelu (4) nazywamy wymuszonym odwzorowa-
niem Informacyjnym. Odwzorowanie pk zalezy od praw sterowania u((z"),
1-1 k-1 1 przeksztatca dany zbiér TcRd w:

Skz Py (T):i(sk,zk): (sk,zk)z Py (sk ,vk)i(sk ,vk)e¥|cRd
Twierdzenie 3. Jezeli uk#ad dynamiczny ma posta¢ (@) lub (@) 1 dane sg
prawa sterowania u”~z1l), 1=1,...,k-1 to dla kazdego kelH odwzorowanie pk

okreslone jest niejawnie postacia:

s .

K Sk 0
k" kel

Zk Z0 PA(Z" 7)

- K_. k
gdzie (sk,g )—uOk (sk ,V') oraz

0
CBu 1 (€4D)

PAGZ ) k-1
C  Ak-T"Buj(zl)

Domdd. Niejawng postac¢ odwzorowania Pog wyrazona przez parametry modelu (4)
otrzymujemy uzupedniajac réwnania tego modelu tozsamoscig sk=sk- W przypad-

ku modelu (@), wykorzystujac zaleznosc:

k-1
_ A IR
Xk = XOk + AR’ Bui(zh)
oraz-zaleznos¢:
J-i
= n — i
zJ zOj +C AJ-LIBui(z4
dla j=2 k, otrzymujemy po uporzadkowaniu do blokowego zapisu wektorowe-

go teze twierdzenia.
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Uwaga. Uzyskanie jawnej postaci odwzorowania pt wymaga rozwikkania zalez-
noSci z Tw.3 wzgledem z , co Jest mozliwe w pewnych przypadkach. Jednego z
nich dotyczy nastepujace

Twierdzenie 4. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ () 4ub (@) i1 funkcje

uk=uk (zk), kelH sa liniowe, to odwzorowanie p~ jest liniowe o postaci:

Sk 1 0
S
X Lz 1 Lzz
gdzie:
21 p I'22
21
M M 0

[ N S |

Macierz H™okreSlona Jest Jak w Tw. 1 dla modelu (2) lub dana jako parametr
modelu (4.
Dowéd. Przy zatozeniu liniowych funkcji u(zk), kelH, sk#adnik p&(zk"!)

przedstawi¢ mozna kolejno w postaciach:

o
CBu 1 (D)

pal™) * k-1

C Ak-1-1Bui(z*}

1l
=
N

k-1»
PAz ) = 21



Twierdzenie 5. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (2) i funkcje uk=uk(z ),
keH sa liniowe, to zbidr jest wzajemnie jednoznacznym liniowym odwzoro-
waniem zbioru Sok. Wszystkie wartosci wkasne tego odwzorowania wynosza 1.

Dowéd. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (2) i prawa sterowania sg liniowe

t na podstawie Tw.3 (patrz réwniez dowdéd Tw.3) mamy:

Kk
0 (1-M) o

gdzie macierz M okreslona Jest Jak w Tw.3. Stad wszystkie wartosci wkasne
macierzy powyzszego odwzorowania sa réwne 1.
Twierdzenie 6. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (2), to dla kazdego ketk i
dowolnych funkcji u.(zl), i=l,...,k-1 zachodzi:
|det J |=]det J |=1.
k ot
Sk Sk
gdzie J =a K /d jest macierza Jacobiego odwzorowania

*k z Vk

Pondd. Odwzorowanie okreslone jest niejawnie (por.Tw.3) postacia:

sk " o * s "0

+
K ot WK PAZ )

=

Stad

Ptz 1}

Macierz i funkcja wektorowa p~Cz*’1) sa okreslone Jak w Tw. 1, Tw.3.
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-H i+3p4 (zk_1)/azk
Dla zatozonej struktury informacyjnej praw sterowania u™Cz ), i=l,.._,k-1
mamy =
tw

3p4 (zk_1)/azk =

Stad det J -i=det J =1, co koriczy dowdd.
K

Wniosek 2. Niech dts’\.zk), dCs’\.)I/( ) beda odpowiadajacymi sobiewediug
odwzorowania p» objetoSciami elementow rO02nlczkowych zbioréow SV, T. Dla

kazdego kelH dla dowolnych funkcji u~z1l), 1=1,...,k-1 zachodzi
d(sk,zk) = d(SoE'Zg) = d(sk ,VK).

Stownie oznacza to, ze objetos¢ elementu roézniczkowego jest niezmien-
nikiem odwzorowania p*. Wybor praw sterowania nie wpkywa na objetosS¢ zbioru
bedacego obrazem zbioru T przez odwzorowanie p.
Definicja 3. Niech dla kazdego kelH bedzie okreslone jednoznaczne odwzorowa-
nie i)ok:Rd—>Rd, d=n+nN+pN, przyporzadkowujace punktowi (sk,z(,)Ek_éI).)eS 0chd

punkt (sk,vk,zl()( Mesok_lcRd. Odwzorowanie i)Ok przeksztatca dany zbior S

Sak1- Wok ok = inis k1 zls 1) (s k1.2l 1)=1}ok(s K.-2k)LCs k.8k) e So In

Twierdzenie 7. Jezeli ukdad dynamiczny ma postaC (1) lub (3) to dla kazdego

k e H odwzorowanie L jest liniowe i ma postac

S

Kk
LI
k Pk 2ok
k-1 k-1
1
Lzo J

Odwzorowanie odwrotne rgk ma postac:
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S
k

Zok Hoe 1

k-1 k-1
%5 J

gdzie Hpk jest k-tym wierszem blokowym macierzy Hp z modelu @). W

przypadku modelu (1):

[ P P 0]

pk 41k 42k

P« k =1 C 1

o [ CAk2... C O ...017.
k-1 blokéw H-k-1 blok

------ 1 k”

o prowadzi do okreslenia 1j(')'% dla przypadku modelu o postaci (1). Podobnie
dla otrzymania postaci odwzorowania 7)™ wyrazamy przez x , wkl iz . W
przypadku modelu (3) postacie odwzorowan i)Ok .tj;‘% wynikaja bezposrednio z
aodelu () rozpisanego z doktadnoscig do “blokowych™ wierszy

Twierdzenie 8. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (1) Ilub (@3), to dla

kazdego keH zachodzi:

Idetd. 1.
ok-1 ok
gdzie J = a 1 /a K jest macierza Jacobiego odwzorowania 4, -
z z
o o
Donod.- Macierz Jacobiego  odwzorowania LS jest réwna macierzy

reprezentujacej to odwzorowanie (Tw.7). Jej wyznacznik jest réwny 1.
Wniosek 3. Pomiedzy objetosciaunl odpowiadajgcych sobie weddfug odwzorowania

"tk eleRentéw rozniczkowych zbioréw S S N zachodzi zwlazek:

ok-17
d(sok_l ,z(l)< +):d(sOk ,zg().
Podobnie pomiedzy objetosclami elementéw rézniczkowych zbioréw warunkowych

okl zg 1, Soklizlé~1 (p-2. Def.5) zachodzi zwigzek:

dsok_ 1=dsokdzOk .
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Definicja 4. Niech dla kazdego keW bodzie okreslone wzajemnie jednoznaczne
odwzorowanie T?k:Rd—>Rd, d = n+nN+pN, zalezne od praw sterowania u 1(ﬂ),
1 =1 k-1, przyporzadkowujace punktowi (s*.z*.z* 1) e S°c Rd prkt

(sk,vk,z 1-1) € S c Rd. Odwzorowanie 2 przeksztatca dany zbior ?( W2

K1
Sk-1=\ (Sk)4 -1 7zk 1) = i S&-1"2k* 1)=7,k (Sk”zk) 1 (SkezIC)63K}-

Twierdzenie 8. Jezeli uk¥ad dynamiczny ma posta¢c (2) lub (@) i dane S
prawa sterowania u”~zl1l), i = I,...,k-1, to dla kazdego keH odwzorowanie”

okreslone jest niejawnie postacia:

Sk Sk m0

v = H 1 z + K13
K e K P @ )
_ k-1

7! z 0

gdzie macierz Hpk, okreslona jest jak w Tw.7, zas funkcja wektoréw
P (z¥'1) Jak w Tw.3.

Dowod. Posta¢ odwzorowania # odpowiadajaca modelowi @ wynika
zaleznosci vkzzk—ka, w ktorej X wyrazamy przez X, wk_l, ul(zA)>
I=1,...,k-1. To samo odwzorowanie dla modelu (4) uzyskujemy wyznaczajacy
z k-tego wiersza “blokowego” ukdadu stanowigcego ten model.

Twierdzenie 10- Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (@ Ilub (@), to da

kazdego kelH i dla dowolnej funkcji u™lz*’1) zachodzi:

|detj |=|detj -1,

gdzie: =3 /a jest macierza Jacobiego odwzorowania T¥.
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Dondd. Macierz ma postac:
\
J\ —Hpk i —3@4k/a z1rl
o) o} 1

stad jej wyznacznik jest réwny 1.

Wniosek 4. Pomiedzy objetosclarai odpowiadajacych sobie weddfug odwzorowania
D elementéw rézniczkowych zbioréw zachodzi zwigzek:

d(sk_I ,zk_l):d(sk ,Zk).
Podobnie pomiedzy obJetoSciami elementéw rézniczkowych zbioréw warunkowych

Sklzk I, Sklzk1 (p-2. Def.5) zachodzi zwiazek:

dsk_I =d(sk ,zk)

2. Zbiory warunkowe irzuty

Definicja 5. Niech dla kazdego keH bedzie dany =zbidér Sok. o elementach

(sOk % )- Dla ustalonego I;z zbioér 0%(1 Ez:{(oi ): gﬁ ,kz )%§> nazywamy

o
zbiorem warunkowym zbioru Sok przy warunku z -

Zbior SAEK (r)noina Interpretowa¢ geometrycznie jako rzut ortogonalny
na przestrzen zmiennych g‘éprzekroju" danego zbioru S Or‘liperplaszczyzna
(w przestrzeni zmiennych (sok,z';)) zlg=const.

Definicja 6. Niech dla kazdego keH bedzie dauly zbior SOk o elementach
lso* Z )- Zbiér ng Z‘tZik (gk ):{(z0 ): (sok Z )esok} nazywamy rzutem ortogonal-
nym zbioru SOk na przestrzen zmiennych zlé. Zbioér o%<1 LZk’l:{Zok:(Zok’Zlé *)

nazywamy warunkowym zbiorem obserwacji z ™ dla danego cigagu obserwa-
cji 25'*.

Pomijajac w Def.5, 5 indeks "0" otrzymujemy definicje zbioréw: Sk|zk,
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Twierdzenie 11. JeZeli uk#ad dynamiczny ma postacie (O, (@ Ilub ), (@,

to pomiedzy zbiorami Sokfzg, Sk]z* .zachodzi zwigzek:

gdzie zz:zk—p4 (zk_l ), funkcja wektorowa P, (zk_l) jest okreslona jak w Tw.3.

Dowod. Dla kazdego keH odwzorowanie (Def.2) okreslone jest niejawnie
postacia:
sk B sk 0
- +
k k k-1
2 L %0 P s

Zbiér warunkowy Sjz* mozna wyznaczy¢ ustalajgc wartos¢ z* juz w powyzszyn
wyrazeniu. Poniewaz przy ustalonym Z“ rowniez ustalone jest 21 ,
P, (zk_l) jest wektorem liczbowym, co prowadzi do stusznosci tezy. Zauwazmy,

K\I

2e w opisany sposOb nie mozna wyznaczy¢ zbioru Ski|z gdzie Islsk przy

niezmienionej definicji zbioru i funkcji wektorowej P4(zk_1 )- Wynika to
stad, ze przy ustalonym zk\I dla Islsk nie jest ustalone zk_1

Whasciwos¢ warunkowych zbioréw informacyjnych wymieniona w Tw.11l Jest
jedng z podstawowych decydujacych o mozliwosci analitycznego rozwigzania
problemu syntezy praw sterowania. Powoduje ona niezalezno$¢ ‘‘reszt” od
wczesniejszych sterowan.

Twierdzenie 12. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (1), (@ Ilub 3, (@,

pomiedzy zbiorami ZOkJ.ZB 1, Zkiz*"l zachodzi zwigzek:

gdzie
k-1
P4k(z*'#) = C £ AK'IIB u~rz1}.
k=1

Dowod. Dla kazdego keH przy ustalonym z*"1, p~Cz*"1) jest wektorea

liczbowym i bezposrednio z réwnania obserwacji zk:z I(+p4k (z*1).
Ol



3. Przyktady

Przyk¥ad 1

Przyk#ad llustruje posta¢ zbioru T, odwzorowanie informacyjne p~ oraz
okreslony przez nie zbidér informacyjny S’éz wraz z odpowiadajacym mu zbiorem
warunkowym S”2 |z . Srodek ciezkosci zbioru warunkowego ~ 2\z 2 wyznaczany
jest bezposrednio z definicji przez caltkowanie.

Model sterowanego ukdadu ma postac:

Xo,k+I:X0k+ Wk ; X1:Xol

=X + V

Z ok ok VK

gdzie keH=-{112>, X ok Wi 1 Zok ,vkeR.

Zbior T = {(x ,w ,v )}cR jest prostopadtoscianem okreslonym przez
nastepujacy uktad nieréwnosci:
0.5 s xls 0.5 ,

-O.SSWlSO.S .
-1 s\/zs 1

Odwzorowanie p,g\z okreslone Jest zaleznoscia:

X
!

L% )

Odwzorowanie (péz) 1 ma postac:

W - "y
V2J -1 - L %02

Zbioér Sézzpéz(T) okreslony Jest nastepujacym ukdadem nieréwnosci w

zapisie macierzowym:



78 -

0.5 - "Xy 0.5
< 3 .

0.5 w1 0.5
1 -1 Z 1

Dla okreslenia zaleznosci $rodka ciezkosci zbioru warunkowego SA,. 4

od 2z 5 rozpatrzymy wymienione dalej przypadki szczegélne. Dodatkowo, ze
O.

wzgledu na ‘'symetrie", zaleznos¢ sSrodka ciezkosci zbioru warunkowego

SA_ 1z _od z _ okresla¢ bedziemy jedynie dla z _a O.
021 o2 02 02

Przypadek a

W przypadku tym wartosci obserwacji z” spedniaja warunek
I520232

Zbidér S 2]|zz odpowiadajacy temu przypadkowi przedstawiony jest m

rys.2.

(z02-1.5,0.95) y (0.5,0.5)

Rys.2. Posta¢ zbioru Séz Iz02 w przypadku a

Fig.2. Form of the set SA Iz in the case a

Bezposrednio z definicji S$rodka ciezkosci mamy:

\% 0.s o.s - - 0.5
xe X (X xpi)deE X \§ aw =
202—1.5 zez—l—Hl zoz—l.s 202_1_W1



Pole rozpatrywanego tréjkata wynosi:

Predt = 1 (222,
stad ostatecznie

x =Xsp L=

T A T W G

Ze wzgledu na ksztatt zbioru
*

W —

1

RzpEikb

m o, =@ -4
3 02 2

REL

le mamy :

02

U przypadku tym wartosci obserwacji zqg2 spedniaja warunek

Osz_sl.
02

Zauwazmy, Ze rozpatrywany obecnie przypadek sprowadzi¢ mozna do

przypadku a) podstawiajac w wyprowadzonych tam wzorach w miejsce zmiennej

z wyrazenie 2-202. Otrzymujemy

X =i z2 -z +2).
1 6 02( 02 2)

Pole powierzchni rozpatrywanego pieciokata wynosi:



stad ostatecznie:

X T & Zgz

Gzt 22)-
Podobnie jak w przypadku a) ze wzgledu na ksztakt zbioru 502 Iz02 ey

127 . 3¢ 1 _24%
LT £oz (20242)\ ?1_2 Zozo)‘

Ostatecznie, otrzymana zalezno$é¢ Srodka ciezkosci zbioru SOZJI_Z()’Zd
wartosci 202 (Hacznie przypadki a), b)) ma postac¢ przedstawiong na ns3

Dla I520232 zaleznos¢ ta jest liniowa, dla Oszo‘sl nieliniowa wypukda.
Z

Rys.3. Zalezno$é Srodka ciezkosci zbioru Séz !Zoz od wartosci z,

Fig. 3. The dependence ofgravity centerof  the set SQZ Jzoz from zo2

Przyktad 2

Przyktad 1ilustruje kolejno postaC =zbioru T, postacie odworovar
informacyjnych MOl1.MQoraz okreslone przez te odwzorowania zbiory SS.
oraz zbiory warunkowe f1|61, SZ"(ZOI’ZOZ) i ichSrodki ciezkosci gD
funkcje pomiaréw. Srodki ciezkosci wyznaczane sg na podstawie Dodatku p4.

Swobodny model sterowanego ukdadu ma postac:



- 81 -

olzie keH={1,2}, *ok- V Zok’V R-

Zbior T = {4, , VvA)IcRA jest wieloscianem (przypadek szczegélny

kampleksu komérkowego) okreslonym przez nastepujacy ukdad nieréwnosci:

-0.5s x*s 0.5

-05aws 0.5
-1 svj3 1
-1 3 VvV 3 1

2

Ten sam uktad w zapisie macierzowym ma postac:

0.5~ 0.5
0.5 0.5
1 1
1 1

Odwzorowanie p  odpowiednio do Def.1 ma postac:

X, *1 X, 1
w, 1 w,
v, 1 v,
Zon 1 Tovid

Odwzorowanie p odpowiednio do Tw. 1 ma postac:

«l

Zbiér Solzpol(‘l') okreslony jest nastepujacym uktadem nieréwnosci w

zapisie macierzowym:
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m0.5 * 0.5
0.5 0.5
1 3 1
1 -1 1

Zbidér  warunkowy SOI JzolzlrSOI (SOI przy ustalonej wartosci zd]

przedstawiony Jest na rys.4.

xi=—l+zol X1=I+201

Rys.4. Przekréj zbioru Sj(zoi=0) ptaszczyzng v2=0

Fig.4. Intersection of the set Sil(zm=0) b¥ v2=0

Zaleznos¢ sSrodka ciezkosci zbioru SiJ.ZOl od wartosci z; ma Rostac:

gdzie
C 0.5+201)/2 dla -3/2s ﬁf—l/Z

] (—0.5+201)/2 dla 2n 201’\ 3/2
dla -1/2s ﬁs 172

_ n n
dla 3/2 z01 3/2



Rys.5. Wykres zaleznosci $rodka ciezkosci x

Odwzorowanie odpowiednio do Def.1 okreslone Jest zaleznoscia:
*Xl
"1
ol 1 1
o2 3 11 1 v,
Odwzorowanie ma postaC:
* et
1 W
1
-1 1 z,
. »—\i E LZOZ 3

Zbior Sa=Po2(T) okreslony jest nastepujacym ukdadem
zapisie macierzowym:

od obserwacli z
1 J a
Fig.5. Plot of the center gravity x01 dependence on measurement z0

nieréwnosci

w



0.5 " Xy 0.5
0.5 w 0.5
1
5 <
1 -1 1 o~ 1
1 1 -1 1 2o 3 1

Rys.6. Zbior S2](zoj=0, z02=0)

Fig. 6. Set 521(201:0, 202:0)

Wyznaczenie zaleznosci $rodka ciezkosci zbioru 521(201,202) a
obserwacji (z01-z02) wymaga rozpatrzenia przypadkéw a, b, c. d okreslonych
na rys.7. W kazdym z wyroéznionych przypadkéw $Srodek ciezkosci moze bC
wyznaczony z definicji przez bezposrednie catkowanie (poréwnaj przyklad 1
przypadki a), b) ) lub na podstawie Tw.D. 4. z Dodatku p.4. Dodatkowo =

wzgledu na symetrie wystarczy wyréznione przypadki rozpatrywa¢ jedynie dia



02

Rys. 7. Przypadki wyréznione ze wzgledu na wyznaczanie $rodka ciezkosci
zbioru Sz|(201'202)
Fig.7. Cases distinguished for determination of the gravity center

of the set S2 _I(zm ,202)

Przypadek a
W przypadku tym wartosci obserwacji z01>z02 spedniajg warunki:

z a z - 0.5
01 02

Srodek ciezkosci  zbioru 821(201,202) zalezy jedynie od wartosci Zp» -
‘aktywnel sa  jedynie ograniczenia zawierajace zmienng zg2. Zbiodr
SJ(z 2z02) odpowiadajacy rozpatrywanemu przypadkowi przedstawiony jest na
ns.8 jako trojkat 1A6.

-1.8.0.S
@, )

Rys. 8. Posta¢ zbioru S217z01>z02” w PrzyP&<ilau a-

Fig.8. Form of the set S2 _I(ZOl ,202) in the case a
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Bezposrednio z definicji Srodka ciezkosci sympleksu mamy:

0.5 z -1.5 0.5 z 0.5
02

02

202—1.5 0.5 0.5 202—0.5

Srodek ciezkosci tréjkata ijys Jest liniowg funkcja wartosci z

Przypadek b
W przypadku tym wartosci obserwacji 2 ,z spedniajg warunki:

0 s zZ@ 0
0 sz s 1L
02
Srodek ciezkosci zbioru Sﬂl(zel’zozl zalezy jJedynie od wartosci Zp> 4.

“aktywne sg jedynie ograniczenia zawierajace zmienng 202. Vio o g

| zqi,z ) odpowiadajacy rozpatrywanemu przypadkowi przedstawiony jest n

rys.9 Jako pieciokat “eypp.

(-0.5,0.5) ? 0.5 7
(-0.5,* -0.5) t/S 0.5
(-0.5,-0.5) ® ~ p (©0.5,0.S

0.5
-0.5,-0.S
@y, .

Rys. 9. Posta¢ zbioru 521(201 ,202) w przypadku b

Fig.9. Form of the set 551(201 ,202) in the case b

W celu wyznaczenia $rodka ciezkosci pieciokata Torpp wznaczaly

kolejno Srodki ciezkosci i pola powierzchni odpowiednio czworokata iGPi

tréojkata oraz dodatkowo pole powierzchni pieciokata ~eypp. Mamy lolejo:
0

“<Krp~
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P€mp U
-0.5 * 0.5 2,,-0.5 1 R
*W  3(-05 © z,05 ' -05 =Y @15
21
wn 3 ¢ 0-5-(-0.5))"= 52%02 .
P . =P -P =1-1 22
<Kirpp <terp Np z 02

Ostatecznie otrzymujemy:

1 Zop @p71-9
&Krpp 3 zgz_ ]

0€tpp:(P’\ rp Of€rp PHpr' - P

W rozpatrywanym przypadku Srodek ciezkosci jest nieliniowa funkcja

obserwacji zg2- tatwo sprawdzi¢, Ze zachodzi wkasnosc:

@b 74 2o o0

Przypadek c

W przypadku tym wartosci obserwacji zOI>z02 spedniajg warunki

0 S ZOZS 1
0.5s 2013 1.5
X (202+0.5,0.5)
- (zo-zl.s.o.s) @3 r <0.5,0.5
Cor~1-Zp %) @ ©05.2,40.5
0.5,0.5 p (0.5,-0.5)

H <0.5,Zo;fl.S>

Rys. 10. Postac¢ zbioru s2](z01>z02) w przypadku c

Fig. 10. Form of the set 821(201 ,202) in the case c
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Dla wyznaczenia $rodka ciezkosci szesciokata oxfi\vp wyznaczamy kolejno
Srodki ciezkosci i pola powierzchni prostokata <PfYp tréjkatéw <pai Ayv aaz
pole powierzchni szesciokata oi?Atyp.

<& 0 2 0

(0.5-z +1)\2 i ri-5e2g

P& ~ 1-5 Z01;

. ¢ zo, - . 201—1 . 202—I S - 2201+202—3 5
<t 3 .;0-5- 205" 201 -0.5 zOl+202—1
5 (202—201—0.5)2/
202+0.5 0.5 0.5 % r 202+1.5
A R R ; [
yt> 0.5 0.5 202+0 5 S 202+1.5
\yv 2 @

CrnpE 5 (G220 ~{Z0y2g~0-5)2-28, )

Ostatecznie

b<xOAwpp “P$3yp b Prp bwsap PA?v bArw~/Po”Awpp

Przypadek d

W przypadku tym wartosci obserwacji 201’2(2 spedniaja warunki:

fi £ 202£ 2
0.51 ZO:LS 1.5

2013 202—0.5,.
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g {z o-1.5,0.5)
7 (0.5.0.9)

10.S.z02-1.5)

Rys. 11. Postac¢ zbioru Sj (z, z™ w przypadku d

Fig. 11. Fora of the set s2i(z01"z02" in the case d

Dla wyznaczenia $rodka ciezkosci czworokata orgyS naleZy wyznaczyc¢
Sroki ciezkosci i pola powierzchni odpowiednio tréjkatéw ijy5, Tgr oraz

pole powierzchni czworokata ccgm. Mamy kolejno:

- - “ - 2 .-0.5
0.5 . z,,~1.5 ]+ 0.5 -
- R 0.5 z -0.5
brS 3 (1 z,-1.5 0.5 ~
V =5Q2D/’
201—1 izor 45 1 201—I' 220|+202—3.5
bngoT 3 ( 202—201 0.5 0.5 >m3 -2 01+202+1

P 3 Cor7p 09"

W N* V. "3@*o/-3W 0'51

Zatem

bogy5 N bT|B PTRHS Nga Piga “agyS

Na zakonczenie zauwaZmy, Ze potrzeba rozpatrywania przypadkéw a,b,c,d
byla wynikiem daZenia do uzyskania analitycznych wyrazehn okreslajacych

Srodek ciezkosci  zbioru s021(z0i,zox® w funkcJi wartosci obserwacji
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z z . W przypadku realizacji prawa sterowania wartosci obserwacji s
ustalone 1 nie ma potrzeby okreslania powyzszych funkcji.

Zauwazmy rowniez, ze w Swietle przykkadu rozpatrywany czesto w aspek-
cie teoretycznym problem doboru "horyzontu danych pomiarowych™ dla regula-
tora Jest bezprzedmiotowy. W przypadkach a, b, w ktérych wartos¢ obserwacji
z Jest "maka" w pordéwnaniu z nastepujaca po niej obserwacja zg2> wartos¢
Srodka ciezkosci zalezy jedynie od wartosci ostatniej obserwacji (horyzont
Jednoetapowy), W pozostakych przypadkach, tj.c, d wartoS¢é Srodka ciezkosci
zalezy od wartosci obydwu obserwacji z <ZQ®2 (horyzont dwuetapowy).
Przykt#ad 3

Opierajac sie na wynikach przyk#adu 2 mozna przypuszczaé¢, ze réwniezw
przypadku wielowymiarowym Srodek ciezkosci zbioru Soklzg w dowolnej dwili
k rozpatrywanego horyzontu sterowania moze zaleze¢ jedynie od ostatniej
obserwacji z”~, jezeli wartos¢ tej obserwacji jest “duza™ w poréwnaniu z
obserwacjami poprzednimi. 2 tego wzgledu dalej rozpatruje sie analityczng
zaleznoSC Srodka ciezko$ci zbioru SOkizOk od pomiaru Z. dla zOke[_zok;zd(),

gdzie z K jest jego maksymalng mozliwg wartoscig. Znaczenie wartosci _zd_

o
bedzie wyjasnione dalej.
0gélny swobodny model bezposredni okreslony w horyzomcie H={1 H

ma postac:

zg - Hpsk + vk

Ten sam model wyrazony przez parametry modelu swobodnego w zmiennych
stanu ma postac:

zZk=LPy Pp 0 11

Ostatnia sktadowa blokowa wektora blokowego z* moze by¢ przedstawiona
o

w postaci:
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z = tC AKH C Ak-2 C, O... 0 jO....0 jO..... 117

gizie dla uproszczenia zatozono z K ,vk e R.
Ol

Zbiér T Jest prostopadtoscianem okreslonym przez nastepujacy ukdad

nieromnosci :
-as X s a
-b s w s b
NVk-1
-d s s d
-CcSs \ s C.

Zbior S~k 11 okreslony jest ukdadem nieréwnosci:

Z powyzszej postaci widaé, ze zbioér SQKQ( 11 moze by¢ przedstawiony w
Posteci ok =M0kxl gdzie jedynie zbidr l\/Iok zalezg od z,» zas zbior

T okreslony jest ukdadem nieréwnosci

d s N\k
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- - _ _ i, k-1 -
Dalej stosujemy uproszczony zapis zastepujac z”, Xj, W odpowiednio
przez z, X, w. ROwnanie pomiaru w zmienionych oznaczeniach ma postac¢:
z = g"x + h"w.

Zbior IVJ)k ma postac:

-a SsSXxaa a, xXeRn
-b swsb B, we R"ED
-C sz-g"x-h"wsc C, zeR =

Oznaczmy przez C(/30,Bl,——,BC) prostopadtoscian

-a Xs a
-b sws b
o wierzchotkach 80 ’8|"'c’8 . Dla celéw przykdadu wyrézniamy wierzchotek iI

okreslony przez wektor

5= [psopo-  asong psgph  bsgphl
Odpowiada mu dodatnia wartosc¢

vaaxp0: c + [g°, h']OO.

Wprowadzmy zbidér wierzchotkoéw V(BO) bedacy podzbiorem zbioru MO
wszystkich wierzchotkéw prostopadtoscianu C. Zbior zaviera
wierzchotki sasiednie wzgledem wierzchotkaB n Poszczeg6lne wierzchokki Pl

i=l,._._,n+r nalezgce do zbioru V(OO) okreslone sa nastepujaco:

B1 = t—? sgn g- asgng I,b sgn h .. brsgnIr h 1,
Bn = [?.sgng s---5 52 SQN gl,bslgnh ---brsgr}h],
Bn+i: | gsgn g asgn g ,I—b sgn h __. brsgnIr h 1],
Br = tajsgn gj ansgn g™.bjSgn hj -b~gn h ]
Wartos¢ z odpowiadajacag ustalonemu wierzchotkowi okreslamy jako

z0,1 = c + [g"- h"]Or



- 03 -
Podobnie okreslamy

z = max z(B ).
v pi«V(ia 1

Wierzchotkéw, w ktérych z(8(Q, i=I n+r osigga wartos¢ maksymalna
noze byé wiecej niZ jeden. Przyktadowo, jeZeli a=b oraz g, h, sa wektorami
Jedynek, to

z(p.) = max z(8 ), J=Il, ...,ntr.
T BeeV@)

Przyjety dalej do rozwazan przedziat zmiennos$ci z oznaczmy [z, Z],

,-C + tg", h'JOo)

z=c+ 4, B
Dla ze [z, Z] hiperptaszczyzna H
z-gX-hw+c=0

"odcind’ z prostopadtoscianu .. ,8c) sympleks Aia”™p”.o” an*m"”
Wazitkd a,....a  Bp 9gpldas o prkan  pzbica
hiperptaszczyzny H przez kolejne krawedzie prostopadtoscianu C(&", p°, -- ,8Y)
wychodzace z wierzchotka p . Wierzchokki an*r Prze<s*aw™< m?2na w
postaci:
«=8, +d (@,
[0.... g?Ll (z-c- tg’, h’18O 0], i=l-——-n

d,@ = -
[0.... h'i}n(z-c— [o*, h’180) ,L01 ci=ntl._..r.

Odpowiednio do Dodatku p.4 $rodek ciezkosci sympleksu A(8q,0", -.,a”)

wyraza sie zaleznoscia:

g'il (z—-[g*, h*380) - =t
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Oznaczajac 1°=[g",h"], wyrazenie na Srodek ciezkosci przepisa¢ mote

w postaci:

S N T P -
bAI = ob T |11 (z-c- 1 Po) , 1=1, . _.,ntr.

W przypadku szczegélnym, jezeli I1°=[1,...,1], to
sgn aGl 171 eee,n

sgn bEl 171 eee r

Po [a", b71)

wyrazenie na Srodek ciezkosci przyjmuje postaC:

n

ﬁ! a mnl

bA, = W b tm GCya- /by o
+ 1=1 (=]

-

Dla z e [z,Z] zalezno$¢ Srodka ciezkosci b~ od z Jest liniowa 1 eos
byc przedstawiona w postaci:

bA @-= kiZ + k0 k.,

i -1
z
el g.
ko
li 1 he1 =z
n*r*I  1-n
1 _
1 c +
ntr+l gi
k P =
o 1 w1
+
n+r*l  1-n ©
i=l N+Hr

Interesujace jest rozréznienie nastepujacych dwu przypadkow ka.>0,
ko <0. Przypadki te ilustruja graficznie rys. 12.a, b.



- 05 -

¢ bA

Rys. 12. a. Zalezno$¢ Srodka ciezkosci Rys. 12. b. Zalezno$é Srodka ciezkosci
od z w przypadku k01>0 od z w przypadku k (<0

Fig- 12_ a. Dependence of gravity cen- Fig. 12. a. Dependence of gravity cen-
ter on z in the case koi>0 ter on z in the case k01<0

Dalej analizujac wyréznione przypadki zakdtadamy dla uproszczenia
asea =1, . 1],

Przypadek kOI >0

W przypadku tym odpowiedni ukdad nieréwnosci ma postac

n r

-c-£a- Yb + (ntr+l) a > 0, j=I,...,n

i=l 1 1=11 J
n r

- Ya- yb + (tr+) b >0 , j=I,...,r.
=1 1 ith1 J

Normalizujac powyzszy ukdad nieréwnosci wzgledemc, ktére jestzzatozenia
dodatnie, otrzymujemy ukdad nieréwnosciwzgledem n+rzmiennych a¥Yc, gdzie

Fl....,n, b/c, gdzie i=l,...,r. Ukkad ten ma postaC:



n r
n r
@™c) - £ @¢c) + () M®Y/c) -1 >0 , j=I r.
Poniewaz z zatozenia a”0O, 1i=l,...,n oraz bs0, i=l.... r, to j&k

+atwo sprawdzi¢, jednym z rozwigzan powyzszego ukdadu jest:

a(c=l+d, 1-1,. .. ,n,

b /c=1+d, i=l, ...,r,
gdzie d Jest dowolng liczba dodatnig.

Zbiorem wszystkich rozwigzan rozpatrywanego ukdadu nieréwnosci jest
stozek wypukdy utworzony przez iloczyn dodatnich podprzestrzeni £,

i=1 n+r, na ktére hiperptaszczyzny

dzielg przestrzen Rn+r. Wierzchotek tego stozka lezy w pukcie

(A-.-.-.. 1)eRnkr.
Przypadek koi <0

W przypadku tym ukdad nieréwnosci utworzony analogicznie
poprzedniego ma postac:

n r
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Jedno z rozwigzan tego ukdadu moze by¢ przedstawione Jako:

a/c=l-d, i=l,...,n.

b/c=1-d, 1*1 r.
gdzie

a /c>0. b /c>0, d>0.

Zbiorem wszystkich rozwigzan rozpatrywanego ukdadu nierdwnosci Jest
stozek wypukdy bedacy iloczynem ujemnych pédprzestrzenl Q , na ktére
hlperptaszczyzny dzielg przestrzen Rrntr i “dodatniej Cwiartki“ tej przes-

trzeni .

4. Dodatek

Definicja D. 1. [18] Niech punkty a ,...,a" przestrzeni euklidesowej Rn

tworzg zbidér afinicznie niezalezny. Zbiér

nazywamy m-wymiarowym sympleksem o wierzchotkach aqQ, ..., ar.

°
°
°

Rys. D. 1. Sympleksy Ma% , Ma U,al), MaU.Ia_. a ) w przestrzeni R2
| -

Fig.D. 1. Simplexes r'1(aO 1, n(a O_ax), A(% .2 ,a ) in the space R2.

Wymiar sympleksu dim r’](ao,...,aa) jest réwny pomniejszonej o 1 liczbie

Jego wierzchotkow.
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Bezposrednio z definicji sympleks jest zbiorem wypukdym. Sympleks Jest
réwniez zbiorem ograniczonym.

Hiperptaszczyzne H(a a) c Rn wyznaczona jednoznacznie przez
zbiér wierzchotkow a, a, hazywamy hiperptaszczyzng noSng sympleksu
(',(ao,....an)_

Zbior pusty przyjmujemy za hiperplaszczyzne nosng sympleksu ACaQ)

(-1)-wym iarowego.

Sympleks A(aio...... ajkIcEn” nazywamy k-wymiarowg Sciang sympleksu
A(@Q-.-.. &Y. Przyktadowo  wierzchodki sympleksu sg jego  Scianami
O-wymiarowymi, krawedzie Scianami l1-wymiarowymi. Sam sympleks M ao a.)

jest swoja jedynag Sciang m-wymiarowa.
Wnetrzem sympleksu A(a ,...,a ) wzgledem jego hiperptaszczyzny noSnel

nazywamy zbior:

int A= xsRn: x =~ rJaj , gdzie rJ> 0 dla j=0,...,m oraz rgJ=1

J=0 j=o

Brzegiem sympleksu A(aQ &) wzgledem jego hiperptaszczyzny nosnej
nazywamy zbiér bd A = A\int A
Sympleks nleujemnego wymiaru ma niepuste wnetrze geometryczne.

Definicja D.2. Punkt b=Jx dx /Jdx nazywamy Srodkiem ciezkosci n-wymlarowego

sympleksu A(aQ anc” * liczbe v = J dx jego objetoscia.
A
Twierdzenie D. 1. [18] Dla sympleksu A(@" a )cRn zachodza zwigzki:
n
b= j¢l £ aj v = i det

320 1. 1
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Definicja D. 3. [18] Skonczong rodzine X symplekséw w przestrzeni Rn
nazywamy kompleksem sympllcjalnym, jezeli:

i) rodzina X wraz z kazdym sympleksem zawiera wszystkie jego Sciany,

11} przeciecie kazdych dwu symplekséw rodziny X jest Ich wspdlng
Sclam-

Jezeli X jest niepustym kompleksem symplicjalnym, to liczbe dim X= max
{dim A= AeX 7} nazywamy wymiarem, a liczbe diam X=max{diamA:AeX} nazywamy
Srednicg kompleksu X.

Twierdzenie D.2.[18], Na to, by skohczona rodzina X  sympleksow w
przestrzeni Rn byka kompleksem sympllcjalnym potrzeba i wystarczy by:

i) rodzina X wraz z kazdym sympleksem zawierata wszystkie jego Sciany,

i) wnetrza geometryczne roéznych symplekséw rodziny X bydy rozdaczne.
Definicja D. 4. [18] Podzbiér Xq kompleksu symplicjalnego X nazywamy
podkompleksem sympllicjalnym, jezeli Xq wraz z kazdym sympleksem zawiera
wszystkie Jego Sciany.

Definicja D.5. Kompleks symplicjalny X={A 1(a’01 A deRn: dim Aizn,
1-1 k> nazywamy kompleksem pednowymiarowym, jezeli wszystkie sympleksy
As stanowigce kompleks X maja ten sam wymiar i jest on réwny wymiarowi

przestrzeni, w ktérej sg one okreslone.

Rys.D.2. Przykkady komplekséw symplicjalnych w R2

Fig.D.2. Examples of simplltial complexes in R2
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Definicja D.6. Zbior UfA: AeX } nazywamy bryda kompleksu symplicjalnego X 1
oznaczamy przez K.
Definicja D.7. Niech X bedzie peknowymiarowym kompleksem symplicjalnym.

Punkt bK=Jxdx/Jdx nazywamy Srodkiem ciezkosci bryty K, zaS liczbe v\,=Jdx
K K K
Jej objetoscia.

Definicja D.8.[18] Kazdy podzbiér XcRn, dla ktorego Istnieje kompleks
symplicjalny taki, ze K=X, nazywamy wieloScianem. Kompleks X nazywamy
trlangulacjg wieloScianu X

Twierdzenie D.3. Niech X bedzie pednowymiarowym kompleksem symplicjalnym 1
niech \j,, b* oznaczaja odpowiednio objeto$é i Srodek ciezkosci brydy K, zas

i i N objetos¢ i1 Srodek ciezkosci i-tego sympleksu w

kompleksie X. Zachodzi zwigzek:

K
— 1
Bk =y N
1-0
gdzie
k
1j=VAVVK>0"
10

Dowod. Z Def.D.6 bryky K kompleksu X oraz whkasnosci calki Lebesgue’a w

przestrzeni Rn wynika:

k
J xdx =N J x dx.
K 1=1 A.
i

Dzielac obustronnie przez J dx 1 stosujac Def.D.7. otrzymujemy:
K
k
bK =\ (@ dx)/Q dx))A x dx)/ dx).
A L d a a
=1 n. Al A,

Stad na podstawie Def.D. 7 Srodka ciezkosci sympleksu i przy oznaczeniach:



101 -

=Jdx, 1=1 K, vK=Jdx,
AL
i

Ir tvw \

otrzymujemy podstawowag teze.

Dodatkowo, poniewaz v. , Vv, sg miarami, v, >0 za$ v,, jest skorczona,

i K
t 10 oraz zachodzi:

I I Z iuu = 1

1=1 A.
1

Twierdzenie D. 4. Niech X bedzie pednowymiarowym kompleksem symplicjalnym,
Xq jego podkompleksem, za$ K\Kq dopednieniem podkorapleksu Xq do X. Niech

V. W ” VK\K oznaczajg objetosci, zas$ b, bR , bj,», Srodki ciezkosci
o o o o

odpowiednio bryk K, Kg, Kg\K. Zachodzi zwigzek:
bK=1ibK +12bK\K *
0 o
gzie
1i=VK0"K—
2 Ykk N
o
w 1-
Donod. Z Def.D. 3 kompleksu sympllcjalnego X, Jego podkompleksu Xq oraz
whasnosci catki Lebesgue’a wynika:

| x dx=J x dx+J x dx.

K K\K
o] o

Dzielac obustronnie przez J dx otrzymujemy po przeksztakceniach:
K

bi=((3 dx)/(3 dx) )bK+ (( 3 dx)/(3dx) )bKN], ,

Ko K 0 K\K
gdzie:
= (3 )/ (I dx), 1k *e J / (1 dx),
k k N\K K\k

0 0 0
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oraz bezposrednio z powyzszych oznaczen 171/ *

Definicja D.9. [18] Ograniczony zbiOr QcRn bedacy przecieciem skoiczonej
liczby polprzestrzeni domknietych PGE{xeRn:cjx£dj> i=1,...,m nazywy
komOrka.

Poniewaz przestrzen domknieta jest zbiorem wypukdym i przeciecie
skonczonej liczby zbioréw wypukdych jest zbiorem wypukdym, to komérka jest
zbiorem wypukdym.

Niech QcRn bedzie komorka, punkty a qheQ niech staome
maksymalnie liczny zbiér afinicznie niezalezny zawarty w Q i nieh
H(% am) bedzie hiperptaszczyzng  okreslong przez te pukiy.
Hiperptaszczyzne H nazywamy hiperptaszczyzng nosng komérek Q, a jej wmiar
nazywamy wymiarem geometrycznym komérki Q i oznaczamysymbolem dim Q. Zudar
pusty przyjmujemy za hiperptaszczyzne nosng komorkipustej iprzyjnujesy
dim $= -1.

Wnetrzem geometrycznym intQ i brzegiem bdQ komérki Q rozumiemy JE
wnetrze i ograniczenie wzgledem hiperptaszczyzny nosnej .-

Definicja D. 10. Skonczona rodzine X komérek w przestrzeni Rn reamaij
kompleksem komérkowym, jezeli:

D) brzeg kazdej komérki QeX jest sumg komérek nalezgcych do X,

li) przeciecie kazdych dwu komérek Q , QzeX nalezy do X,

i) wnetrza geometryczne roznych komérek rodziny X sa rozlgczne
Definicja D.11. Zbidér U{Q: QsX ¥} nazywamy bryka kompleksu komérkowego K *
oznaczamy przez K.

Definicja D. 12. [18] Kompleks komérkowy X~ nazywamy podziatem kopleks
komérkowego X, Jezeli:

U 1V “|X].

1i) dla kazdej komérki Qle~l istniejg taka komérka QeX, ze Q@
Twierdzenie D.5. [18] Kazdy kompleks komérkowy ma podziat, ktory F°

kompleksem sympllojalnym.



Rozdziat 4

ZBIORY INFORMACYJNE TYPU R

Zbiory informacyjne typu R sa szczegdlnie zorientowane na przypadek, w
ktéorym model ukdadu dynamicznego podlegajacego sterowaniu wyrazony Jest w
korwencJi  zmiennych stanu, stad Jedna 2z ‘"blokowych wspédrzednych™
przestrzeni wektorowej, w ktdorej okreslone sg te zbioryfJest wektor stanu.
Jezeli zbior R i odpowiadadacy mu zbidr warunkowy spedniajg pewne warunki
symetrii, to rzut ortogonalny $rodka ciezkosci warunkowego zbioru
informacyjnego na podprzestrzen standéw jest rowny srodkowi ciezkosci rzutu
ortogonalnego tego zbioru na podprzestrzen stanéw.

Przyktadowo whasciwos¢ taka ma miejsce dla zbiordéw elipsoidalnych.
Dodatkowo mozliwe jest réwniez uzyskanie dla takich zbioréw rekurencyJdnych
zaleznosci pomiedzy okreslajacymi je parametrami, tj. Srodkiem ciezkosci i
dodatnio okreslona macierza odpowiedniej formy kwadratowej. Otrzymane
zaleznosci sg z dokdadnoscig do czynnika liczbowego identyczne z réwnaniami

Ffiltru Kalmana.

1. Definicje i podstawowe wtasnos$ci

Wyréznia sie niesterowany (swobodny) uk#ad dynamiczny o postaci:

X +w s X

= AX
o,k+1 o0,k k 1
Zok - 9%k Mk

oraz sterowany (wymuszony) ukdad dynamiczny o postaci:

(1)
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gdzie w obydwu przypadkach: Xo k+i, xft, w'eR", u”eR”, zV, VERl,

A&eR™™ | BeR™ | ee" oraz istnieje A

Rozréznienie powy2sze jest istotne dla liniowego i stacjonarnego
ukfadu dynamicznego. Pomiedzy zbiorami informacyjnymi odpowiadajacymi
wyréznionym przypadkom zachodza wtedy proste zaleZnoSci typu translacji
(patrz p.2).

Szczeg6towa strukture rodziny zbioréw typu R przedstawia rys.1l

kz

Rys.1. Struktura rodziny zbioréw informacyjnych typu R

Fig.1l. Structure of the family of the information sets of type R

Definicla 1. Okreslone dla kazdego keH wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie

Pok:Rd_>Rd. d=n+nN+pN, przyporzadkowujgce ka2demu punktowi (GRS

punkt (rok z’:)eR*. gdzie Sk:(i( JWN,Ly1' ), L =(x0k_wN,vN/It), nazywamy

swobodnym odwzorowaniem informacyjnym. Odwzorowanie p " przeksztatca day
Ol

zbiér TcRd w:

Zbioér R™ nazywamy zbiorem informacyjnym odpowiadajacym zbiorowi T zgodnie

z odwzorowaniem p «
Ol
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Twierdzenie. 1m Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (1), to dla kazdego keH

D odwzorowanie p” jest liniowe 1 ma postac;

G 0 s
= = k
PAS, W) .
H 1 v
p
gdzie
N = &g sk = (xi,wN,VvNNK)
P Pp
= 1 H =
1 p- Pu Py
P11
L Ak~1 ... 1 ]0 ... O
k macierzy N-k macierzy
P41= k wierszy macierzowych
CA*
u0 0 o o
.C 0
P42:
CAk2 ... C o0... O
k kolumn N-k kolumn

macierzowych macierzowych

*1°dzworowanie odwrotne p "ma postac:

sk Gr 0 rok
= p *(r_ ,zk) =
k N ok’
Vk Oi Oi o H 1 Zk

r o



Dowdd. Prawdziwo$S¢ twierdzenia wynika z zaleznosci:

K-1

X, =A X, + ) A w

ok 1 »

1*1
J-
z =C(AJIx +> AJ1 "w)+v_, j=I,....k,
»i - m J
i
zapisanych w postaci macierzowej. Te same zaleznosci rozwikkane wzgledeu ~

i ciggu zmiennych v daja posta¢ odwzorowania odwrotnego. Zwigzki paniedzy

macierzami Du, D o D4I D 4 8 P“,, P12 P a P 42 wgnlkaaa; z tozsamosci:
Pu Pro FDD =
1 1
1 1
P41 P42 ! D41 D42 L

Twierdzenie 2. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (1) to dla kazdego keH

zachodzi
ldetJO |= |detAKk™ ],
ok
gdzie
r S
ok /a E
Z ok v

jest macierza Jacobiego odwzorowania pok.
Dowdd. Macierz Jacobiego odwzorowania pok Jest tozsama z macierzg (WD
okreslajaca to odwzorowanie. Wyznacznik tej macierzy jest riwy

wyznacznikowi macierzy = A1



«icsk L Niech d(rok,zlg), d(sk,vk) beda odpowiadajacymi sobie zgodnie z
odwzoronaniem P ok objetoSciami elementéw roézniczkowych zbioréw Rk, T. Dla
kedego kelH zachodzi -

d(r‘ok ,Zlé) = ldetAk~1J d(sk ,VK).

Definicja 2. Okreslone dla kazdego keH wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie

pi:Rd—>Rd, d=n+nN+pN, przyporzadkowujgce kazdemu punktowi (sk,vk)eTcRd

ke Ari»Z< —95 g&zfe s"=fx"9@' ,vN\k'), r":(x’\9uH ,vN\k’), nazywamy
wyluszorym odwzorowaniem informacyjnym. Odwzorowanie zalezy od praw
steyorenia un™z1), 1=1..... k-1 i1 przeksztatca dany zbiér TcRd w:

szg (I'):!(rk ,ZK): (rk ,zk):pk g(s ,vk)l(sk ,vk)ellcRd.

Twierdzenie 3. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (2) i1 dane sg prawa
steronania ul(zl), i=l,...,k-1 to dla kazdego keH odwzorowanie pk okreslone

Jst niejawnie postacia:
" r o (Zk_l) i

zZ . oz pal Xy

giae: (r0 ,zlé) =p ok (sk ,VK),

PP(@k1) = P~z*1), 0....0

Nn+(N-p)p
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Dowod. Wykorzystujac zale2noSc¢

k-1
X, = Xg + Y" Ak 1 Bul(zl)
1=1

oraz zale2nosc:

J-i
zJ = ZO) +C) AJ_l"Bul(zl
1=1
dla j=I k otrzymujemy po uporzadkowaniu do blokowego zapisu wektorowi

teze twierdzenia.

Uwvaga. Uzyskanie jawnej postaci odwzorowania p" wymaga roawikdaj!
zale2nosci z Tw.3 wzgledem z , co jest mo2liwe w pewnych przypadkac¢
Jednego z nich dotyczy nastepujace

Twierdzenie 4. Je2eli ukdad dynamiczny ma posta¢ (2) i funkcje uw=u(zl

keM sa liniowe, to odwzorowanie jest liniowe o postaci:
r
k Ly Lo S,
k vk
2 21 22
gdzie

Ly=6, N @) o L= N (-4
_ _ =}
Ly, =(A-M)_1H . L=

N=SLN o, Noy» 01

MkI o Mk,k—I 0

Macierze G , H okreslone sg jak w Tw.1
PP

Dowod. Przy zato2enlu liniowych funkcji ~(z*), keH, skkadniki, pE

k-1
p(z ), przedstawi¢ mo2ha w postaciach:



Wykorzystujac powyzsze postaci w Tw.3 otrzymujemy:

"k 0 N "k Gp 0 Sk

K
Zk o M Zk Hp 1 \%

Stad
" 1 -N G 0
= ( ril p
Zk 0 1-M Hp L
-
a-w

Twierdzenie 5. Jezeli uk¥ad dynamiczny ma posta¢ (2) to dla kazdego keH 1
dowolnych funkcji u (z1), i«=l,...,k-1 zachodzi
Idetd, H detd, |=|detak 11,

r

gdzie J =3 K / d :2 jest macierza Jacoblego odwzorowania p -
z %

Domdd. Wprowadzajac pomocnicze odwzorowania £ 1 mozna macierz JScoblego

J przedstawi¢ w postaci J =J J , gdzie:
k Pk \
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Odwzorowanie okreslone jest niejawnie (por.Tw.3) postacig:
Sk 1 0 S+ 0 .
Zk Hp 1 Vk p4fz ]'1)
stad:
. * -
Sy 1 0 Sy 0 -
S —Hp 1 K P4t

Macierz Hp i funkcja wektorowa p_(z " ) sa okreslone jak w Tw.1, 3

5. Hy 143p,Czt1/az*1

Dla zatozonej struktury informacyjnej praw sterowania u”z1l), 1=1_... kil

mamy -

3p4(zIt'l)/azk =

#0
Stad det J -i=detj ~=1.
Mk
Odwzorowanie okreslone jest niejawnie (por. Tw.3) postacia:
< r K-
e = ‘6, 0 sk4_pitz%
zk o T zk 0
¥ *
Macierz Jest okreslona w Tw.1, funkcja wektorowa p (z ) w Tw.3
G 3p. (zk*+)/3zk
p _i
det J = det G = det Pu = det A
Ostatecznie det J = det det J =det A . co konczy dowdd,
k Kk ~

Wniosek 2. Niech d(r~,zk), d(s™,vk) beda odpowiadajacymi sobie wedhg
odwzorowania p" objetosciami elementéw rézniczkowych zbioréw R , T. Dla

kazdego keH 1 dla dowolnych funkcji u~z1), 1=1_... k-1 zachodzi

d(r, .z )=, 2= idetAK'Jlid(sk,vk)_
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nefinicla 3. Klech dla kazdego keH bedzie okreslone Jednoznaczne

odwzorowanie EOk :Rd->Rd, d=n+nN+pN, przyporzadkowujace punktowi
N — \k -1
G;kzo) - Q%k Ry ’Zok'zz )€Fok cR
W NG d

k-1, _
(rok_l_z0 ) = (xok_l, v, z ) eR c R .

Odwzorowanie E  przeksztatca dany zbiér R ™ w:

1— (R k)——l(r " 1|zkl) r okl 'é *)= € K zk)h(r zlé)eRok_ljh

Twierdzenie 6. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (1) to dla kazdego keH

odwzorowanie cok ma nastepujaca postac:

Xokel A1 -A"1 Xok '
W k-2 W k-2

ok-1 Yia k-1
N N1
YNk K
v, =9 z,
z';'l zz_l

Donod. Posta¢ odwzorowania ok wynika bezposrednio z zaleznosci:
Xoea™ A o™ A V. =24, _O%k'
Twierdzenie 7. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (1), to dla kazdego keH

zachodzi :

|detj HdetA*11,

ok
ok-1 ok
Stele J  =a /a Jest macierzg Jacobiego odwzorowania e .
k-1 k ok
ok z z
o o

JP°d" Macierz Jacobiego odwzorowania EOk jest réwna macierzy reprezentuja-
o to odwzorowanie (Tw.6). Jej wyznacznik wynosi:

detA 1=1/detA.



Wniosek 3. Pomiedzy obJetoSclami odpowiadajacych sobie weddug odwzoronweni!

£0k elementéw rézniczkowych zbioréw Rok_I , ROk zachodzi zwiagzek:

d(rok_I ,zl0<~1)=!detA 1'Id(ro|2 z’é)

Podobnie pomiedzy objetoSciaml elementdw roézniczkowych zbioréw warunkowyc

Rok_ilzc])l'l, ROk Izél)l’l, (patrz P.2),. zachodzi zwigzek:

drok_I = ldetA 1%dr0kdzOk .

Definicja 4. Niech dla kazdego keW bedzie okreslone wzajemnie jednoznaczni
odwzorowanie Rd->Rd, d=n+nN+pN, przyporzadkowujgce punktowi (r ,zK)=

N N\k k-1 k-1 _ N H\k k-1
(xk,w VL7 2 )echRd Bunkt (rk_l ,Z )—(xk_1 WLVETLY, L2 )eRk_lcRd.

Odwzorowanie przeksztatca zbiér R w zbidér R = €1RK) i1 zalezy a
praw sterowania u”z1l), 1 = 1....k-1.

Twierdzenie 8. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (2) 1 dane sa prava
sterowania u”~zl1l), i = 1,...,k-1, to dla kazdego keR odwzorowanie "

okreslone Jest niejawnie postacia:

" _1n —
" A1l AL X, A B AR

wk2 1 wk? 0
w

k-1 1 Wk—l 0

N\k-1 _
W = 1 WN\k 1 + 0

K\k WAk 0

1

V -

K C 1 Zk 0

k-1 k-1
Z 1 VA 0

Dowdd. Posta¢ odwzorowania wynika z zaleznosci:
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Twierdzenie 9. JeZeli »oklad dynamiczny ma posta¢ (1) to dla kazdego keR 1

dla dowolnej funkcji u’\Czk_l) zachodzi:

|detj£ |=|detj£ |- |detA 11,
N1 "k
odzie: J- =d /a jest macierzg Jacobiego odwzorowania
S k-1 k
z z

Doa0d. Rozpisujac szczegétowo macierz J. mamy odpowiednio do postaci z
Ti

Tw.9:

A1 -AT1 D (zk 1)

gdzie D(zk *) = -AB 3u (zk‘_]l)/dfﬁ]i. 2e struktury macierzy wynika
k

dt  =A1,
Sk

Wniosek 4. Pomiedzy objetosciami odpowiadajacych sobie weddug odwzorowania

% elementéw rézniczkowych zbioréw Nzachodzi zwigzek:
d(r ,z"1) = 1 det A1 1d(r ,zk).
Podobnie pomiedzy objetosciami elementdw rdézniczkowych zbiorOw warunkowych

* 4|z ¥, Rk]zk *, (patrz p.2), zachodzi zwigzek:

drk_l = { det A1 J d(rk,zk)_

2. Zbiory warunkowe i rzuty
Definicja 5 Niech dla kazdego keR bedzie dany zbidér ROk o elementach
@..- .z|0<). Dla ustalonego zg zbior Roszg = {(rOk ): (rOk ,zlo<)eRok > nazywamy

Zbiorem warunkowym zbioru ROk przy warunku zg -
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Zbioér ROk |z0 mozna interpretowac geometrycznie jako rzut ortogonalny
na przestrzen zmiennych r  “przekroju" danego zbioru Rok hiperpkaszczyznag
(w przestrzeni zmiennych (rok,zz)) ZI; = const.

Deflnicta 6. Niech dla kazdego keH bedzie dany zbiérROk o elementach

(rok ,z(l)<). Zbior POk =n, @ok) :{(zlé):(rok,zlé)eRok} nazywamy rzutes

ortogonalnym zbioru R na przestrzeh zmiennych z .
Zbior 2Ok leélz(zOk (z Ok,zk(;l)eP Ol} nazywamy warunkowym zbiorem obserwacji
Zo dla danego cigagu obserwacji zcl)< *

Deflnic la 7 Niech dla kazdego keH bedzie dany zbiér warunkowy Roklzc)(o

elementach rokz(xOk LWNL,VNME).  Zbiér
Yo Coid) =G Xg =G NN, Ik
nazywamy warunkowym zbiorem standw.
Pomijajac w Def.5-7 indeks "o otrzymujemy definicje zbioréw 1z,
Pk, Zklzk'\ Xk[zk.
Twierdzenie 10. Jezeli ukdad dynamiczny maposta¢ (1), () (to pomiedzy

Zbiorami Rok_|zlo<, Rklzk zachodzi zwigzek:
Rk|zk = pt (z+1) ¢ Rj zk,

gdzie z:;:zk—p4 (zk_l ), a funkcje wektorowe P, fz_l ). P %El) sa okreslone
Jak w Tw.3.
Dowod. Dla kazdego keH odwzorowanie (Def.2) okreslone jest niejawnie

postacig:
_f k-1,
ok P.l (Z )

K P4k

Zbiér warunkowy Rk]zk mozna wyznaczy¢ ustalajgc wartos¢ zk juz w powyzszy*
wyrazeniu. Poniewaz przy ustalonym zk réwniez ustalone Jest zk-}t
Pj(zk P4(zk sg wektorami liczbowymi co prowadzi do sdusznoScl tezy.

Zauwazmy, ze w opisany sposéb nie mozna wyznaczy¢ zbioru RjzkKd gdzie
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lilik przy niezmienionej definicji zbioru i funkcji wektorowych
o] (zW_I), P4(z W_B Wynika stad. Ze przy ustalonym z\m dla Islsk nie Jest
ustalone zk

Wniosek 5. Pomiedzy zbiorami X |zk, X |zbbﬁ?cgmodzi zwigzek:

Xklzk =p, (zk 1) + Xokag.

i ik
jako rzutéw ortogonalnych zbioréw ROk'|26> RkkZ* na przestrzenie zmiennych
X X Rzutem wektora pgzk_l) naprzestrzenie zmiennych X X jest
wektor p/z11-1).
Twierdzenie 11. Jezeliukdaddynamiczny ma posta¢ (1), (), to pomiedzy

Zbiorami ZOk le0<~+, Zszk 1 zachodzi zwigzek:

., k-1 fk-1. ., ik1
44,7 - k-{Z )+ Zok1Zo
gdzie
*__ K

P4ak(zk 1) = C Ak*1-IB U ((zb)
1*1
Domod. Dla kazdego keH przy ustalonym zk1, P (zk ) Jest wektorem

k-1
liczbowym i bezposrednio z réwnania obserwacji zk = z°k + Pdk(z " m

3. Rzut $rodka ciezkosci zbioru i $rodek ciezkosci rzutu zbioru
Bezposrednio z definicji Srodkiem ciezkosci zbioru RMk jest wektor

blokowy

NONK L C W K.
rXoIZ’ woo, v 1= EXOk WV 1 dl"ok/' dr
k

z

ok’
Rok Zo Rok

(©)
ktérego z kolei rzutem na przestrzen zmiennych x*k jest wektor x"k- Biorac
pod uwage wysoka wymlarowos$¢ zbioru ROk Izlé istotnym uproszczeniem zadania

wyznaczania zdefiniowanego jak powyzej wektora x jest zamiana kolejnosci
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wykonywanych operacji, tj. zbiéor ~ol(Jzo najpierw rzutuje sie na przestrze

zmiennych X otrzymujac zbiér Xok, a nastepnie wyznacza sie Sk

Kk
ciezkosci tego zbioru. Przypadek, w ktdérym opisana powyzej Zniam
kolejnosci jest mo2liwa, nazywamy przypadkiem efektywnym ze wzgledu ra

zastosowanie techniki przestrzeni stanéw [12]. W przypadku efektywnym maty

zatem:

X = d / = -
ok X ok®" ok o Xad¥o! WX “

K .
R zk R
ok o ok Zo ok X

Inaczej, oznacza to, 2e w przypadku ogélnym do wyznaczenia oceny XCk
potrzebna jest znajomo$¢ pednego zbioru warunkowego ROk Iz(l)< , podczas gdyv
przypadku efektywnym wystarczy znajomos¢ zbioru XOk bedacego rzutem orto-
gonalnym zbioru ROk IzI0< na podprzestrzen zmiennych X -

Ustalenie warunkéw, przy ktérych zachodzi (4), jest, przedmiotem dal-
szych rozwazan.

Niech bedzie dany zbidér A = {(X,y): (X, y)eRn+1} oraz zdefiniujmy:

i) zbidr Y|x ={y: (x,y)eA] bedacy przekrojem zbioru A ustalonag wartosciag X%,
ii) zbior X = wMA) = {x:(X,y)€A} bedacy rzutem ortogonalnym zbioru A ma
przestrzen zmiennych x.

Na podstawie twierdzenia o calce iterowanej mamy:

J x dx dy=Jx (J dy) dx =J x g(x) dx , Jdx dy =J (J dy) dx =J g(x) o
A X Y]x X A X V]x X

gdzie g(x) = J'dy jest interpretowana jako funkcja wagowa.
Y]-

Lemat 1. Jezeli Srodkiem symetrii zbioru X Jest punkt Xx 1 réwnoczesnie
8

dla ka2dego xeX,, g(x) * g(ZXB— X), to

J xg(xX)dx /J g(x) dx =J x dx /J dx = Xs.
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Dondd. Wprowadzajac zmienne z = x - x umieszczamy poczatek nowego ukdadu

wspGtrzednych w punkcie Mamy :
Ixg()dx= J(z+xs)g(z+xc)dz= J zg(z+xs>dz + Xs j'g(z+x_)dz @
X z z z
Jg()dx = Jg(z+xs)dz, ®
X z

gdzie zbior Z jest symetryczny wzgledem poczatku ukdadu 1 dla zeZ,

g(z+x()= g(—z+x)é Na tej podstawie:

| zg(z + xMNdz s 0. ©
z

Dzielac wyrazenie (@ przez () przy uwzglednieniu warunku (©)
otrzymujemy x . ROwnoczesnie z warunku symetrii zbioru X wzgledem punktu

X, mamy J X dx /\] dX = xs co konczy dowod.
X X

Lemat 1 okresla, jakie warunki spedniaé¢ muszg zbiér X i funkcja wagowa

o). Interesujace jest okreslenie wystarczajacych warunkéw dla zbioru A
Dotyczy tego
Lemat 2. Jezeli Srodkiem symetrii zbioru A Jest punkt to Srodkiem
symetrii zbioru X Jest punkt x* oraz dla kazdego xeX, g(xX) = g(2x#X).
Domdd. Pierwsza czes¢ Ilematu wynika bezposrednio 2z definicji symetrii
Srodkorej i rzutu ortogonalnego zbioru A na podprzestrzen zmiennych x. Dla
uzasadnienia drugiej czesci lematu wystarczy zauwazy¢, ze ze wzgledu na
symetrie zbioru A miary zbiordow Y|x, Y](@2x* - X) sa rowne.

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze jezeli zbiér A posiada symetrie
Srodkong, to przy wyznaczaniu Srodka ciezkosci jego rzutu X na

podprzestrzen zmiennych x funkcja wagowa g(x) moze byC pominieta.
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Obecnie mozemy sformutowa¢ warunki, przy ktérych zachodzi zaleznoc
(®). Precyzuje je
Mierdzsnie,, 12. Niech dla kazdego kelH bedzie okreslone X Jak w @) aa

funkcja

k N N\K
9,z X, 3 = SRR

Jezeli

1) dla kazdego zg«ePk = nZk mok) i kazdego xOk ok - n » mokizlé)

X
istnieje ustalone x_ takie, ze (zk X )= (zk 2X - X))
4] s ’ 9 &, Xy = 9 (&, . 2% ok 7”

dXok
X X
ok ok
to Xok = Xs'

Dowdd. BezposSrednie zastosowanie Lematu 1

A«i/ AM\Jr1

posiada symetrie Srodkowg wzgledem punktu (§<0|1(, W, V ], to romniez
zbiér Xok = nOde0k|zl(<)) posiada symetrie Srodkowg wzgledem punktu A i
funkcja g’k\(zlo<,x0k) spednia warunek 1) z Tw.12.

Dow6d. Zastosowanie Lematu 2.

Warunki efektywnosci techniki przestrzeni stanu przedstawione w Tw.B
sg silne. Przyktadowo, warunki te sg spelnione, jezeli zbiér T jest zviore«
elipsoidalnym. Wtedy bowiem zbiory Rok, Roklzg sa rowniez elipsoidalne
(patrz punkt 4.) 1 dla zbioru Roklzlg spednione sa warunki symetrii.
Kontynuujac przyktad zauwazmy, ze Jezeli zbiér T Jest wielosclanea o
symetrii Srodkowej (patrz rozdz. 3), to symetrie Srodkowg posiada rdnie!
zbioér ROK, Jednak nie posiada jej Juz zbidr warunkowy Rok12|§ dla lazxkj

wartosci z*. \



4. Parametryzacja zbioréw elipsoidalnych

Szczegélnym 1 waznym przypadkiem rozpatrywanych dotychczas zblorOw sa
zbiory elipsoidalne. Dalej bedziemy je oznacza¢ symbolem E(m,M), gdzie
parametry m, M>0 odpowiadaja kolejno Srodkowi elipsoidy 1 istotnie dodatnio
okreslonej macierzy odpowiedniej formy kwadratowej. Wybrane whkasnosci
zbiordw elipsoidalnych zawiera Dodatek p.6.

Zbiory elipsoidalne posiadajg dwie whasnosci podstawowe dla
rozpatrywanego w pracy problemu syntezy praw sterowania. Pierwsza z nich
polega na tym, Ze zatozenie elipsoidalnego zbioru T implikuje dla kazdego
keH elipsoidalno$¢ zbioréw Rok, R0k|125< , XOk , druga jest symetria $Srodkowa
szczegblnie istotna dla zbioru warunkowego Rok|z* (patrz Tw.13). Pierwszej
z wymienionych wkasnosci dotyczy
Twierdzenie 14.

Jezeli:
D ukdad dynamiczny dany Jest w postaci:

= +
Xok+l AX ok w k

Cx + v

Zok ok k

gdzie keH 1 istnieje A*1,

) T = E(T), gdzie t'= [x",w' ,y" JeRd, CKIeR“* , d=n+nN+pN,

t dla kazdego keH
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U ,T e RG@i0Ed-io rM-»>* u T e Rkk
n un (o 2 12

oraz macilerze Gr'Hr okreslone sg jak w Tw.1,

11) R, _1zk = E(l;k K ck(zlé)lﬁ(.lk)

okl o
gdzie:

Yok ik = Tokpo ~ Rk Gk @K - 2O

_k-1" —H\k-1" _H\k"

" ok 1o [Xk, w ., W Y 3.

—k - - —wi

Z =P X + P_wk\

o « 12

@O =1- & - 27U, - Gl Rk Gaqr 2@k - 2

P12 = [P12 -0 -
macierze Rk|'k' Gk i’ U22 okreslone sg jak w 1), za$ macierze P12' P«1 Jak
w Tw. 1l

DowOd. Podstawowa idea dowodu jest prosta i opiera sie na tym, Ze dla
kazdego keH zbidr informacyjny ROk jest wzajemnie  jednoznaczny*
przeksztakceniem liniowym zbioru T oraz ze "przekréj" zbioru elipsoidalnego
jest nadal zbiorem elipsoidalnym. Jawne natomiast wyznaczenie zaleznosci
pomiedzy parametrami zbioréw T, R, R ~|z wymaga ztozonych zapiséw. Na
podstawie Def. 1; Tw.1 (kolejno okreslenie i1 posta¢ odwzorowania pok), oraz

Tw.D.1 (liniowe przeksztakcenia zbioru elipsoidalnego) otrzymujemy, ze dla

kazdego keH zbidr Rosz(mk _Tk), gdzie



X ok P 11 P 12 X i
k1 §Te-1

m o= Nk _ NNk
YNk Nk
< Pun Pa 1 v

W powyzszym zapisie wykorzystano zmodyfikowane (w stosunku do okreslonych w
Tw. D) postacie macierzy P , P uwzgledniajgce fakt, Ze pewne ich bloki sg

macierzami zerowymi, tj. P.= [P,. 0], P, = [P,. @3*

Podobnie, wykorzystujac posta¢ odwzorowania (w. 1), mamy:
e M °n °n 6 0
(@) o H 1
0 1 21 22 r

GrUU Gr+ZGrU12Hr+HrU22Hr’ G"U, _+H"U

r 12 r 22
U G+U__H
21 r 22 r
Rk|’k Gk|1<
®
Gk k U22
gdzie
-
Tt rU; Upt
T =
To1 22 21 22

oraz odpowiednio do wartosci k, T , UHeRMd Kx(d k>( Tj2, U 2eR{ k,xk,

722" "22RAE d=n+nN+PN-

Inaczej, macierze T i1 U przedstawiamy w postaci macierzy blokowych o

wymiarach blokéw zaleznych od aktualnej wartosci k. Odpowiednio do tego

bloki o takich samych wymiarach wystepuja w macierzy okreslajacej zbior
i dla wygody dalszych zapiséw pierwszy z jej blokéw oznaczamy przez

re..
“1i



Jezeli zbior Rok:E(rak,Tk), to na podstawie Tw.D.5., p.6 Dodatek zbic¢r

warunkowy Rok |zé< jest dla kazdego z(l)«ePk (Def.6) rowniez elipsoidalny, 1.

RokilZ3REE -¢ R g2

gdzie
Fokix = Yokfo ~ Rigk Cupe @k — 22 ®
Fos e TN g g
E: :P41X1’512\7V_{
€GO = 1-G-21)" Uy GRS ijd @ - 19- @

Macierze Rk[k' SB(IR okreslone sg jak w (5). Skalarna funkcja E(cz)k)
modyfikuje “wielkos¢" elipsoidy E(r k'k’%("k)' W przypadku z(l)<:z(l)<, S (Z()():I
i E(r ok jk k(z )Rkj'k) E(oklkl(Fk )-Jezeli natomi”™t % nale2ydo brzegu
zbioru Pk (Def.6), to c?zél).):o i elipsoida E(rOk Ik 1€ g)zk)kRIk, Y‘redukuje
sie" do punktu r kjk-

Jezeli elipsoidalny zbidr Tposiada szczegllna orientacje wzgledea

uktadu wspotrzednych x , wN, vK, tozachodzi

Wniosek 5. Jezeli macierz T okreslajgca zbiéor T w Tw. 14 ma postac

T=diag[Xi W™,.... W, ,....V~], to dla kazdego keH informacja pomiarowa zK
Gk Nk

nie wpdywa na u ,V

Dowéd. Zaktadajac szczegdlng, blokowo diagonalng postacé
T=diag IXl,\:@I V\{(,lv VN). X1>0, W, VL>O, keH,
macierzy okreslajacej zbior I, mozemy doktadniej rozpisa¢ postacie macierzy

RKk]k” GKlk wst;ePujd4cych w (5). Mamy:
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o]
d;a Idu d;Ix;v  d« (V'1)“B« °
D;2¢;IDn +5« (V"1)kD«  512x ;1512+d ;2(v ")V ((H)Y ° °
o
o (VDK
DA(VT Dk
- D (L 1k 8
Gen = 2 (8)
0
o]
oraz
D,2” [V 1" D42 «“ [D42701-
W powyzszych zapisach macierzy , Ri1, G , zastosowano dla uproszczenia

oznaczenia:

orbk = dragen™ ), (1) ™ = dlagCM~ )

Zbiér warunkowy

Rl AEECE o -0 GOR g >
gdzie parametry rOk e ck(zok), Rk|’|< sga okreslone przez wyrazenia (6)-(7) 1
).

Odnoénie Srodka ciezkosci zauwazmy, ze w wyniku szczeg6lnej

r-ok' k
struktury macierzy GkJlk obserwacja zk modyfikuje Jedynie dwie pierwsze
sktadowe blokowe  tego wektora, czyli xoklk * wlk 1 u poréwnaniu z
= 2 i H
Xk’|o P]_,Lxl+P12 W,Ilé'. Sktadowe blokowe o v,lg\/k nie ulegaja

Zmianie.

5. Rekurencja parametrow
Wynik zawarty we Wniosku 5 sugeruje, Ze w przypadku szczegdlnej

postaci zbioru T parametry warunkowych zbdéw stanéw R Izotm X~moga b»¢

wyznaczone rekurencyjnie, Rzeczywiscie zachodzi nastepujace
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Twierdzenie 15. JeZeli:
i) ukdad dynamiczny dany jest w postaci

= +
Xo,k+1 AXok Wk

=C

z X + Vv
ok ok

b
gdzie keH 1 istnieje A 1,
1) T = ECE,T),

gdzie

—
|

= diag(X_ .y (TRY; V), X20. W, \>0, ieH,

to dla kazdego ieH

Xan T BE&on €1EP Ly

xoi u - n><0| mol jZ(:)I')

oraz pomiedzy parametrami zbioréw X zachodzag zwiagzki:

, X
ok Tk 0,k+1 [k+1

Xo,k+1|1k+1: X0,k+1llk+ I‘k+l|'k+1 ¢ Vk}l (Zo,k+1 - CXo,k+l|’k ),

:AXOR Ik Xol fo ~ Xol 7

X0,k+1 ik

Hdnea = Fidap T CViGS

beame AL R ¥V L= Xp

k+1 k —
= + - - + -
¢ (Zo ) Ck g)Z ) (Zo,k+1 CXo,k+| |k ) (Vk+1 CI_k+1 j'k+lC )

)-

-(z - Cx .
( 0,k+1 0,k+1 |k

Dowdd. Przystepujac do dowodu Tw. 15 wyznaczymy najpierw zaleznosci

k j ied trami bioré R , R odpowiedni
rekurencyjne pomiedzy parametrami zbioréw kit R i powiednio

ROik+, 1<#”. RokI2™ Wykorzystamy w tym celu odwzorowanie eo (©ef.3,

Tw.6) okreslajace zwigzek pomiedzy elementami zbioréw R o1 R k.Mamy:
Ol
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X ok A"1 -A"1 X kel
k-1 2
W ket
W W
k k
N\K N\k
w w ©)]
ke ke
k+1 - Zok+1
k k
z
0 Zo
Pomiedzy elementami zbiordow l'\:)’kﬂ JZIé' Rok leo< istnieje zwigzek:
X Al AT X
ok ok+1
k-1 2
W 1 Wt
W
k Yy (10)
WN\k WN\k
N\k+1 HMc+1
v v
%
k+1 Zok+l
Ilb w zapisie skroconym:
r
ol okt
M= F
ok+1
Isz(r ,C (zk)R ). a jego
- o ok k™ k Yo7 k]k

pararetry sa okreslone przez (), (6), (Ga)-

Dla uproszczenia dalszych zapisOw przedstawimy macierz Rk]k (poréwnaj

&)) w postaci:

Leae Men
\W = dia* ( , VI\ W-111", (VRIONMERN\ VI'('}l) (11)

Mk Ik Nk ’k

oraz wprowadzimy pomocnicza macierz:

REKlk= dia* oy (12)
Kk Tkk

Wykorzystujac odwzorowanie (10) oraz Tw.15 okreslamy zbiér:

AR co s (CONIFIERT NS S LONEM )
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gdzie:
o,k+l k
=F rokjk’ 9
o,k+l k
PETDREEEIN PR a

Rozpisujac szczegdétowo prawg strone (14) +atwo sprawdzié, 2e macierz

T . moZe by¢ przedstawiona w postaci:
k +11k+l Gk+|
/ -i (€]
\%
k+1 k+1
gdzie:
1 2 L
tLk+i ke N&H k+l 1 k+l
Rk [k Psl kel N ket YR ke (16)
MEE ke NBR ke MR ke
an
Skt = Vi ©:00:0.04, @
Na podstawie (14) pomiedzy macierzami Rp,k|’k’ Rp’ okl zachodzi
zwigzek:
R-1 =F'1R" <+ 1 '
ket ™ T & R %.k]k I:pk B Vi ()]
Ao Al -
F'1= 0 1 0 » B = 0 (20)
_ 0 1
Stosujac do (19) wzér na odwrotno$s¢ sumy macierzy otrzymujemy:
Rp,k+| ﬂ<+I: Rp,k+| Ik_ nk+| k+l (21
R =F R F .
p.p+flk p pkllk p (22)
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“r1 [k plvpkfkrpD'r To r '{Vkl rodi lB’l-p'?)kj'krp (€2))

Unzgledniajac szczegétowag strukture macierzy Rp k|E£ mamy:

Lk+|lk A’YL 13 Wk
p, k+l k M [kA Nk Tk 0 (22a)
I_k+1 [k ¢
- - "
M I A" C (V,*CL ., 1CT) fd‘kﬂlk .CAM, rk,cwk}, (23a)
w Cc*
k
odzie:
Lk+l = A Lk ” A+ Wk' @
JeZeli zbior Si)_kﬂllz0 = E((r0 T ok kg)z )rk+”,k) to na pod-
stawie Tw.D.5 zbiér
k+1lzk“]I E(ro k+ljik+1 “C1 (Zlod’)Rkﬂ}kﬂ ).
gdzie
Fo kil okt~ Riert pertCiert @o e Zo, ket bic- @)

U szczeg6lnosci dla pierwszego z wektoréow stanowigcych kolejne bloki

wektora r jest nim x i mamy =
0,k+1 ’k+1 (i' o.k+1 Ik+1)

=X i +L , C'-l (z )- (25a)

X » -Cx »
0,k+1 'k+1 o,k+1 k k+1 'k+1 k+1 © o,k+1 0,k+1 'k
Macierz Rkdl|kH okreslona Jest postacia:

k+1 k+l =di ag( p, k+1 ’k+1 -WIIL VIMIHD), (26

w ktorej R okresla zaleZznosC (21) z podstawieniami ogllnymi (22),

p,kHl k+1
() lub szczegétowymi (22a), (23a).

Odpowiednio do (25a) ograniczymy sie do wypisania zale2noSci dla
uacierzy Lj(+|k#i, bowiem tylko ona wystepuje w (25a). Na podstawie (26) z

odpowiednimi podstawieniami za R™ k+1jkH mamy:



Zaleznos¢ (25) przepisa¢ mozna rowniez w postaci:

L = Bchpe ¥ OVIRG @72,

Warunkiem poczatkowym dla zaleznosci rekurencyjnych (@27) lub (27a) jJest
iJo i’
W charakterze dodatkowego komentarza zauwazmy, iz wyrazenie (&)

okresla réwniez spos6b wyznaczenia ocen wil ,  Vk+l przez
k+11k+1 k+ilk+1

_ _ _ _ Az.1l - AT _1 o
odpowiednig do z modyfikacje ocen (w 'Wk)k|1<' Y ’V)k|'k’ gdzie W,

Lk+1

vk sa ocenami a priori (poréwnaj z postacig zbioru T=E(t, T)). Zauwazmy
P . A A" . - S

réwniez, ze oceny Xk+l|’k+1 . \{<+1|k¥1 beda réwne swoim ocenom a priori, ®
formalnie wynika ze struktury macierzy Rk+1|’k+1 Gk+1

L - k+1
Zaleznos¢ rekurencyjna dla Cor1 (Zo+ ) ma postaC:

k+l _ y — . . —
Cr @ DT E I, LK |!< Yt CL|<+1|1<+1C DL C _Cxo,k+lj'k)
@)

Przypominajac, ze okreslone sa rekurencyjne zaleznosci dla parametréw

zbioréw warunkowych

R Izkl = EGi- Gy @D R

ok+11 0 ok+11k+1 ). lel

k+1 [k+1
ostatnim  krokiem tej czesci dowodu jest wyznaczenie  zaleznosci
rekurencyjnych dla zbioréw ~ok+1lktj bedacych rzutami ortogonalnymi zbioréw

Rok+, I<H na podprzestrzenie zmiennych Xofc. Na podstawie Tw.D. 3 mamy:
Xok+i|k+, = "xok(E(;ok+,|k+i> Ck+i(zr ) Rk+ilk+i}) =

= E(Xok+i|k+i> “k + i O Lk+i]k+i} 9)

gdzie x(kki|Jkh okresla zaleznos¢ (25a), zaleznos¢ (@27) lub (27a)
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z warunkiem poczatkowym cktl”’z0 ) okresla (28). Tyra samym

wyrazenie (27) konczy dowod Tw. 15.

6. Dodatek

Deflnlc la D. 1. Zbidor <x: (X - m)"M_1(x - m) s 1} gdzie xeRn, M>0, nazywamy
n-wymiarowym zbiorem elipsoidalnym.

Parametr m okresla Srodek elipsoidy, pojedyncze rzeczywiste i dodatnie
wartosci  whasne macierzy M sa réwne odwrotnoSciom dtugosci potosi
elipsoidy. Parametry m, M jednoznacznie okreslaja zbiér elipsoidalny, stad
stosujemy réwniez, oprocz postaci z Def.D. 1., zapisy: E(m,M), lub E, jesli
nie ma potrzeby jawnego wymieniania parametréw. Zbidér E jest wypukdy i
ograniczony.

Twierdzenie D. 1. Liniowe nieosobliwe przeksztatcenie y = Ax zbioru E(m,M)
jest zbiorem E(Am,AMA®).

Dowdd. Zbiér E(m,M) zgodnie z Def.D. 1. okreslony jest nieréwnoscia
CEM*ML(x-m) s 1. Podstawiajac x=A_ly otrzymujemy (A 5y-m)*M 1(A ly-m)si,
czyli (y-Am)"A 1 M *A 1(y-Am)sl.

Definlcia D. 2. Funkcja podpierajaca wypukdego i ograniczonego zbioru ZcRn

nazywamy () = max z"n.
zeZ

Twierdzenie D.2. Funkcja podpierajaca zbioru E(m,M) jest
D= (N"Mn)1/2+n"m.
Dondd, Wychodzac z Def. D. 1 mamy kolejno:

DO = max X"n = max X"n =
XSE (ra,H) & (x=-m) M (x=-m)=1}

=max X'n + A((X - MM "X -m - 1)),
X

gdzie A jest mnoznikiem Lagrange’a. Przyréwnujac do zera pochodna wzgledem
X maksymalizowanego wyrazenia otrzymujemy warunek n+2AM 1(x-m)=0, stad
=-(Mn/2A)+m. Wyznaczajac z tego samego warunku A, a nastepnie podstawiajac

rownania ograniczen otrzymujemy 2A=+(n"Mn)1l/z. Obliczajac dla
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wyznaczonych Jak wy2ej X, A lloczyn skalarny x"n otrzymujemy poszukiwang
funkcje podpierajaca rj(n)-

Definicja D.3. Rzutem ortogonalnym punktu [x",y"]eRn, dImx=ni> dimy=n,
n +n “n na podprzestrzen zmiennych x nazywamy punkt [X" ]eRnl, ®
zapisujemy x~Ux".y"H = [Ix"]. Rzutem ortogonalnym zbioru ZcRn m
podprzestrzen zmiennych x nazywamy zbidr rzutéw kazdego z punktéw zbioru Z

na te podprzestrzen. Zapisujemy:

mr@ =X = {xx =x Ux",y"IDA[X",y"1€Z}.

Twierdzenie D.3. Rzutem ortogonalnym zbioru E(m.M), gdzie m'=[m;(,m;|

M M
1 12
> 0,
M M
21 22
n n n Xn n Xn n Xn

mXeR ; myeR r M:I:LeR 1,1 MlZ:MZLeR 1 2, M229R 2 2,

na podprzestrzen zmiennych x jest 2bior E(m -M*), co zapisujemy
n (E(m,M))=E(m .M ).

Podobnie

xy(E(m,M)) = E(my'Mzz)'

Dowéd. Na podstawie Tw.D.2 przy uwzglednieniu m = [m)‘(,m;l oraz

n n
X X X y/2+ X X

Na podstawie Def.D. 2, D. 3 funkcja podpierajaca zbioru x (E(m,H)) ma postaC:



Odpowiada jej zbioér EIim™.MM).

Analogicznie, funkcja podpierajaca zbioru jy(E(m,M)) ma postaC:
*0 )

ny (n;/ M22 ny)1/2 + n; my

i odpowiada jej zbidér Eim .MN).

Twierdzenie D.4. Jezeli macierz M z Tw.D.3 Jest blokowo diagonalna,

12 o1 to nieréwnos¢ okreslajacg zbiodr i (E(m,M)) otrzymuje sie

podstawiajac rysO, y=0 w nieréwnosci (Def.D. 1) okreslajacej zbiér E(m,M).

Podstawiajac m = 0, X s 0, otrzymuje sie nierownos¢ okreslajaca zbior

»y(E(m,M)).

Dovdd. Jezeli M. =M * 0, to
12 21

22

zatem zbiér E(m,M) okreslony Jest nieréwnoscia:
Ocm, D MILGe-m )+ Cy-m )™MZ, v-m )*1

Podstawiajac ras), ysO otrzymujemy:

(x—mX)'M _ﬂl(x—mx)ml_
Nierownos¢ ta okresla zbidr Efm.M ® ktory jest rzutem ortogonalnym zbioru
E(m,M) na podprzestrzen zmiennych x (por. Tw.D.3);
Beflnlcla D. 4. Niech bedzie dany zbiér ZcRn o elementach [x",y"l. Zbiér
*Iy=fx: [x,y=const]€Z> gdzie yey(Z) nazywamy Jego zbiorem warunkowym przy

warunku y.
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Twierdzenie D.5. Niech bedzie dany zbidér E(m,G-1), gdzie m* = [m",ra"]
Xy

G G
U 12
G = >0
G G
21 22
n xn
mXeR \ myeR 2, GlleR 1 4+, G12 = 621eR GzzeR . n1+51 =,.

Dla kazdego yen (E(m,G 1))
E@m, M) ly = Eim™ c(y)GJ*),
gdzie

m:mX—GU G12 (}/—my),

X
= - - - - * -
<o) 1 ¢ my) (Gzz sz 1]?12 )g}’ n)]/ )-
Dodatkowo dla yeny (Etm.G-1)), Oa c(y)a 1

Dowdd. Odpowiednio dla zatozonych struktur wektora m i macierzy G

nieréwnos¢ okreslajaca zbior E(m, G’1) mo2e byC przedstawiona w postaci:
(x-m)()'G11 (x—mx) + 2(x-mX)'G (yl—zmy) + Sy—rg )'G22 (y—my) a 1l

Traktujac y jako ustalone otrzymujemy po prostych przeksztatceniach:

CGA N n Gi2W-%))"Si (- ™ n Gi2(y- M))sl-ty-%)" (G2-G2iGn Gi2"y- V

Na podstawie Tw.D.3 zbidr ny(E(m,G 1)) = E(my,M22 ), gdzie ze wzoru na
odwrotnos¢ macierzy blokowej G mamy:

My = G, -G, CFC,,TT

Nieréwnos¢ okreslajaca zbiér E(m ’Mzz) ma zatem postaC:
Yy r

(y- my)/(G22-G21GU Gt2)(y- V s
czyli c(y) a 0. Réwnoczesnie, poniewaz z zatozenia G>0, roéwniez G_1>0 i

(y - my),(C22 - 621 Gil G12HyYy - *“y} " °-

Laczac powy2sze nieréwnosci otrzymujemy O a c(y) a 1.



Rozdziat 5

INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA

Ograniczony i mierzalny w sensie Lebesgue"a zbiér T charakteryzuje a
priori zmienne niepewne. Porzadek w rodzinie zaleznych od praw sterowania
obrazdw zbioru T implikuje porzadek w zbiorze praw sterowali i pozwala na
wybdr optymalnego prawa sterowania. Jedna z mozliwych jest relacja porzadku
zgodna z porzadkiem naturalnym w zbiorze agregat macierzy drugich momentéw
Zbioru L jbedacego obrazem zbioru T weddug danego odwzorowania zaleznego od
praw sterowania. Minimalizacja wzgledem praw sterowania agregattf macierzy
drugich momentéw odpowiada dazeniu do uzyskania dobrze skupionego zbioru L.
Jezeli za L przyjac¢ zbiér Informacyjny typu S(to przy ustalonym zbiorze T i
liniowm modelu prawa sterowania wpdywaja na ksztakt zbioru S, a tym saunym
rma agregate drugich momentéw, nie majg natomiast wplywu na objetos¢ tego

Zbioru.

1 Odwzorowanie podstawowe

Definicja 1 Odwzorowanie cclgll RK4 przeksztatcajace zbiér TcR na zbidér
1=a(T ):{I:a(t)lteT}cRN4 nazywamy odwzorowaniem podstawowym.

Przypominajac, Ze zbiér T stanowi informacje a priori o zmiennych
niepemych wymagamy, by zbidr L bedacy jego obrazem w odwzorowaniu a
posiadat pozadane wkasnoSci lub byd optymalny w sensie porzadku przyjetego

w rodzinie £ zbiorow L (patrz p.2).
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Odwzorowanie a jest ztozone i zalezy zaréwno od modelu pomiaru, jek
rowniez od praw sterowania i struktury informacyjnej. W pracy ograniczono
sie do problemu poszukiwania optymalnych praw sterowania przy danym modelu
obiektu, danym modelu pomiaru i ustalonej strukturze informacyjnej.

Elementami zbioru 1 ogdélnie moga by¢ dowolne funkcje wektorowe
argumentéw xW+1,uN. W przypadku funkcji liniowych elementami lei 5
przyktadowo xN+1, xN#I, OMNHL",uN®), (xN+iMc™ ,ul1"1, OsksN+l, OslsN. Zbiér
L moze by¢ réwniez tozsamy ze zbiorem SK lub RN i w takim przypadku Jego
elementami sg (SN,ZN) lub (rN ,zN) (patrz rozdz.3, 4). Zbiér L moze byC tez
rzutem ortogonalnym zbioréw SN lub RN na dowolnie wybrane podprzestrzenie
zmiennych (s*.Z2') Iub (r~.2Y).

Niejawnie odwzorowanie a okresla nastepujacy ukdad réwnah:

a(t)=0(t,uH )
U

u, :u,(ZdZ} ieHu 1)

j =hi(tDt; uD _>=
zj i( L ou

gdzie HY, H, sa horyzontami odpowiednio zmiennych niepewnych, sterowan

i pomiaréw, DcH , DdH, DcH ich podzbiorami, t=t . Odwzorowanie 8§,
t t u u 'z z Ht

prawa sterowania u(, ieH oraz model bezposredni hj, jeH sg dane.
W przypadku szczegélnym ukdad okreslajacy odwzorowanie a moze miec
postaC:
a()=0(t,u™)
u, :ul(zl) ieIHU:{l..-.N} (&)

zJ =hJ(tJ,uJ 1) Jesz{l____ N>.

Postac (@ mozna otrzymaé @z Q, przyjmujac  H={1,...,N}
t
DpL= (1 3s- JEN. Hu:{l....N}, DuJ:(l j-1n HZ:(l-...l\[},'

Vo o{l.... i}
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Zakkadamy, 2e ukdad funkcji

u; =u i(zD )} IeIHu
a (©)

z =h(t ub ) Jj~*
W

By przeksztatci¢ do postaci:

u, 79 ® kH

O

W przypadku szczegélnym, jezeli rozpatrywany ukd#ad ma postac

u =u (z1) fetH={1. .- N}

1
ZJ =h‘J(tJ,uJ_1) JeHz{l,....N},
© przeksztaktcenie takie mozna zawsze wykona¢ przez nastepujace
posteponanie rekurencyjne. Dla j=I mamy z =h (tl)=z (tl)(co po podstawieniu
doprawa sterowania u daje u”Uj (hi(tl))=gl(tl). Wykorzystujac otrzymany
wnik mozemy dla j=2 napisacC zz=h2(tz ,gi(tl ))=22(t2 ), a nastepnie
uzzuz(z1 (tl),z2 (t2))=g2 (t2). Takie postepowanie powtarza sie dla j=3 N.
t
Ostatecznie otrzymujemy ukdad:
u, =gr(t‘) ieHU={1 _____ N&
Zj =zj(td) JeHz={l. ... N}-
Jawmg postaC odwzorowania o w zmiennych pierwotnych t okresla

nastepujacy ukdad:

a()=I3(t.u, )
®

idzie HY, sa horyzontami odpowiednio zmiennych niepewnych 1 sterowan,

oraz odwzorowanie p i prawa sterowania g(, sa dane.
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Oznaczajac
(t-8,, <t)=y ).
u
B=<xq (M),
p
moZemy zilustrowa¢ odwzorowanie a okreslone ukdadem (6) za pomocg

diagramu przedstawionego na rys. 1

a=p»a
P> b

Rys.l. Diagram odwzorowania a wyrazonego przez odwzorowania a 1 p
p

Fig. 1. Diagram of the mapping a expressed by mappings og, and O
p

W rozpatrywanym przypadku odwzorowanie ab zalezy od bezposrednich prawv
sterowania 9, ieHU.

Dla danych praw sterowania u”~u”~zl), ieH={l N}, danego modelu
bezposredniego i ustalonego 1ieH okreslone s wzajemnie jednoznaczne
odwzorowania informacyjne it p( (patrz rozdz.3( 4). Przykktadowo nmay
t=p("(s™ z1), a w szczegbélnosci dla i\, t=p’+(", zH).

Jawng posta¢ odwzorowania a z wykorzystaniem zmiennych wtdimych

(s™.z ) okresla nastepujacy ukdad:

a(t)=0(p"1(sN,z%).uN)

U)=ui(zl) (6)
(s"z1l)=m+ (D),
gdzie H-{1 N}, oraz dane sa odwzorowania O, p 1 prawa sterowania
leH.
Oznaczajac

(HIQV  zN)-uN)=a0p (v z™)"
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gzie u ~Ujizl), leH, mozemy zilustrowa¢ odwzorowanie a za pomocg diagramu

przedstawionego na rys. 2.

Op p

Rys. 2. Diagram odwzorowania a wyrazonego przez odwzorowania O, a”, p

Fig.2 . Diagram of the mapping a expressed by mappings 0, a , p

W rozpatrywanym przypadku odwzorowania p, zalezg  od wyborupraw
steronania us IeHu -
Wykorzystujac odwzorowanie p( mamy t=p[l(rjtz1).
Jawng posta¢ odwzorowania a z wykorzystaniem zmiennych wtérnych (@, z*)
okresla nastepujacy ukdad:
a(®)=p™I(ri>zi),ul)
(z1) ieH @
(r[,.z1)=pi(D),
gizie H={1 N> oraz dane sg odwzorowania O, p” i prawa sterowania ujf
e
Oznaczajac
(pi'(ls _z'I_ul)’\bp (ri,zl),
glkzie uiEuj(zl), ielH, mo2emy =zilustrowa¢ odwzorowanie a za pomoca diagramu

przedstawionego na rys. 3.
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aF’p a:IO«aF’p OIC’k

Rys. 3. Diagram odwzorowania a wyrazonego przez odwzorowania p, aﬁp’ pk

Fig.3,. Diagram of the mapping a expressed by mappings p, a‘jp, P

W  rozpatrywanym przypadku odwzorowania p® zaleta od pav

sterowania u®, ieH.

2. Porzadek w rodzinie zbioréw |1

Dane odwzorowanie podstawowe a, przyktadowo o postaci:
cc(®*=p(t,u, )
ieH

gdzie odwzorowanie p i funkcje g”, ieH sg ustalone, przeksztatca day

zblor T na L, tj. a(T)=L.

Obecnie uzmlennlajac funkcje g~t), ieH" bedziemy pisac:

@, Y(M=L(gY )-
u U

Ustalenie porzadku w rodzinie £ zbioréw L indukuje porzadek v

przestrzeni funkcji gH odpowiednio do implikacji:

u u

i pozwala na sformutowanie problemu wyboru optymalnych funkcji gH .
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3. Przyktad

Jedng z mozliwych jest relacja porzadku zgodna z porzadkiem naturalnym

agregat macierzy drugich momentéw zbioru L.

Ogolnie macierz m2 dla zbioru L moze byC w zapisie blokowym

przedstawiona w postaci:

cTly Mot il wy
2 = oLut] dt, ©
MZL M22 U M12 M22
gdzie
M M
11 12
M=
M21 Mzz

Jest ortonormalng macierza obrotu.

2 . . 2
Oznaczmy przez £ (m") sume elementéw macierzy m .

Nery

meE(m ) [x’,u’] dt,

gdzie J Jest macierza, ktorej wszystkie elementy sa réwne 1

Jezeli macierz M wybraC tak, ze:

M]_‘L Mﬂ "J J - M]J. Mﬂ

M, M ; LMy My,

= diag [P.q] (10)

oraz oznaczyo6:

P

diag [R Pyl

Q = diag [Qt Q1.

1o zachodzi
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m £ () = r. an

Kontynuujac geometryczng interpretacje przyjetego kryterlus
optymalnoSci moZna stwierdzi¢, Ze minimalizacja tego kryterium wzgledea

praw sterowania u (zk), keH odpowiada dazeniu do uzyskania ‘dobrze

K’

skupionego' zbioru L.



Rozdziat 6

WYBRANE PROBLEMY SYNTEZY PRAW STEROWANIA

Przedstawione w rozdziatach 1-5 pojecia i whkasnosci trzech podstaw-
omych typéw zbiordw informacyjnych T, S, R umozliwiaja formutowanie i roz-
wigzywanie zadan syntezy praw sterowania w warunkach miepewnosci ograniczo-
nej dla dyskretnych modeli dynamicznych okreslonych w przestrzeni stanu
zaromo dla jednowymiarowego; jak wielowymiarowego argumentu, modeli
bezposrednich, klasycznej i nieklasycznej struktury informacyjnej oraz
wybranej relacji porzadku w zbiorze obrazéw zbioru T. Analityczne rozwigza-
nia problemu syntezy praw sterowania Istniejag dla modelu liniowego wzgledem
steronan, klasycznej struktury informacyjnej oraz porzadku naturalnego w

zbiorze agregat drugich momentéw obrazu zbioru T.

1. Problem 1
Model w zmiennych stanu. Centrowany zbidr T. Zawierajaca sie struktura
informacyjna.
Sformutowanie problemu 1
Zaktadamy, 2e:
i) dyskretny, stacjonarny uk#ad dynamiczny podlegajacy sterowaniu w

horyzoncie H ma postac:

(1.1)
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gdzie keH = {1..._.N), xfg weR", u"eR"“, 2%, vkeRp,

AeR'™", BeRI" CeRpxn oraz istnieje A *,

ii) wartosci zmiennych N »w ,y dla ke H nie sg znane, wiadomo jedynie, Ze
nale2g do danego w przestrzeni zmiennych t = i(wM,vN) ograniczonego i
mierzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru T c Rd, gdzie d=n+nN+pN, oraz dla

kazdego keH zachodzi:

Wk drok = °* a2

k

ROk z
X M W drg =0, G2

k

ROk z
gdzie (patrz rozdz.4 Def.l) Jest obrazem zbioru T poprzez wzajemnie

Jednoznaczne liniowe przeksztatcenie P’ zaS Fok|lz(lJ< (patrz rozdz.4 Def.5)
Jest ‘'‘przekrojem” zbioru ROk ustalona wartoscia z(l)<. Macierz MeRnX’ w
warunku (1.3) Jest dowolna, indeks "o informuje, Ze zapis dotyczy ukdadu
dynamicznego, w ktérym dla keH u™ = 0.

lii) wartosci sterowan uw sa funkcjami pomiaréw zN, gdzie argumenty
poszczeg6lnych  funkcji (praw sterowania) definiuje przyporzadkowanie
Informacyjne (patrz rozdz. 1 Def.l). Zaktada sie zawierajgcg strukture
informacyjna. Najprostszymi prawami sterowania tworzacymi taka strukture z

modelem (1.1) sa:

Uk = Uk A~zl<x* keEH’ U. 4)
iv) kryterium optymalnoSci ma postac:
k=H

< -t %_i.v xk.i'V dt- n.s)
=
gdzie dla keH:

'k= 4P KD kM Qk 4k v f16)
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nt = Jdt, @.7mn
Q > 0. Py 20, (1.8)

\) zadanie syntezy polega na znalezieniu dopuszczalnych praw sterowania
Lf‘fzv), kelH, takich, Ze odpowiadajgca im wartos¢ Kkryterium q* jest
alnimalma.

Podstawowy rezultat wuzyskany przy zastosowaniu metody zbioréw
Informacyjnych typu R przedstawia nastepujace
Twierdzenie 1.1. Jezeli spednione sg zatozenia 1)-lv) wymienione w
sformdowaniu problemu 1, to optymalne prawo sterowania dla kazdego keH

okreslone jest zaleznoSciami:

W= @ F ok BB K A X,
X T g XA/ 5 dn.

Rk fzk Rk Jzk
'ﬁ< = A Gﬂ«l - K|<+| B(%c * BAK|<+|B).1 BKk+|) A+ Pk

Kt = Paar-

Dodationo

X =X + ) Ak11Bu,
- L

1

X =
ok Xok d rok/ dr-ok

k
z
ok Zlé Rok

Donod. Dowdd Tw. 1.1 Jest w swej strukturze podobny do dowodu twierdzenia o
steroneniu stochastycznie optymalnym w problemie LQ tj.:
© pierwotny problem minimalizacji wzgledem funkcji (praw sterowania)

Przeksztalca sie do problemu optymalizacji parametrycznej wzgledem wartosci

tyach funkcji,



1i) znajduje sie rozwigzanie Jednoetapowego problemu optymalizacji pz/
zatozonej funkcyjnej postaci kryterium ,
iiijpokazuje sie prawdziwos¢ zatozonej postaci funkcyjnej rowniez dla

oraz niezaleznos¢ '"reszty" od wczesniejszych wartosci sterowan.
Przeksztatcenie do problemu optymalizacji parametrycznej.

Przyjete kryterium optymalnosci zgodnie ze sformudowaniem ma postaC:
N
aq. L -4 TG Y9t
=1
W kazdej =z catek bedacych skkadnikami powyzszej sumy  dokonujesj
odpowiedniej zmiany zmiennych polaczonej z odwzorowaniem zbioru 1 w zidi

iRy Na podstawie Tw.5 i Wniosku 3 z rozdziatu 4 mamy:

- a | 4. 1k(xk+l ,uk)drkdzk, @o,

gdzie a = |detA”kH | my-
Dalej, korzystajac z twierdzenia o cakce iterowanej mozemy przeksztakcié

(1.9) do postaci:



Na podstawie (1.10) minimalizacja kryterium q wzgledem funkcji uk=uk(zk),
keH, sprowadza sie do rekurencyjnej minimalizacji wzgledem wartosci tych
funkcji  odpowiednich sum czesciowych wystepujacych w prawej stronie

wyrazenia (1.10). Mamy:

r
- _l H
- N vV x2*ul)dri
i mR.1

+ a m:jn 1t:(xk+1 ,uk)drk + .

-kl kUi

Lz
+ a;\l'l min 1N(x’v1+l,uN)drH dzN... dzk... dz . (1.1

u
N
Z |z

yl

Wrazenie (1.11) konczy pierwszg faze dowodu poswiecong przeksztakceniu

Problenu optymalizacji funkcyjnej do optymalizacji parametrycznej.



Jednoetapowy problem minimalizacji

Zakkadamy, Ze wyrazenie:

flk = % T Qg U dry *
Rklz
p = P
.. a&l min L Oy U282 - - - bz,
K2 z,"z*1 tn R 1 N

(1.12)
podlegajace w (1.-11) minimalizacji wzgledem u®, przy uwzglednieniu, A
1 @& ,u ). ieH, sag dodatnio okreslonymi formami kwadratowymi zmiemyck

(xiki,ui), moze by¢ przedstawione w postaci:

Hk = ak (X;<+IKk+1Xk+1 + u"(Qkuk)drk + ek (1.13)
Rk"zZ

gdzie e jest niezalezne od u oraz K 0.

ki

tatwo sprawdzi¢, Ze dla k=N jest to stuszne i w tym przypadb
n+1 neg > 0 oraz e3 0 Jest niezalezne od uH. Zatem dla indukcyjnego
dowodu stusznosci (1.13) dla kazdego kelH wystarczy pokazaé¢, Ze zalaroma
posta¢ (1.-13) Implikuje analogiczng postac Ay

Wyrazenie " podlega minimalizacji parametrycznej wzgledem u™. Fora
kwadratowa zmiennej u® otrzymana w wyniku podstawienia za N rovenia
stanu jest dodatnio okreslona, stad wartos¢ u* , dla ktérej przyjmuje am
minimum globalne, znajdujemy przyréwnujac do zera Jej gradient wzgledem

Mamy kolejno:
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a. 14)

Kozna pokaza¢, 2e na podstawie zatozenn odnosnie do zbioru I przyjetych w

sformuowaniu oraz zwigzkéw miedzy zbiorami T, Rk, Rok, zachodzi :

Q. 15)

k
z

(1.16)

Rzeczywiscie, na podstawie Tw. 10 z rozdziatu 4 mamy:

Podobnie

ok o
Zerowanie sie w (1.14) skkadnikéw (1.15), (1.15) zachodzace przy spednieniu
zalozen przyjetych w sformubowaniu problemu 1 powoduje uproszczenie
rozwazan i wynikowych wzorOw okreslajacych prawa sterowania.
Obliczajac pochodna prawej strony (1.14) wzgledem u™ i przyréwnujac ja

do zera otrzymujemy:



Podstawiajac (1.17) do (1.14) otrzymujemy:

B)~IB"K, . Ax, +

8 k1

9k = OGA KgAK BQBTK

R |z«
k

+ xrATK  B(Q+BTK  B) 1B™K A +wK w )dr +e @.2)

k k’
co konczy faze dowodu nazwang jednoetapowym problemem optymalizacji. V
fazie tej wykorzystalismy zatozong postaé¢ Tunkcji co pozwolito ma

*
okreslenie optymalnego prawa sterowania u’\(zk) (1.17) oraz odpowiadajacej

mu postaci (1.21).
Wyznaczenie postaci funkcyjnej dla oq*

Odpowiednio do struktury wyrazenia (1.11) mamy:
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2B W DGATK

+ uk(Qk+B KkﬂB)uk + w'K w )drk + e

k k+l 'k k @ 14

Mozna pokazaé, Ze na podstawie zatozen odnosnie do zbioru 1 przyjetych w

sformutowaniu oraz zwigzkéw miedzy zbiorami T, I?( Rok, zachodzi:

ukB Kk+1 wkdrk s 0, (1.15)
Rkl z
xkA Kkﬂwkdrk 0. (1.16)
Rkl z

Rzeczywiscie, na podstawie Tu.1l0 z rozdziatu 4 mamy:

Wkdrk wdr =0
R, 1z R E

ok 0

Podobnie

XA K "IN = DA K war . *

R Z~
Rk Iz ok I o

xokA Kk+1wkdr0k =0.

K = 1Zk

oklo

Zerowanie sie w (1.14) skkadnikéw (1.15), (1.16) zachodzace przy speknieniu

zadoZen przyjetych w sformutowaniu problemu 1 powoduje uproszczenie

rozwazan i wynikowych wzorow okreslajacych prawa sterowania.
Obliczajac pochodng prawej strony (1.14) wzgledem u™ i przyréwnujac ja

do zera otrzymujemy:
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B'Kk+IA Xkdrk + (Qk + B'|<k+lB)uI< drk =0
RI! z Rk Iz
Stad
u[( = - + B'Kk+lB)~lB'Kk+1Axk, a.1n
xkdrk, @18
3(12
drk, @19
R‘! z
xk = Xk/bk' (1-20)

Podstawiajac (1.17) do (1.14) otrzymujemy:

afl ORA ™K A XA K BQATBTK 4 B)_IBK| Ay +
RkIZ
+ XkA K B(Q+B K B) 1B* Kk lAXk+WkKk+ka)drk K’ (1.21)

co konczy faze dowodu nazwang jednoetapowym problemem optymalizacji. V
fazie tej wykorzystalismy zatozona posta¢ funkcji co pozwolido ma
okreslenie optymalnego prawa sterowania u™fzlD) (1.17) oraz odpowiadajacej

mu postaci gk (1.21).
Wyznaczenie postaci funkcyjnej dla A

Odpowiednio do struktury wyraZenia (1.11) mamy:

Ad T i Lo K2y
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Hdz (1.22)

Poniewaz 1k—l (Xk’uk-l) jest z zatozenia formg kwadratowa zmiennych xK,u 17
t ghéwnym zadaniem jest przeksztalcenie drugiego skladnika sumy do takiej
samnej postaci, jJaka ma skdadnik pierwszy.

W tym celu podstawiamy w (1.21):

A=K Kt X

Mk k+1B(Q + B Kk+1B)"lB.Kk+1A
Mamy kolejno:
a8k XA Kieaa Ay = 204X ™My +
R‘I(Z" ﬁ( z

+ Ok xk#xk)™MK( V xk) + wiKk+ink)drk + ek *

G245 20936 Mk Xkx

N

-2(Xk-xkr Mkxk + (v xk),MkQk-xk5 + w "Kk+iwk)drk +

+ e = - _Xl.<NI<)§ drk + (Xk_xk)'Mk(ﬁ & )drk +

Rk Iz Rklz

wy K drk+eE

K e Vi
Rk |z
Oznaczajac
TR KX



X I.<A l'<Kk+1B (8" Kk+1B) 8T Kk+1AXkdrk a.z
Rk Iz
otrzymujemy:
af = x"(kakdrk + e a2
Lk = A'(Kk+l - Kk+1B(Q + B'Kk+1B)_1B'Kk+1)A_

Obecnie nalezy wykona¢ odpowiednio do (1.22) catkowanie pierwszej
strony wyrazenia (1.24) wzgledem z* po zbiorze Z™Mz*"1_ Na podstawie Tw.9)

Wniosku 4 z rozdziatu 4 mamy:

r f—
q;dzk = ail xplxdry dz, +
k-1 k
- _ .
+ a ekdzk ) XkLkadrk-l +
vV 2 Rk-,12
ekdzk - a.s)

zk 12

Oznaczajac
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otrzymujeny ostatecznie:

v 1=akel O G P Qa9 a.zn
Ra 2
i
K= A"(Kp - KiqBQ + BTK . B) IBTK DA + P .
KH+I = F’N+I

Otrzymana posta¢ (1.27) posiada taka samg strukture Jak (1.13).
Na zakonczenie tej fazy dowodu pokazemy, ze reszta e nie zaleZy od

Zadhego ze sterowan Jt

W tym celu powréémy do wyrazenia (1.23) z
uwzglednieniem (1.26), analizujac kolejno sk#adniki sumy okreslajacej e®
Mainy:
D edz, sktadnik ten na podstawie Tw.1ll rozdz.4 moZe by¢ przeksztatcony
— i m=x

k
GbFIHECi e dz w ktorej zbiér Z |zk_I nie zalezy od G zas
Kok’ ok "0 ’
lalzo

ek nie zalezy od u z zatozenia,

2) drugi ze skdadnikédw przeksztakcamy nastepujgco (Tw.9, Wniosek 4 z

rozdziatu 4):
WI.<Kk+1Wkdrkdzk = det Al W[<Kk+1wkdrk—l
-
7 "1 R B Ry 12
detAl WI'(Kk+kadl" gl
Rok—l IZo

o pozwala na stwierdzenie jego niezaleznosci od u
3 w ostatnim skkadniku roéznica %% nie zaleZzy od u , skad na

podstawie Tw. 10 1 Tw. 11 z rozdziatu 4:
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X"M x dr ~— dz

KKk k
. k
1zZk™+ RK z
xokkaokdrOk dz
k
R
121 ok 2O
XM X oI o dzge
. k
1211 ok 20

skad caty sktadnik nie zalezy od u

- _ e ws o k-1
Czynniki a., 4 maja wartosci liczbowe i nie zaletg od u

k-1
- - . k-1 . -
Ostatecznie e nie zalezy od u ", co konczy ostatnig faze dowodu.

Dla dowodu zaleznosci

X, = X + Vs Ak*11 B ui(zl)

xokdrok/ dr

Rok |z|c§ R 1z

ok o

wystarczy wykorzystac¢ okreslenie:

X = xkdrk/

R 1z* RK Iz

a nastepnie na podstawie Tw.10 z rozdziatu 4 podstawic

Rk |zk = P, zk-1) + RO |le<

xk = Xok +
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gdzie

k-1
prz**1) = A~ AK'11 B u~rzl).

=i

Dyskusja rozwigzania problemu 1
Zauwazmy, ze w uzyskanym rozwigzanu ma miejsce odpowiednik twierdzenia
o podziale, optymalne sterowanie w chwili k Jest liniowa funkcja S$rodka
ciezkasci  warunkowego zbioru informacyjnego, do wyznaczenia Srodka
ciezkosci niezbedny jest ‘pelny" warunkowy zbiér Informacyjny Rklzk. wys-
tarczy jednak (jJesli jest to swobodny warunkowy zbidr informacyjny Iz~
Jezeli zbidor 1 jest elipsoidalny o osiach roéwnolegbtych do osi ukdadu
wsp6drzednych,to wyznaczanie Srodka ciezkosci prowadzi¢ mozna rekurencyjnie

wedhug zaleznosci przedstawionych w rozdziale 4 p.5.

2. Problem 2

Model w zmiennych stanu. Niecentrowany zbidr T. Zawierajaca sie

struktura informacyjna.
Sformutowanie problemu 2

Zak¥adamy, ze:
Ddyskretny, stacjonarny ukdad dynamiczny podlegajacy sterowaniu w
horyzoncie H ma postac:

X =AX +tBu +w

kH k 0« k 2.1
zk =Cxk+ vk
gdzie ksH = (1,... ,N},xk,wkeRn, ukeR", zk,vkeRp,

AeRnxn, BeRnx*“*“ CeRpxnoraz istnieje A"1,

ii) wartosci zmiennych xlswltvk ~€HH n”e znane, wiadomo Jedynie, ze
. - - M N - -

nalezg do danego w przestrzeni zmiennych (X ,w ,v ) ograniczonego i

mierzalnego w sensie Lebesgue“a zbioru TcRd, gdzie d=n+nN+pN,



iil) struktura informacyjnajest zawierajgca sie, najprostszymi praesl
sterowania dla tej struktury sa:

u, = u k), kelH 2

iv) kryterium optymalnosci ma postac:
k=N
=—0 Y. Iv jw v dt- <2-3>
m ti T
gdzie dla keH

fut, ea
Q >0 S
Py & O e

V) zadanie syntezy polega na znalezieniu praw sterowania u:(zk), I,
takich, ze odpowiadajaca im warto$¢ kryterium q. jest minimalna.

W pracy do rozwigzania problemu zastosowano oryginalng metode zbiordw
informacyjnych typu R. Polega ona na przeksztatceniu zbioru 1 danego w
przestrzeni zmiennych (],wN,vN) w zbiory Rk, dane dla kelH odpowiednio w
przestrzeniach zmiennych (*k,wN ,vN\k,zk). Dzieki temu zadanie minimalizacji
wzgledem funkcji u™(z ), kelH moze byc sprowadzone do zadania minimalizacji
wzgledem wartosci tych funkcji, przy ustalonej wartosci zk, kelH.

Ustalonej wartosci zk odpowiada warunkowy zbidér informacyjny Rjz\
Niezaleznos¢ "'ksztaltu" tego =zbioru od sterowan uk 1 jest podstawong
whasnoscig umozliwiajaca otrzymanie prawa sterowania w postaci linioej
funkcji "oceny” stanu.

Podstawowy rezultat przedstawia nastepujace

Twierdzenie 2. 1. Jezeli spelnione sg zatozenia 1i)-v), to optymalne prawo

sterowania dla kazdego kelH okreslone jest zaleznosciami:
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dF@ - KDPJ ¢,

Dodatkowo
k-1

_ "oak=1-1
X=X+ % R Bu ;- Xy dr

1=1

Dowéd Tw.2.1 jest podobny do dowodu Tw.1.1 1 skktada sie z
nastepujacych etapow
D pierwotny problem minimalizacji wzgledem funkcji (praw sterowania)
przeksztakca sie do problemu optymalizacji parametrycznej wzgledem wartosci
tah funkcji,
I) znajduje sie rozwigzanie jednoetapowego problemu optymalizacji przy
zatozonej funkcyjnej postaci kryterium g ,
ii) pokazuje sie prawdziwos¢ zaktozonej postaci funkcyjnej réwniez dla |
Istotng czescig tej fazy dowodu jest pokazanie niezaleznosci ‘‘reszty*“ od
wczesniejszych wartosci sterowan.
Przeksztalcenie do problemu optymalizacji parametrycznej

Przyjete kryterium optymalnosci zgodnie ze sformudowaniem ma postac:

N

T
H kazdej 2z <catek bedacych skkadnikami powyzszej sumy dokonujemy



odpowiedniej zmiany zmiennych pokaczonej z odwzorowaniem zbioru T w zZolar

RN Mamy:

I | lk()ﬁ<+1 ,uk)drkdz , @

gdzie a~ldet A kH 1 n°.

Dalej, korzystajac z twierdzenia o cakce Iterowanej mczemy przeksztakcié

(1.7) do postaci:

q=a LG ugrde + ot M XhexoUQ dridZ + o=
Pi Rilz P R 12
+a 1,y -uddrdzN = a1 11 (x2>U1)dridz1
._H
P RN z fi Vv
+a L Gy P40 92, - Az, +

Z, Z 1Z71R |z

2.8
1N (xN+I SUy )drNdzN - .dzl - (

Z1 ZH |zZH"1 Rle

k.
Na podstawie (2.8) minimalizacja kryterium q wzgledem funkcji ukeukU 3
kelH sprowadza sie do rekurencyjnej minimalizacji wzgledem wartosci tch
funkcji odpowiednich sum czesciowych wystepujacych w prawej stic

wyra2enia (2.8). Mamy:
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-1 _
+a m:Jn lN(XN+I’uN)drN dzN.__ dzk... dzi .9
N
N-1 N "z
o 2 R

Wyrazenie (2.9) konczy pierwszg faze dowodu poswiecong przeksztatceniu

problemu optymalizacji funkcyjnej do optymalizacji parametrycznej.
Jednoetapowy problem minimalizacji

Zaktadamy, ze wyrazenie:

lk (Xk+l 'uk)drk *

+a min lN(XN+I ,uN)derzH ... dz (2. 10)

L JH
R

podlegajace w (2.9) minimalizacji wzgledem u®, przy uwzglednieniu. Ze
D(i j.u ), ieH sa dodatnio okreslonymi formami kwadratowymi zmiennych

Anj.Uj), moze byC dla kazdego keH przedstawione w postaci:

ik © %k Cerq Phenn D Kiq Kreq Mg 77 URU AN + €y €11

1z

gd2|e epk, dk+1 sa niezalezne od u , Kk+l >0.
tatwo sprawdzi¢, ze dla k=N jest to shuszne i1 w tym przypadku
= >| = i 7 i i
KN+I PH+I 0 oraz eNSO 'dN+I 0 sa niezalezne od uH. Zatem dla indukcyjnego

dowodu stusznosci (2.11) dla kazdego kelH wystarczy pokaza¢, ze zatozona
posta¢ (2.11) implikuje analogicznag postac
Nalezy w tym celu odpowiednio do (2.9) :i) wykona¢ parametryczng

minimalizacje wyrazenia (2.11) wzgledem u®, ii) obliczy¢ g~ odpowiadajace
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znalezionemu , lii) wykona¢ caltkowanie po zbiorze Zzk]|z wzgledei
zmiennej z%, 1V) wyznaczy¢ posta¢ wyra2enia q

Forma kwadratowa zmiennej otrzymana w wyniku podstawienia w (2.1D
za xkbj réwnania stanu jest dodatnio okreslona, stad wartos¢ u* , dla
ktérej przyjmuje ona minimum globalne, znajdujemy przyréwnujac do zera jej
gradient wzgledem u™. Zauwazmy rownieZ, Ze minimum formy kwadratowej (2.1D
wzgledem xkij jest przesuniete o “dk¥l wzgledem poczatku ukdadu
wspotrzednych lub inaczej w formie tej wystepujg wyrazy liniowe zmiennej

X « Mamy kolejno:

(2.12)
gdzie
(0]

Obliczajac pochodng prawej strony (2.12) wzgledem uw i przyréwnujac ja do

zera otrzymujemy:

dr,_ = 0. @.14)

Stad:

@15

@1

@1
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Podstawiajac (2,15) do (2.12) otrzymujemy:
A = (Xk+c k)A' Kk+1A(x k+ck) —2(xk+ck)A' Kk+1B Q+B" Kk+1B)~ B" Kk+1A(xk+c k)+
+ (XkH?A " Kk+1B(Q+B " Kk+1B)"lB " Kk+1A (>k+ (’:R )d rge lj( (2.18)
® konczy faze dowodu nazwang jednoetapowym problemem optymalizacji. W

fazie tej wykorzystalismy zatozong posta¢ funkcji g co pozwolito na

*
okreslenie optymalnego prawa sterowania u’\(zk) (2.15) oraz odpowiadajacej

« postaci gk (2.18).
Ifyznaczenie postaci funkcyjnej dla ot

Odpowiednio do struktury wyrazenia (2.9) mamy:

Ul 1 Yt O Uit 291+ adzk @2-19
Rk-1 12 7K1z
Poniewaz 1™ ;(xk> ) Jest 2z zatozenia Tormg kwadratowg zmiennych xT
u , to gioéwnym zadaniem jest przeksztatcenie drugiego skkadnika sumy
(2.18) do takiej samej postaci jaka ma skdadnik pierwszy.

W tym celu podstawiamy w (2.18):
yk=xk +V
Ww=xk+V
Yk = Wk - Yk * Yk
k = A'Kl1BQ + B K BY"IBTK A

Meay kolejno:
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. PA K80 (-20keykty; "\ yk +
Ffcjz
k- V yk)LMK@  yk)AV 2k = (LyKMvRyk+(YK"yK' " Nk(ykyK}drk + ek
Rjz
afk = ATkt v YIOMKE yk)drk + v
Ry 1z RJz
gdzie
L, = ATK A = M

Obecnie nalezy wykona¢ odpowiednio do (2.19) catkowanie prawej stroy
wyrazenia (2.18) wzgledem 2z po zbiorze *klzk * Na podstawie Tw.10 1

Wniosku 5 z rozdziatu 4 mamy:

- ) -
ch?zk = a; yiLyvdr, dz, +al epkdzk
k-1 5 k1 > k 7 k-1
- * 2 .20
el ykkakdrk_I + e pkdzk @ -20)
k-1
Rk_| I Zk |z
gdzie
e = e &
Pk ok & yK) MK (Yk-yk)drk-
R Iz

Wyrazenie na epk mozna przeksztakci¢ podstawiajac VEXHC YR X FC -



Otrzymujemy:
_ . - c'™M c dr ,
e = e + X, Mk X, drk+2 X, Mk c, drk + M ¢ dr

Rk Iz RJz~> R 12

gdzie W V. Ck*W

Dodajac do (2.20) sk#adnik 1 J xk.uk J otrzymujemy kolejno:

9™ 3 ((xk+ck)’Lk(V ck) + xkpkxk + uk-iQk-iVi)drk-i+
+a exd2iE a4 € (O +dKr K kGk+dk)+ U5 . 10K. Juk—i)drk-i+
—
vV z k-1 z
0 21
+ & M- €-21)
— A%
c, = A*E( dk+|+ wk),
c .0,
dk = (1-Kk:pks V kel
K . =Py -
Kk = A" (Kk+i * Kk+iB(Q + B"Kk+iB) "#B"Kk+i)A + pk" HH - NH
ep»k_I =a., 8 ePkdzk + CL (Lk—LkKk_lLk)ckdrk_I .
Zk1zZ Rk—l Iz
@.22)

Otrzymana posta¢ (2.21) posiada taka samg strukture Jak (2.11). Na
zakonczenie tej fazy dowodu pokazemy, ze reszta epkJ nie zaleZy od
zadnego ze sterowan u“"l. W tym celu rozpatrzymy kolejno skdadniki

okreslajacego ja wyrazenia (2.22) z uwzglednieniem (2.16). Mamy kolejno:



sktadnik ten na podstawie Tw.11 z rozdz.4 moze byc przeksztatcony do

postaci:

epkdzd<’
Zd<IZO

- iy k=i _ . k-1 ; . k
w ktérej zbior 20k|z0 nie zalezy od u ', zas epk nie zalezy od u z

zatozenia,
- _ - - = N . . k-1
ii) w drugim skkadniku roéznica X ZX X nie zalezy od u =, stad m
podstawie Tw.10 i1 Tw.11l z rozdz.4
- - * <
XI'<Mkadrk dzk = XZ)kMkXokdrd< dzk =
k
|Zk—1 K zk Zk—l *Ry Zo
zk
z -
XokMkXokdrd< dzd(,
k1 <R
70k 2o ok .-E)

stad caty skdadnik nie zalezy od uk_1 ,

iil) podobne rozumowanie stosuje sie réwniez do trzeciego skladnika

rozpatrywanej sumy, bowiem wystepujacy w nim czynnik c

1KCCnie zalezy od
k-1

U

iv) trzeci ze skkadnikéw przeksztaktcamy nastepujgco (rozdz.4, Tw.9,

oraz Wniosek 4):
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® pozwala na stwierdzenie jego niezaleznosci od uk_l.poniewai " rowniez
nie zalezy od ul \
\) ostatni ze skdadnikéw wyrazenia (2.22) moze by¢ odpowiednio do (Tw.10

z rozdziatu 4) przepisany w postaci:

Gk GhKy bedry 1= S GhKe bogan,

k-1 -
Rk_l 1z Rok—l IZ:

skad wynika jego niezaleznos$¢ od u
Czynniki a.- ., maja wartosci liczbowe i nie zalezg od uk

Ostatecznie e i nie zalezy od uk_1 co konczy ostatnig faze dowodu,
p

Dla dowodu zaleznosci

k-1-1 ,, . -
K= Xog * i B u(Lz ). xot = xokdrOk / dr
1
1,

k

R
ok o ok o

wystarczy wykorzystac¢ okreslenie
X = xkdrk /
Rjz* Rk 1z

a nastepnie na podstawie Tw.10 z rozdz.4 podstawié
Rk |zk = P, (z1'l) + R0 |z|g

oraz

gdzie

PjfzI") = Ar1"1 B u~zl)



Rozpatrzmy przypadek, w ktérym dla kazdego kelH zachodzi:

Wk = xkdrk =0 kakadrk =0

R 1z lez

Uwzgledniajac powyzsze zatozenia mozemy przeksztakci¢ (2.21) do postaci:

Uer™ B € O b X% Qe Mgt & €k 9%, >
Rk—' Iz 7ZJz
gdzie
epk = egt X, Mk X drk+ W, Kka drk. 2-29)
Rk Iz Rk Iz

Zauwazmy, ze w powyzszym przeksztalceniu wystarczy uwzglednié¢ tylko

sktadniki zwigzane z w wyrazeniu podcatkowym. Mamy:
SKBB T OER T kkk ok T Gk T WIALKdR A+
+ ka 1 ( Lk— kL—ﬁ 1kL ) A |\Nk+l¥V A-1 MkA_']<w = WkKk+IVY< .
Poniewaz d~"0, Cp\N=0. to wyrazenie (2.22a) jest tozsame dla kazdego keH z

analogicznym wyrazeniem pojawiajacym sie w przypadku “centrowanego’ zbioru

T (patrz problem 1).
Dyskusja rozwigzania problemu 2

Problem 2 jest najbardziej ogélny w klasie modeli danych w przestrzeni
stanu. Przykkadowo”™ jak pokazano to w koricowej fazie dowodu Tw.2.1,
rozwigzanie problemu 1 moze by¢ rozpatrywane jako szczegélny przypadek, w

ktérym dla kazdego keH zachodzi:
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Zaveny, Ze pomimo braku Jakichkolwiek zatozen odnosnie zbioru !
(zalaznie jego catkowalnosci w sensie Lebesgue’a nie stanowi ograniczenia
praktycznego) nadal obowigzuje odpowiednik twierdzenia o podziale. Optymal-
ni sterovanie jest liniowg funkcja $rodka ciezkosci warunkowego zbioru
Informacyjnego uzupedniong o skkadnik "kompensujacy" efekt tego, Ze Srodek
ciegdodei zbioru mozliwych w przyszdosci realizacji zmiennych niepewnych
nie lezy w poczatku uktadu wspédrzednych.

Rozwigzanie problemu 2 ma bezposrednie =zastosowanie aplikacyjne w
poviazaniu z heurystyczng koncepcja kilkuetapowego ruchomego horyzontu
optymalizacji i wielosciennym zbiorem T okreslonym przez zbiér swoich

wiierzchohkdw.

3. Problem 3

Model w zmiennych stanu. Centrowany zbidér T. Nieaktywne prawo

sterowania. Zawierajaca sie struktura informacyjna.

Sformutowanie problemu 3

Zaktadamy,Ze:
Ddyskretny, stacjonarny ukdad dynamiczny podlegajacy sterowaniu w
horyzoncie H ma postaC:

thI:AXk+Buk + Wk

- zk :(><'k+ Vk’
girie keH = {1 N}.X, W ERN, U eRm, Z,,v, <P, AeRL™, BeRmx, cerD"

Oz istnieje A*1,

U) wartosci zmiennych Xl'W dla k e H nie sg znane, wiadomo jedynie, Ze

k*Vk
talen do danego w przestrzeni zmiennych t=(xi>wN,wN) ograniczonego i
»lerzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru T c Rd, gdzie d=n+nN+pN, zbiér T

Jest “'centrowany', 4.l



gdzie (patrz rozdz.4 Def.l) ROk Jest obrazem zbioru T,
ili) nieaktywne prawa sterowania posiadaja zawierajaca sie strktg

informacyjng; najprostszymi prawami sterowania dla tej struktury s3;

u =y (zlé), keH
iv) kryterium optymalnosci ma postac:

k=N
a=-45 Y ;T L &g, &),
k=1 1

gdzie dla keH

/ /
1k = )ﬁ+f k+f( k+1 HQ’cuk’

mf = Jdt,

V) =zadanie syntezy polega na znalezieniu nieaktywnych praw steromeni!
uolz(z:), keH takich, Ze odpowiadajgca im wartoS¢ kryterium q* et
minimalna.

W pracy do rozwigzania problemu zastosowano oryginalng eastok
swobodnych zbioréw informacyjnych (pordownaj problemy 1, 2). Polega ona M
przeksztatceniu zbioru T danego w przestrzeni zmiennych (x -wr.ylD) w zbiory
R

ok’ dane dla kelH odpowiednio w przestrzeniach zmiennych (xOk W, ,W AT

Dzieki temu zadanie minimalizacji wzgledem funkcji ur‘,(zg), keH moze bC
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sprowadzone do zadania minimalizacji wzgledem wartosci tych funkcji, przy
ustalonej wartosci 26, keH.

Ustalonej wartosci z’; odpowiada warunkowy zbidr informacyjny ROk |zlo<.
Niezaleznos¢ tego zbioru od sterowan uk_l jest w rozpatrywanym problemie
trywialna 1 umozliwia otrzymanie prawa sterowania w postaci liniowej
funkcji “oceny' stanu.

Podstawowy rezultat uzyskany przy zastosowaniu metody swobodnych
zbioréw informacyjnych przedstawia nastepujace
Twierdzenie 3.1. Jezeli speknione sa zatozenia 1i)-v) to optymalne

nieaktywne prawo sterowania dla kazdego keH okreslone jest zaleznosciami:

okl o okl o

Ky y=P

NHT ML
Dowod. Dowdd Tw.3.1 Jest prosty. Synteza nieaktywnych praw sterowania
wymaga operowania jedynie swobodnymi zbiorami informacyjnymi R”, keH.
Kolejne etapy dowodu sa nastepujace:

1) pierwotny problem minimalizacji wzgledem funkcji (praw sterowania)
przeksztatca sie do problemu optymalizacji parametrycznej wzgledem wartosci
tych funkcji,

11) znajduje sie rozwigzanie jednoetapowego problemu optymalizacji przy
zatozonej funkcyjnej postaci kryterium ,

lii) pokazuje sie prawdziwos$¢ zatozonej postaci funkcyjnej réwniez dla

(poréwnaj z analogicznym etapem dowodéw Tw. 1.1., 2.1.).



Przyjete w sformutowaniu kryterium optymalnoSci ma postac:
a L Ky -1y L

W kazdej z <calek bedacych skkadnikami powyzszej sumy dokonujemy
odpowiedniej zmiany zmiennych pokaczonej z odwzorowaniem zbioru T w Zzbidr
R . Na podstawie Tw.2 i Wniosku 1 z rozdz.4, mamy:

N

k
1R(Xk+1 ,uok)drokdz G.D
k=1 R

v+l
gdzie a = | det A~ | m, -

Dalej, korzystajac z twierdzenia o cakce iterowanej mozemy przeksztakcié

3. D do postaci:
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Na podstawie (3.2) minimalizacja kryterium g wzgledem funkcji uk = uOk ),
leli sprowadza sie do rekurencyjnej minimalizacji wzgledem wartosci tych
fukcji  odpowiednich sum czesSciowych wystepujacych w prawej stronie

wrazenia (3.2). Mamy:

g=a m:jn 1 i(x2 ,u i)drO|+. -tag mlljn i (Xk+1 ,uk)dr0k+
i
ROI IZOI Zok |Z; Rok Iz
min 1N(XN+I ,uN)drON dZoN"' dzok... dz0I - @G.3)
- Ny
oN IZo

Wrazenie (3.3) konczy pierwszg faze dowodu pos$wiecong przeksztakceniu

problenu optymalizacji funkcyjnej do optymalizacji parametrycznej.
Jednoetapowy problem minimalizacji

2akkadamy, ze wyrazenie:

gk = ak lk (Xk+1 'uk)drok *

ok "o

-1 -
.a min i (XN+1 Uy )droNdzowI dz

, k2 H-1 1 N

(EED)
podlegajace w (3.3) minimalizacji wzgledem u* , przy uwzglednieniu, ze
lj&Ui.u,). ieH sg dodatnio okreslonymi formami kwadratowymi zmiennych

- W . moze byc dla kazdego keH przedstawione w postaci:



gdzie e jest niezalezne od u , Kkij>0.

tatwo spradzlé, Ze dla k=N Jest to stuszne i w tym prapaki
KN+I:PN+I>O oraz eN=0 Jest niezalezne od uH. Zatem dla indukcyjnego doaou
stusznosci (3.5) dla kazdego keH wystarczy pokaza¢, ze =zatozona postai
(3.5) Implikuje analogicznag posta¢ g .

Nalezy w tym celu odpowiednio do (3.3) :i) wykona¢ pararetryczna
minimalizacje wyrazenia (3.5) wzgledem u, ii) obliczy¢ gk odpowiadajaca
znalezionemu u’t lii) wykona¢ catkowanie po zbiorze Z’\|zk_I wzgledei

zmiennej z iv) wyznaczy¢ postac¢ wyrazenia A - Forma  kwadratowa

ok ”
zmiennej W otrzymana w wyniku podstawienia w (3.5) za N réwnania stau
jest dodatnio okreslona, stad wartos¢ u®, dla ktorej przyjmuje ona minlaia

globalne, znajdujemy przyréwnujac do zera jej gradient wzgledem u.
aq = ()ﬁ<A Kk+lek + 2ukB Kk+1AXk + 2u"B Kk+1w + 2xkA K w +

k k+1 'k

Rok Z o
* l'lk (90+B Kk»IB)uk * WkKk+IWk)drok * ek’ S

Mozna pokaza¢, ze na podstawie zatozeh odnosnie do zbioru T zachodzi:

ukB Kk+1 Wkdrok =m0, 3.7
Rok 1z
xkA KkﬂwkdrOR h O. (€23))
RO& z *0

Rzeczywiscie, (3.7) wynika bezposrednio z wkasnosci zbioru T, zas dla G.8)

mamy
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XA KM o = RRA™K war, XA KW drg, =0
I’ Rok IZ0 Rok-| Zo

Zerorenie sie w (3.6) skdadnikéw (3.7), (3.-8), zachodzace przy spednieniu
ulazen przyjetych w sformudowaniu, powoduje uproszczenie rozwazan i
»ynlkowch wzoréw okreslajacych prawa sterowania.

Obliczajec pochodng prawej strony (3.6) wzgledem 1 przyréwnujac Ja do

Aaotrzymujemy:
B'Kk+IA xkdrok + (Qk + B Kk+IB)uk drOk =0. G.9
ok IZ0 Rok IZ;
Sl
up = -(Q +8B Kk+|B)—1B Kk”A (xOk + P, (zlo<)), (3-10)
J xkdrok/ j drOk, @G- V)
ROk ,z Roklz
K-1

Py (zb() =V a“1"l B ui(zlo<).

1=1

Podstawiajac (3-.10) do (3.6) otrzymujemy:

CATK A X, -2 X ATK B(Q+B K  B)™B™K A Xy +

ROk Iz0
- - -1B* 3.12
+x  ATK  B(Q+BTK  B)-1B'K A X )dr_ +e , G-12)
© konczy faze dowodu nazwang jednoetapowym problemem optymalizacji- W
fazie tej wykorzystalismy zatozong posta¢ Tunkcji co pozwolito na

okreslenie optymalnego neutralnego prawa sterowania uok(z(l)<) (3.10) oraz

odpowiadajacej mu postaci gk (3.12).
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Wyznaczenie postaci funkcyjnej dla q

Odpowiednio do struktury wyrazenia (3.3) mamy:

_ 3.13
G T 3 Lo Kb darg, , + 9,9z, G-13
k-1

Z 1z
Rok—llzo ok o

Poniewaz 1k—| (xk,uk_l) jest z zatozenia forma kwadratowa zmiennych XUy s
to gtéwnym zadaniem jest przeksztakcenie drugiego sktadnika sumy (3.13) do
takiej samej postaci jaka ma skdadnik pierwszy.

W tym celu podstawiamy w (3.12):

TR KK R

M, = ATK B(Q + B'K B) 1B*K A G. 19

Mamy kolejno:

xkA Kk+1Axkdrok = (—2(xk-xk+xk) kak +

Rok IZ; Rok IZo

TR RXOIM G X ) WK W A, e =

GG 20 Mg XU+

Rok |Zg

_Z(Xk_)f( )k.MkX * (ﬁ'xk)'Mk (ﬁ s )+ WKy % Qdork *

X" + _ - VAN + -
XkNI|<)I$ drok (Xk Xk) Mk ({E n?( )drok WkKk+IW|§j Ok+ek
RoN 1zo Rok 120 Rok IZo
Oznaczajac
X, = =X,

kK K k
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& T &t WK o *

Rd( |ZO

XI.(AI.(KI(HB(Q-'-B-KI(H B)*lB'KkHAXKde(;
Rk? 0

otrzymujemy:
3K XRRE & * ek
Rd( IZO
Lk =A*" (Kk‘l'l - Kk_I_IB(Q + B-Kk‘HB)—lB.Kk‘H A

.15

3. 16)

Obecnie nalezy wykona¢ odpowiednio do (3.14) catkowanie pierwszej strony

wyrazenia (3.16) wzgledem Zq PO zbiorze Zd(|zl(§_1.Na podstawie Tw.7 i

Wniosku 3 z rozdz.4, mamy:

_ -1 .
992, = A X xdr o dzge ¢
Kk
k-1 k1 Rz
ZoJ Zo Zok IZ0 ok o
t
-1 . "
ra &2,/ X LA et &L klel{jZCk
zox-25 1 Rok—l 126'1 ZoJ
Oznaczajac
_ —i
ekl T 1% ez
zd{ z0

otrzymujemy ostatecznie:

k-l = 2kl K (Upk K+ Vi

Rok-1129

G.1n»

G. 18)

G. 19)
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czyil:

Otrzymana postaé¢ (3.19) posiada takg samg strukture jak (3.5). Reszta
nie zalezy od zadnego ze sterowan uk_l poniewaz zadna z wystepujacych

k-1 Ko

funkcji podcatkowych jak roéwniez zaden ze zbioréw ZOk |z0 > Ry |z0 ,

ROk |zlé z definicji nie zalezg od tych praw sterowania.
Dyskusja problemu 3

Problem 3 ma znaczenie poznawczo-dydaktyczne. Pokazano w nim, 2e
niewielka zmiana w sformutowaniu problemu syntezy praw sterowania,
polegajaca na poszukiwaniu optymalnych pomocniczych praw sterowania,
ktérych argumentami s obserwacje 2z ‘“odliczonym*“ efektem dziatania
wczesniejszych sterowan, obniza jakosciowo stopien trudnosci  dowodu
optymalnoSci praw sterowania. Podejscie takie moze miec zastosowanie do
probleméw 1, 2. Pokazuje ono roéwnoczesnie w innym Swietle mechanizm

niezaleznosci "'reszt*“ od wczesniejszych sterowan.

4. problem 4

Model bezposSredni. Zawierajaca sie struktura informacyjna.
Sformutowanie problemu 4
Zakkadamy, ze:

i) dyskretny, stacjonarny ukd#ad dynamiczny podlegajacy sterowaniu w

horyzoncie H ma postac:
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1i) wartosci zmiennych x , w®, dla ke H nie sa znane, wiadomo Jedynie,
ie nalezg do danego w przestrzeni zmiennych t=(x ,wN,wN) ograniczonego i
mierzalnego w sensie Lebesgue®a zbioru TcRd, gdzie d=n+nN+pN,
1IDstruktura informacyjna jest =zawierajgca sie; najprostszymi prawami
sterowania dla tej struktury s3:

u™ = uk(zk), keH,

iv) kryterium optymalnoscl ma postac:
k=N

q = Y i (U1°kv v k)dt-
“ k=i T

gdzie dla keH
me = Jdt
T

Qk>0"*"

YVIR%R™,
V) zadanie syntezy polega na znalezieniu praw sterowania uXCzk), keH
takich, ze odpowiadajgca im wartos¢ kryterium g Jest minimalna.
Twierdzenie 4.1. Jezeli spelnione sa zatozenia 1i)-v) ze sformutowania
problemu 4, to:

i) optymalne prawo sterowania dla kazdego keH okreslone jest zaleznoscia:

v v ozio= - Lokr J ykeskyasr ) dsk
SkJZk S Jfk
oraz:
uk"uok(Zo)= - I Qk_.1 J  yk(Sk)ds/ 1 dsk
SoklzZo SoklzZc

iDminimalna warto$¢ wskaznika Jakosci wyraza sie wzorem:
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q*=- 1 Y S { 1V sk)ds/ J k dSk 5
k=1 Sok SoJZo SoklZo
¢ J yk(sk)dsit/ J dsk ) dsk dzk,
Soka‘o< Soklz‘é

Dokonujac odpowiedniej zmiany zmiennych (patrz rozdz.3) w kazdej z
problem

Dowdd .

catek bedacych skdadnikami sumy okreslajacej q mozemy zapisacé

minimalizacji w postaci:

qg= F min ( i (U Qiui + u"y )dSj+ ...
/

min ( | (U'QkUk & u"yk)dsk+ ...
u r k
u @k) s, |z*

mm ( JI “(n'V « + u;yHdSHdV - ')dV --)dzl-

Vv o* U -
Z,’ZNL_] ui{@) S z

Zak¥adamy, zZe k-ty problem optymalizacji ma postac:

min ( J (u'0" + uMyk)dsk+ ek),

uk(zk) SK1|Z‘

gdzie ek nie zalezy od u( i=l,...,k-1.

Rozwigzanie k-tego problemu minimalizacji ma postac:

uE-tad  § ))//k(sk)dsk/ § ds,
Skuk S. Izk

i odpowiada mu skdadnik:

ei* -2 §. CIy(spasy § a0 g
Zkiz Skiz SkiZ

¢ j” YGRS § ds )y dspdz+ f ez
Sklzk Skiz Sk,Jz Zkiz
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wchodzacy addytywnie do k-1 go problemu minimalizacji. Skdadnik ten moze

by¢ réwniez zapisany w postaci:

R A% . Y =
(W ov Jak5dddld J  dadv
Sk |zk Sjzk Zjz“'1

Rozpatrywany sk#adnik nie zalezy od zadnego u”~ 1=1,...,k-1, poniewaz
na podstawie Tw. 11 z rozdz. 3 Sklﬂcsokiﬂé, zbior SOklZB z definicji nie
zalezy od v, 1=1,..., k-1, w konsekwencji wyrazenie podlegajace catkowaniu
wzgledem 2k jest funkcja Zk i ostatecznie caly skladnik 1 moze byc¢

zapisany w postaci:

k=r - i I k( f oV " K)dV Ik dsk }

ZoJkiZo Sadzo S oo Sakdzo
C J Y@ § dyodsgzg § o efzg
Sokizo S dao ZOk'IZO
Uwzgledniajac, ze zbioér Zd(I26~' nie zalezy od ug» 1=1,..., k-1, réwniez
caty sktadnik nie zalezy od u®™ 1=1..... k-1.
Poniewaz dla k=N, 67=0 1 tym samym nie zalezy od u(, 1=1,...,N-1, to

postac:
UE -2 J kG [ dsg
Sklzk ?dﬂ(
jest stuszna dla kazdego keH.
Wykorzystujac ponownie Tw.1l1 z rozdz.3 wyrazenie na optymalne prawo
sterowania mozna przeksztakci¢ do postaci:

U -kt T s/ Frdse

S0 k JZio( S0 k JZ(’;
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Sk#adnik o numerze k-tym sumy okreslajacej q ma postac;

-7 J J < I w dv J  dsk } Qki
Zoka!o('5 Sok!JZk 0%(1 &Zk &— ng
(¢ } Xklsk)dsk/ jf dsk )} dskdzkz
- i iow dv I dsk }Qk
Kk ok I [9) Sok £Z|o(
C 13 I(y lgs st 4 13 ds k) dis k'%k)
1 B
Soklzo Sokl [o]
sud
F*
a#”" « Z i ( I yA )dv I A~k 5 Q1
k=l Sy Sucds Bk 15K

C F vGXs/ f ds )ds dzk,
Sol% S oo
co ko&czy dowod Tw.4.1.
Wniosek 4.1 Jezeli spelnione sg zatozenia i)-v) ze sformutowania problemu 4
1 dodatkowo dla kazdego keH to optymalne prawo sterowania dla

kazdego keH jest liniowg funkcjg Srodka ciezkosci b5 1.zk zbioru Sokizlé
okl o

Um - 20 Lebe oK,
okl o

a alnicalna wartos¢ wskaznika Jakosci wyré&Za sie wzoren:

ki
L
ok
Dowéd. Podstawiajac Ak (sk1=Lk\ w wyrazeniu na optymalne prawo sterowania

z Tw. 4.1 otrzymujemy:

W=_;Q Lobg izke
okl o
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Podobnie, podstawiajac y~tsj”~s” w wyrazeniu na minimalna wartosc¢
wskaznika Jakosci z tego samego Tw.4.1, otrzymujemy:
k=N

1
e i bSj2kV bs K
ok

Dyskusja problemu 4

Problem 4 przedstawia rozwigzanie problemu syntezy praw sterowania dla
modelu bezposredniego. Wystepujacy w tym problemie model w zmiennych stanu
ma tylko znaczenie pomocnicze, pozwala na nadanie zmiennym niepewnym Intr>r
pretacji fizykalnej 1 traktowanie modelu bezposredniego jako
przeksztatconego modelu w zmiennych stanu. Modele bezposrednie jako
Zroddowe  wystepujg przykdadowo w  ekonometrii. W  przypadku modelu
bezposredniego liniowego wzgledem sterowan sterowanie optymalne jest
liniowg funkcjg Srodka ciezkosci warunkowego zbioru informacyjnego typu

S dla dowolnego catkowalnego zbioru [I. Mozliwe jest rdéwniez jawne

zapisanie optymalnej postaci wskaznika jakosci.

5. Problem 5

Model bezposredni. Klasyczna struktura informacyjna. Nieaktywne prawo
sterowania.
Sformudowanie problemu 5

Zaktadamy,Ze:

i)dyskretne, stacjonarne bezposrednie modele dynamiczne, odpowiednio

wymuszony i swobodny, okreslone w horyzoncie I, maja postacie:

zk =hkt + pku, G.D

z =ht, .2



gdzie:
k€Hz={1 N3>,
t »col(t tieHE={l_..._. ¥, tER ),
u =coluizl€HE={l .. .. N2>, u(ER ),

H N
hkl R1, leR 2,

11) wartosci zmiennych t nie sg znane, wiadomo jedynie, ze nalezg do danego
ograniczonego 1 mierzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru TcRd,

11Dnleaktywne prawo sterowania ma postac.

U Yok Covaio

). keHu, 5.3
gdzie

r:Hu-» Hz’ y(k):t>k
jest danym przyporzadkowaniem informacyjnym takim, ze prawa sterowania

l'lk = l'Ik (Z7<k> ). keHu'
réwnowazne nieaktywnym prawom sterowania (patrz rozdz.1l p.3), stanowiag
+acznie z modelem klasyczng strukture informacyjna,
Iv) kryterium optymalnoscl ma postaC:

k=N

q=" Z \TJG)/OU>+Vk)dt* &-43

m k=1

gdzie dla keH
u
ak€R, ak>0

N -r
yk:R'1 =R

mf = Jdt,
T

v) zadanie syntezy polega na znalezieniu nieaktywnych praw sterowania

- 9
Uok"Zor(k)3, k€Wu” talc*ch. 2e odpowiadajgaca iIm wartoSC kryterium q Jest

minimalna.
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Definicja 5.1. Kanonicznym problemem syntezy nieaktywnego prawa sterowania

nazywamy
mliJn J @ u2(zoD) + u(zOD )y(t2))dzoDdt2,
S

o
Nl
gdzie SocR ~. s=(zoD,tz)eSo> dim t~-r, funkcja y jest dana.

Twierdzenie 5.1. Optymalne nieaktywne prawo sterowania bedace rozwigzaniem

problemu okreslonego w Def.5.1 ma postaC:

u (zoD)—— 5 a'l J)((tz)dtzl 13 dt

So 1 oD So lZoD

i odpowiada mu optymalna warto$¢ wskaznika g wynoszgca:

i | (3 yvY I dzeair

o o izoP o {ZOD

JeZeli dodatkowo zatozyé

y(ta) = k t

to
* -1 7
u @ )= ta'k'e
,D 2 SolzoD
oraz
=7al f @® 2 dz dt_,
q 4 J (%l )2 dz 2
E  So120p
[0}
gdzie b jest Srodkiem ciezkosci zbioru S Iz .
_ IZ ol oD
ol oD

Dowod. Stosujac twierdzenie o calce iterowanej mamy:

Jf (a u2(zoD) + u(zoD)y(f?J)dzoDdtZ:

=7 f @u2@zy) + u@,y(E,) dtjdz_=

Z S
o0 o" ZoD
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:j ( u2(zoD)( j dt2)+ u(zoD) j thZ) dt;dzoD.

ZoD So IZOD So IZoD

Przyréwnujac do zera pochodng wzgledem u wyrazenia podcatkowego przy

zas wskaznik jakosci otrzymany po podstawieniu powyzszego wyrazenia ma

postac:

Latuo sprawdzic, ze zakkadajac liniowg posta¢ funkcji y@®@) tj.
y(t2)=k t2 otrzymujemy wyrazenia podane w Tw.5.1
Twierdzenie 5.2, Jezeli speknione sa =zatozenia 1i)-v), 1o rozwigzanie
problemu 5 sprowadza sie do rozwigzania Nz wzajemnie niezaleznych probleméw
postaci:

min

u

ok ok

k=1 N_ -

2

Dowod. Dokonujac odpowiedniej zmiany zmiennych (patrz rozdz. 3) w kazdej z
catek bedacych skdadnikami sumy, okreslajace q oraz uwzgledniajac, ze zaden
z wystepujacych zbiorow nie zalezy od praw sterowania, mozemy zapisac

problem minimalizacji w postaci:

g= min @ u2(zOD ) + u(zOD )y(tz))dzOD dt2)+
u (21 SOI L ! '
+ min (

ok



Zatozenie klasycznej struktury informacyjnej nie jest wykorzystywane w
powyzszym dowodzie, umozliwia natomiast “przeliczenie” nieaktywnych praw

sterowania na prawa sterowania Postam ukzuk(%00 ). r(k):Dk.
Dyskusja problemu 5

Problem 5 przedstawia rozwigzanie zadania syntezy praw sterowania dla
modelu bezposredniego danego jako zrodbowy. Dodatkowo, podobnie jak w prob-
lemie 3, poszukuje sie pomocniczych praw sterowania,tj. Tunkcji pomiaréw z
"odliczonym™ wpltywem wczesSniejszych sterowan. Pokaczenie w jednym problemie
modelu bezposredniego i pomocniczych praw sterowania pozwolido na jJawng
dekompozycje wieloetapowego problemu wyjsciowego na wzajemnie niezalezne
problemy Jednoetapowe. Otrzymany wynik ma gtownie charakter poznawczy,
pokazuje bowiem w spos6b najbardziej bezposSredni strukture probleméw
syntezy praw sterowania z modelem liniowym, niepewnoscig ograniczong i
klasyczng struktura informacyjng. W niektdrych przypadkach postepowanie
przedstawione w problemie moze by¢ wykorzystane do uproszczenia rozwigzania

praktycznego problemu syntezy praw sterowania.

6 . Problem 6 .
Model bezposredni. Bezposrednie prawo sterowania.

Sformutowanie problemu 6

Zaktadamy, ze.

i) dyskretny, stacjonarny bezposredni model dynamiczny okreslony w horyzon-

cie Huma postaC:



- 184

JceHMU, N3>.

t =col(tt:ieHt={l N}, tER ),

u :col(ul:IeHuz{l, ""Nz}’ uleR D).

H N

thR "X R2 »R,

ii) wartosci zmiennych t nie sg znane, wiadomo jedynie, Ze nalezg do danego
ograniczonego 1 mierzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru TcRd,

iillprawo sterowania ma postac:

u, = uk(zOD ). keHu,

gdzie

r_Hu-» sz, Jr(k)sz, ; ?:r
jest danym przyporzadkowaniem informacyjnym,
iv) kryterium optymalnoscl ma postaC:

k=M

q=" kZ: ! (@ Urwyyae

gdzie dla keHu
akeR. ak>0,
yK:zRNI - R.

me = Jdt.
T
v) zadanie syntezy polega na znalezieniu praw sterowania uk = uk (zD D),
ol
k

ke«u takich, ze odpowiadajgca im wartos¢ kryterium g* jest minimalna.
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Twierdzenie 6.1 . Problemowi 6 odpowiada problem wariacyjny o postaci:

k=xz

min ~ Y. i (@“v V k )dt-
e g m X=1 T

- f(t,9,9t)-0,

gdzie:

gk: R\ R.

gkt=r°w(agk/at)”’

g =col(gi:ieHr={l.__. n27")>
gt = [ou :1€HB-{1.... Na>],
NN NXK o p k=i
f:R*XRZ(RZlR,p:\ (N/\)
k=1

Funkcja f jest p wymiarowg funkcja ukdadu ograniczern, okreslong na podsta-
wie modelu 1) i1 przyporzadkowania informacyjnego j-
Dowéd. Odpbwiednio do rozwaZan z rozdz. 1, p.3 funkcja g”~t) jest réwnowazna

danej funkcji u”~z ),Jezeli spekniony jestwarunek (13) lub (14). Tensam
i

warunek otrzymany w innysposéb w rozdz.2 wzér (28)nosi  nazwe

rézniczkowego ograniczenia informacyjnego. Jezeli zbior z zawiera r

pomiaréw skalarnych to omawiany warunek stanowi N-r™ réwnan rézniczkowych
czastkowych rzedu pierwszego. tacznie warunki. Jak oméwiony dla
le{l,.. ,N }, daja ograniczenie f(t,g,gt)=0 dla catego problemu.
Przyktad 1

Dyskretny stacjonarny model dynamiczny okreslony w horyzoncie

H={1,2,3> ma postac:



zZE=%
Z= X+ V, @
gdzie wszystkie zmienne sa skalarami. Model ten moze by¢ przeksztakcony do
nastepujacej postaci bezposredniej:

21: X,

Z=X +V + U, .
Wartosci zmiennych t=(x,v) nie sg znane, wiadomo natomiast, Ze nalezg

- - _ i, 2

do danego ograniczonego i mierzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru TcR .

Prawa sterowania maja postacie:

ut“ul(zi)-

vV U2@)-

Wskaznik jakosci ma postaC:
@iy + (3)2)dt.

Nalezy znalez¢ prawa sterowania u”z”), u2(z2) nadajgce przyjetemu
wska2nikowi warto$¢ minimalng.

Sformutowany jak powy2ej problem syntezy praw sterowania jest
zmodyfikowang wersja tzw. ‘“kontrprzykdfadu Witsenhausena'. Modyfikacja
polega na =zastgpieniu modelu niepewnosci losowej dla niezaleznych i
normalnych zmiennych losowych modelem niepewnoSci ograniczonej przy
dowolnym zbiorze T. Dodatkowo dla uzyskania jednolitosci z oznaczeniami
stosowanymi w pracy ‘‘przesunieto” o 1 Indeksacje stanu i pomiaréw, a
zamiast réwnania X =% M przyjeto X=X +2u -

Przyjety wskaznik jakosci mozna przeksztatci¢ wykorzystujac réwnania

stanu do nastepujacej postaci bezposredniej:

1+k2 1
,= J(lui us +2 xx ] + x )dt.
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Podstawiajac
“pl - 1 0 ui
EP2 m 1 LopLu

przeksztatcamy wskaznik q do postaci odpowiadajacej zatozeniom w

sformutowaniu problemu 6.

" k2 o- Py Py
q=5C[PI P2J +2 [0 x ] + x )dt=

T 0 ! -P2m mpP2 "

= J(k2p2+ p2+ 2xpz +x2)dt.

Zastepujac minimalizacje wzgledem funkcji uj(zi), u2(z22). minimaliza-
cja wzgledem gkx,v), 0g2(x,v) wprowadzamy ograniczenia informacyjne. W

rozpatrywanym przypadku (patrz rozdz. 2, p.3 przykkad 5) maja one postac:

dg”™/dv = 0
agZax - 0g2/av)(i+0Ogi/ax)) = O ©
Podstawiajac
gr pi-
W» 1=

otrzymujemy nastepujace ograniczenie informacyjne dla TfTunkcji pj(x,v).

P2(x,Vv).

{ dp™/dv = 0
©@

apzlax —apZ/av— Opllax)(i+(ap2/av)) =Q
Dalej dla uproszczenia zafiséw bedziemy oznaczac:
apl(x, v)/ax:plx,

3pz X ,v )/ ax=p[-

apz(x,v)/3v:p2v.
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Réwnania charakterystyk dla ukdadu (d) =zapisane 2z wykorzystaniem

powyzszych oznaczen. majg postac:

X = -1p 1, 09,

CLVOON/dx = p, (D,
dpz»(x,v(x) )/dx = 0.

oraz dodatkowo zachodzi:
p2x(X.V () )=p2y (X, VOO IHPIXCO (o (X, v() )HD).

Zauwazmy, Ze pierwsze z rownan ukdadu (e€) okresla rodzine zblorOw

zgodnych z pomiarem o numerze 2 (patrz rozdz.2, p.l1l). Rzeczywiscie, biorac

drugie z rownan modelu bezposredniego (@) z uwzglednieniem uj=gj(x)=pjx)
mamy :
Z2=x+v+pi(X).

Przyréwnujac do zera roézniczke dz2 otrzymujemy:

stad 0=(1+Spi (X)/3x)dx+dv,
dv/dx=- 1-p 9)-
iX

Na podstawie réwnania (F) "ksztadt" zbioru zgodnego z pomiarem Z2

zalezy od prawa sterowania pt(x). Zzbiory C|z2 i Tn(C]zz) odpowiadajace

prawom sterowan ia

p“ed =0,
b. . « -kx, k>0,

-kx. - nsxsi, A>0
PEOd = KA, X<A

KA, X>A.

przedstawiajg rys.6.1. a, b, c.
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a) pi(x)=0

b) pI()=3x

3x, dla -2sx52
c) PI(X)= 6 X<2
6 X>2

Rys. 6.1. Wpkyvm prawa sterowania P5(X) na postacie zbiorOw
Clzzz Tn(C|z2)

Fig.6.1. Influence of the control law p~U) on forms of sets C|z2> Tn(C|z2)
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Przyktadowe bezposrednie prawa sterowania nie sg wybrane przypadkowo.
Pierwsze 2z nich jest optymalne w przypadku zawierajacej struktury
informacyjnej, drugie reprezentuje koncepcje stosowania liniowego prawa
sterowania, trzecie jest podobne do proponowanego w [64], [44].

Wniosek 6.1. JeZeli uktad ograniczen
f(t.g,9t)=0

moze byc przedstawiony w postaci:

to problemowi 6 odpowiada zbidr wzajemnie niezaleznych probleméw

wariacyjnych

ieIHU
Dowdd. Funkcje keH~ I 1 +} wystepujace w problemie wariacyjnym z
Tw.6.1 moga byc zalezne jedynie poprzez ograniczenia f(t,g,gt)=0. JeZeli
ograniczenie to dekomponuje sie na zbidr ograniczen f/~(t,g(,g,t)=0 takich,
Ze zmiana Tfunkcji zmienia tylko “wkasne' ograniczenie, to caty problem
wariacyjny dekomponuje sie na Nz wzajemnie niezaleznych czeSciowych
probleméw wariacyjnych.

Dyskusja problemu 6

W zakresie przedstawionym w pracy problem 6 ma charakter poznawczy.
Stanowi go proéba uporzadkowania 1 sformalizowania syntezy praw sterowania
przy nleklasycznej strukturze informacyjnej. PodejsScie przedstawione w pro-
blemie 6 wykorzystuje tzw. bezposrednig posta¢ prawa sterowania bedacego
funkcja wszystkich zmiennych niepewnych rozpatrywanego zadania. Dla uzyska-
nia zgodnosci z zatozonym przyporzadkowaniem informacyjnym wykorzystywane
sa wprowadzone w pracy ograniczenia informacyjne. Ilustracje do problemu 6

stanowi znany “kontrprzykdad WIltsenhausena'.



PODSUMOWANIE

Podstawowg cecha przedstawionego w pracy problemu syntezy praw
sterowania jest model niepewnosci ograniczonej w powigzaniu z oryginalng
metodg zbioréw informacyjnych i dwiema przyktadowymi parametryzacjami
zbioru informacyjnego-elipsoidalng 1 wieloscienng.

Model niepewnosci ograniczonej jest intuicyjnie naturalny. W przypadku
skalarnym oznacza on, Ze mozliwe realizacje zmiennej niepewnej o takim
whasnie modelu niepewnosci nalezg do danego zbioru. Struktura tego zbioru
moze byc dowolna, wymaga sie jedynie by byk catkowalny w sensie Lebesgue®a.

Model niepewnosci ograniczonej, mozna rozszerzy¢ wprowadzajgc dowolng
miare okreslona na zbiorze i otrzymujac w konsekwencji model niepewnosci
losowej. Zbiory informacyjne staja sie w tej sytuacji zbiorami z miarg. W
przypadku zbioréw typu S 1 modelu liniowego miara ta Jest niezmiennicza
zaréwno wzgledem parametréw modelu, jak i praw sterowania. Dla zbioréw typu
R omawiana miara zale2y od parametréw modelu, jest jednak nadal niezmienni-
cza wzgledem praw sterowania.

W pracy pokazano nowg interpretacje struktury informacyjnej, oparta w
spos6b naturalny na niezaleznosci odpowiednich zbioréw zmiennych zgodnych z
pomiarami od praw sterowania wpdywajacych na te pomiary. W rozwazaniach
tych wykorzystywano postacie rézniczkowe zbioréw zmiennych zgodnych z
pomiarami i wynikajgce stad rézniczkowe ograniczenia informacyjne.
Rézniczkowe ograniczenia informacyjne pozwalaja na sformutowanie zadania
syntezy tzw. bezposredniego prawa sterowania, niezaleznie od zatozonej

struktury informacyjnej. Efektywne wykorzystanie ograniczen informacyjnych
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dla celéw syntezy prawa sterowania przy dowolnej strukturze informacyjnej
wymaga dalszych badan. W pracy ograniczono sie do problemu podobnego do
kontrprzyk#adu Wltsenhausena.

Wprowadzone w pracy zbiory informacyjne typéw R, S, T zorientowane sa
na rozne przypadki szczeg6lne.

Zbiory informacyjne typu R nadaja sie do probleméw, w ktérych model
sterowanego obiektu zapisany Jest w konwencji zmiennych  stanu.
Odpowiednikiem warunkowej oceny wektora stanu jest ogélnie rzut ortogonalny
Srodka ciezkosci warunkowego zbioru informacyjnego na podprzestrzen
zmiennych stanu. W przypadku szczeglnym, jeSli warunkowy zbidér informacyj-
ny spednia odpowiednie warunki symetrii, kolejnos¢ rzutowania i wyznaczania
Srodka ciezkosci moze by¢ zamieniona. Wystarczy zatem wyznaczy¢ Srodek
ciezkosci niskowymiarowego warunkowego zbioru stanéw, bedacego rzutem
ortogonalnym warunkowego zbioru informacyjnego na podprzestrzen zmiennych
stanu.

Dodatkowo w Swietle wynikéw przedstawionych w pracy dla przypadku
modelu liniowego wystarczy wyznacza¢ Srodki ciezkosci tzw. swobodnych
zbioréw informacyjnych odpowiadajacych zerowym wartosciom sterowan.

Jezeli warunki symetrii dotyczace zbioru R o ktérych mowa powyzej nie
sa spednione, technika przestrzeni stanu nie jest efektywna i stosowane
powinny byc zbiory informacyjne typu S.

Zaproponowana W pracy parametryzacja zbioréw informacyjne typu S przez
zbiory wieloscienne pozwolida, dla przypadku liniowego modelu, na wyrazenie
Srodka ciezkosci odpowiednich warunkowych zbioréw informacyjnych przez
wierzchotki tych zbiorow a w konsekwencji na jego jawne wyrazenie przez
wartosci pomiaréw.

Zbiory informacyjne typu 1 1 zwigzane z nimi tzw. zbiory zmiennych
zgodnych z pomiarami pozwalajg na Tformulowanie probleméw syntezy prawa

sterowania w przypadku nieklasycznej struktury informacyjnej, jak réwniez
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na nowg interpretacje istoty tej struktury przez wprowadzenie tzw.
ograniczen informacyjnych stanowigcych ukdad rownan rézniczkowych o
pochodnych czastkowych rzedu pierwszego.

Przedstawiona w pracy oryginalna metoda syntezy prawa sterowania w
warunkach niepewnosci  ograniczonej, oparta na przeksztaktceniach 1
whasnosciach zbioréw informacyjnych, pozwala na uzyskanie przedstawionych w
rozdziale 6 wynikéw aplikacyjnych pojeciowo réwnowaznych uzyskanym w teorii
sterowania stochastycznie optymalnego [1], [23], [24], [59-61].

Przedstawiona w rozdziale 5 ogélna interpretacja geometryczna wskazuje
na mozliwosci zastosowania opracowanej metody dla syntezy praw sterowania
przyktadowo dla agregacji mieszanej typu '‘maksimum-momenty rzedu drugiego'.

Przedstawiona metoda jest kompletna, definicje i whkasnosci zbioréw
informacyjnych #gcznie z rozwigzaniami przykktadowych probleméw zamieszczo-
nymi w rozdziale 6 1 1ich dowodami tworza catoSC. Nie ma potrzeby
odwotywania sie do poje¢ “'zewnetrznych'. Jednoczesnie sama metoda Jak i
postaC uzyskanych wynikéw jest prosta, co pozwala na ich bezposrednig

implementacje numeryczna.
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SYNTEZA PRAW STEROWANIA W WARUNKACH NIEPEWNOSCI OGRANICZONEJ

Streszczenie

Praca zawiera jednolite podejscie do syntezy praw sterowania w
warunkach niepewnosci ograniczonej z wykorzystaniem zbioréw informacyjnych.
Przedstawiono wybrane pojecia wstepne wystepujace w sformudowaniu problemu
syntezy praw sterowania. Ze wzgledu na objeto$¢ pracy ograniczono sie do
problemu renumeracji pozwalajacej na jednolite traktowanie tzw. modeli 1ID i
MD, problemu modeli bezposrednich oraz probleméw wzajemnie réwnowaznych
praw sterowania, a w szczegélnosci warunkéw réwnowaznosci dla bezposrednie-
go prawa sterowania. Kolejno przedstawiono definicje i whkasnosci tzw.
zbioréw informacyjnych wykorzystywanych w syntezie praw sterowania. W
zakresie zbioru T przedstawiono zbiory zmiennych zgodnych z pomiarem oraz
rodziny tych zbioréw okreslone przez formy rézniczkowe Pfaffa lub
réwnowazne ukdady rownart roézniczkowych o pochodnych czastkowych rzedu
pierwszego. Szczegb6lng uwage zwrécono na okreslenie warunkéw niezaleznosci
wspomianych form rézniczkowych od praw sterowania lub ich gradientéw.

Wykorzystujac roézniczkowg posta¢ zbiorOw zmiennych zgodnych z
pomiarami okreslono tzw. rozniczkowe ograniczenia informacyjne bedace
warunkami réwnowaznosci klasycznych i bezposrednich praw sterowania. Podano
definicje zbioréw informacyjnych typu R™ kelH oraz podstawowe wkasnosci .
Jedng z nich jest stuszna w przypadku modelu liniowego inwariantnosc miary
Lebesgue”a wymienionych zbioréw wzgledem praw sterowania.

Dla zbioréw typu S zastosowano parametryzacje odpowiadajgaca zbiorom

wielosciennym. Jezeli zbidér T, charakteryzujacy #acznie warunek poczgtkowy
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x] zak¥oécenia w  réwnaniu stanu, bdedy pomiarowe vi,...,v)X Ww
réwnaniu wyjscia jest wieloscienny (naprzyktad kostka), to roéwniez

wieloscienne sa zbiory informacyjne oraz warunkowe zbiory informacyjne.

Srouek ciezkosci wielosciennego warunkowego zbioru informacyjnego mozna
przedstawi¢ w postaci analitycznejfunkcji jego wierzchotkéw, a w
konsekwencji w funkcji wartosci pomiaréw. W pracy wykorzystano w tym celu
podziat symplicjalny zbioru wielosciennego (kompleksu komérkowego) .

Zamieszczono obszerne przykdady ilustrujgce wyznaczanie Srodka ciezkosci
zbiorow wielosciennych i jego zalezno$¢ od pomiardw.

Dla zbioréw typu R zastosowano parametryzacje odpowiadajaca zbiorom
elipsoidalnym. Jezeli zbiér T, charakteryzujacy #*acznie warunek poczatkowy
X, zaktocenia Weeonns wow réwnaniu stanu, b+egy|?0miarowe Vi v,ow
rownaniu wyjscia jest elipsoidalny, to réwniez elipsoidalne sa: zbiory
informacyjne, warunkowe zbiory informacyjne oraz ich rzuty ortogonalne na
podprzestrzen zmiennych stanu. W pracy zbiory elipsoidalne parametryzowane
sa przez Srodek ciezkosci i dodatnio okreslong macierz odpowiedniej formy
kwadratowej - Dla zbioréw informacyjnych 1 warunkowych zbioroéw
informacyjnych przedstawiono zalezno$¢ ich parametréw od parametréw zbioru
1, modelu obiektu oraz ciggu zrealizowanych obserwacji. Elipsoidalne
warunkowe zbiory informacyjne posiadajg whkasnos¢ symetrii pozwalajaca na
operowanie ich rzutami ortogonalnymi na podprzestrzen zmiennych stanu.
Rzuty te sa warunkowymi zbiorami stanéw. Zaktadajac dodatkowo szczegélna,
blokowo diagonalng posta¢ macierzy okreslajacej zbiér 1 uzyskano zaleznosci
rekurencyjne pomiedzy parametrami warunkowych zbioréw stanéw. Otrzymane
zaleznosci posiadajg strukture analogiczng do réwnan Filtru Kalmana.
Przedstawiono og6lna geometryczng Interpretacje problemu syntezy praw

sterowania.

Podstawa wyboru optymalnego prawa sterowania jest porzadek w rodzinie
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obrazéw zbioru T, danego jako informacja a priori przez zalezne od praw
sterowania odwzorowanie podstawowe.

W pracy zamieszczono zbiér przykkadowych probleméw syntezy praw
sterowania, ktérych rozwigzania analityczne znaleziono wykorzystujgc metode
zbioréw informacyjnych. W przypadku zbioréw +typu R polega ona na
przeksztatceniu dla kazdego kelH zbioru T danego w przestrzeni zmiennych
 ,wH,vH) w zbidér R®, dany dla kelH odpowiednio w przestrzeniach zmiennych
(xk,wN ,VW\k,zk). Dzieki temu zadanie minimalizacji wzgledem funkcji uk(zk),
keW moze byc sprowadzone do zadania minimalizacji wzgledem wartosci tych
funkcji, przy ustalonej wartosci zk, kelH. Ustalonej wartosci zk odpowiada
warunkowy zbidr Informacyjny Rk|zk. Niezalezno$¢ "ksztattu* tego zbioru od
sterowan uk_l jest podstawowg whasnoscig umozliwiajacg otrzymanie prawa
sterowania w postaci liniowej funkcji Srodka ciezkosci warunkowego zbioru
informacyjnego. Podobne postepowanie stosuje sie wykorzystujac zbiory
informacyjne typu S. Réznica polega na tym. ze zbiér T dany w przestrzeni
zmiennych (xi,wN,vK) przeksztatca sie w zbiér %, dany dla kelH odpowiednio
w przestrzeniach zmiennych (X ,wK,vNNk,zk). Nie wprowadza sie zatem
zmiennej X™ reprezentujacej aktualny stan ukdadu, bowiem ze wzgledu na brak
wymaganej symetrii zbior nie stanowi informacji wystarczajacej dla
sterowania. Dalszy przebieg syntezy jest analogiczny jak dla zbioréw typu R .

Wykorzystujac zbiory informacyje typu T i zwigzane z nimi ograniczenia
informacyjne sformutowano zadanie syntezy praw sterowania dla dowolnej
struktury informacyjnej oraz pokazano przyczyne powodujaca, ze w przypadku
klasycznej struktury informacyjnej problem syntezy praw sterowania przy
wykorzystaniu modelu bezposredniego dekomponuje sie na odpowiednig liczbe
wzajemnie niezaleznych probleméw statycznych.Dla odpowiednika kontrprzykia-
du Witsenhausena , sformutowanego przy ograniczonym modelu niepewnosci
pokazano,dlaczego pomimo liniowych rownan stanu i kwadratowego wskaznika

jakosci nieliniowe prawa sterowania moga byC lepsze od liniowych.



CMHTE3 3AKOHOB YTIPABIIEHHI! B YCHOBHRX OFPAHHHEHHO

HEONPEfIEJIEHHOCTH

Pa6oTa conepxcHT opHopopHbift noflxon k cHHTO3y 3axoHOB ynpa-
BneHHS b ycnoBHax orpaHHieHHOfl HeonpeneneKHocTH ¢ HcnonbooBa-
HHeM HH<j>O0pMaUHOHHLIX KHOTBCTB . ipencTaBnOHM HSOpaHHbie BBOUHb1®
noHarwa BMCTynaoiHHe b <}>opMynHpoBKe npodnei-ibi CHHTeaa aatoHos
ynpaBneHHa. Ho-3a orpaHKseHKoro o6be«a padoTU ee npo6nenaTHKa
CBeneHa K npodneM® peHyiiepauHH popycKacmeft opHopofjHyio tpax tob -
xy T. K. tiopeneft ID h MD, npoéneww HenocpencTBeHHiix Honeneli h

npodénen paBhouéhhwx oaxoHOB ynpaBneHHa, a b hacTHOCTH ycnoBxd

paBHOueHHOCTH nna HenocpepcTBeHHoro aaxoHa ynpaBnenxa. tlooHe-
peflHO npencTaBneHM onpagenexxx h CBOflcTBa T. h. HHijxTpxauKOHHMX
«HOiecTBi HcnonboyeMMX nna CHHTsaa saKohob ynpafRneHHa. fljia
MHoxecTBa TI npencrasneHH mho&doctba nepeweHHMX cooTBeTCTByoianx

Ho«ep©HHio h cettbH 3THX hhoaoctb onpeneneHHwe c¢ noMouibio nn"xjie-

psHUHanbHMX <p3pM éa~x”a «nu paBhoixdhhbix CHCTex pH<|x}>epeHUHanbHbix

ypaBHeHHTI C xacTHWBTFI NpOHSBOFIHMX« nepBoft CTenex«. Ocodoe

BHHMaHKe od6pameHO Ha onpepeneHHe ycnoBHfl HeaaBHCBKOCTK ynotia-

Hyrbix nad4x}>epeHUHanbHwx «jxopti ot saroHOB ynpalBneHHa hhh hx

rpaflIHBHTOB .

Hcnonkoya pHiJxJjepeHUHanb HbiA bkb MHO*ecTB nepeneHHbix

cooTBBTCTByiowRX HStiepeHHHM onpepeneHbi T.H. PHcJIx”"epeHUKanbHbi®

HHipopxauHOHHbie orpaHHMOHHH «Bnaoneitc« ycnoBhanmh paBHOueHHOCTH

knacCHMecKHX H HenocpeflcTBeKHbix aaxoHOB ynpaBneHHa. flaHbi onpe-
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peneHHa HHjpopVRUHOHHKIX mho*sctb runa O™ kelH h hx  ocHOBHkie
CBOdCTBa. CHO H3 cboActb, BepHO flna nHHEiIHOR KOflem, 3TO
hhbo apn aHTHOCTb nepki fle6era Ha3BaHbix nHonecTB OTHOCKrentHO
3axoHOB ynpalRneHHa.

Dna khoibctb T»na S npuneHena napaMeTpuoauHX cootbotctby—
BKax MHororpaHHbiM «HoxtecTsaM. EcnH mhodectbo U, xapaxTepHOHpy-
loutHe coBMeCTHo HaaanbHoe ycnoBHe x” notiexH w” ... WN b ypaBHe-
hhh cocToaHHa, HSHepHTenbHbie ouhdéxh V ...m®m»W 8 ypaBHeHHH
Bttxoaa aBnaeTca MHororpaHHtm nhoxdCctbob CnanpHMep xyRnx!) ,
Toraa xax Hh4>opMaun ohhkie KHoaecTBa, Tax h ycnoBHkie BH”opHauHo-
HHkie KHOxecTBa asnaioTca KHororpaHHkiMH. UeHTp TaxtecTH MMHororpa-
HHOPO ycnOBHOPO HH”xapMailHOHHOrO MHOXBCTBa HOXHO npeACTaBHTb B
bhne aHanHTHHecxofl AXYHK|dHH ero BepuiHH, a b peoynbTaTe b
4>yHXUHH 3HaseHHA HOMepeHHfl. B pa6oTe Hcnonb30BaHa nna stoO
nen» cHMnnexcHaa nexoMnooHuhh mhopoppaHHoro MHo*ecTBa CxneToa-
hopo Konnnaxca) . B pa6oTe noKeneHM o6uiHpHKki© npHMepki noacHaioutH®
onpeneneHHe ueHTpa TaxceCTH MHororpaHHkix MHO*ecTB h epo oaBHCK-
MOCTb OT H3«epeHHft.

Una MHOIiecTB THna (R npitnoHeHa napaneTpHoauH» cootbeTCTBy—
»man annnncoHnanbHkiM MHomecTBaH.  Ecnn «HoxecTBo TI, xapaxTepn-
3Hpyx>uiHe coBMecTHo HananbHoe ycnoBHe x1 -nonexH WI' L .wN b
ypaB HHHh coctohhhh, HsnepHTenbHkie ownbxh v ...,,v b ypaBHe-
HH Biixona asnaeTca anrancoBaankHu« «KoaecTBo«, Torna anminco-
Hnanb HMH HHO*CTBakH «bMetcb Taxxce:  HH'sopiianHOHHkie MHO*ec-
tba, ycnoBHue HHpopVEuHOHHGe KHOiecTBa H hx opTOPoxanb Hde
npoexuHH wa nonnpocTpaHCTBO nepetieHHKix coctohhhh. B pab6ore
HcnonboyeTca napaKerpHaauHa annnncoHnanbHkix xhoxbctb ¢ noHoixXbD

UCHTpa Ta*ecTH h nono»HT8nbHo onpeneneHHOfl KaTpHUN cooTBeTc-
TByioneft xaanpaTHOA ¢popmt. Una HHBgoVENHOHHMX khoxbctb h  ycno-
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BHbIX HH<JIX3pMaUHOHHbIX MHOXOCTB HpeflCTaBneHa 3BBKCBKOCTb HX napa-
KerpoB ot napaweTpoB MHOiecTB& TI, HOflenn o6-bexTa h nocnenoBa-
TentHOCTH BMnonHeHkix HadniocaeHHfl. 3nnnncoHnani>KMe ycnosKue
HH$opiiauHOHHue «HoaecTBa o6nanaDT cboActbom chmmotphh nooBora-
»1HHH neftcTBOBaTt HX opTOPOHanbhum npoexuHBH Ha nonnpocTpaHCTBO
nepOMOHHMX COCTOHHHH. 3tH npoeXUHH HBHHETCH ycnoBHb IMH MHO*©—
CTBaMH coctohhhA. flpHhh Man nononHHTenbHO oco6bifi 6nox-
nHaroHanbHHfi bhh MaTpHUM onpenenaioineA hhoibctbo u nonyaeHb!
pexxypeHTHbie 3aBHchmocth Mexny napaweTpaMH ycnoBHbrx mho*Octhb
«COCTOHHHft. nonyxeHHiie bbbhchmocth o06najga»T CTpyxTiypoA noxoxofl
Ha ypaBHOHHH <J>HnbTpa KanbMaHa. IlpencTaBneHa odutaa peoMeTpHMec-
xaa HHTOpnp©TauHH npodneMbi chHTe3a aaxoHOB ynpaBRneHHa.

OchoboA Bb:6opa onTHManbHOPO eaxoHa ynpasneHHH aanaeTca
nopanox B ceMbH odpaooB MHo*ecTBa IT, bbkhopo Xax anpHopHaa
HHtfcopMauHS npoHCxonanaa Ot oaBHCHMoro Ot 3axoHOB ynpaBneHHH,
OCHOBHOro OTOSpaxeHHH .

B pa6oTB noMeneHO MHOxecTBO npHMepHhix NpP>06NeM cHHTe3a
3axoHOB ynpaBneHHa, xoTopux aHannthhecxhe peueHHH HafineHbi c
KcnonbeoBaHHeOm KSTona HK<jx>pHauHOHHHx MHO*ecTB . B cnyaae mho-
necTB THna R MeTon coctoht b npeo6pa30BaHHH nna xaxaoro ke£H
MHO*ecTBa Tl jjaHHoro b npocTpaHCTBe nepeneHHbix XMow v ) b
MHoxecTBo Rk, naHHoe nna Kk~H cootbOtctbOhho b npocTpaHCTBe
nepeMeHHbix (x&,WN ,vN™"k,Zk) . Bnaponapa 3TOMy 3anaaa mhHhmh3aunH
OTHOCHTenbho (J>yHXHHH Uﬁ(zt), k«daH MOieT 6biTb CBeneHa X 3anaae
MHHHMH3auHH OTHOCHTenbho 3HaHeHHA 3THX 4>yHxuHH, npH ycTaHosne-
HHOM 3HaH eHHH Zk, keiH. YCTBHOBneHOMy 3HaaeHHX> Zk COOTBeTCTByeT
ycnoBHoe HH<j>opHauHOHHoe mho*©ctbo RE|z . HeaaBHCHMOcTb  “<}>opMbi*
3Toro MHO*ecTBa ot ynpaBneHHFI uHHBnaeTca ochobhhk cboActbom

no3Bonax>iuUHM nonyxHTb 3axoHbi ynpaBneHHS b B»ae nHHeAHon <}>yHxuHH
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ueHTpa THxecTH ycnoBHoro KHijjopKanHOHHoro MHoaecTRa. iloxo™"HTf!
noflxon NnpHMSHBeTCa Hcnonb3ya HH<j>op=>iai;HOHHwWe «HONnecTsa THna S.
PaamiKe coctoht b Tom, ito mhoaectbo 1l «aHHoe b npocTpaHCTse
nepeMeHHtix &™.W ,v J npeBpawaeTca b «HoaecTBO naHHoe nna

N N\ k K.
koH COOTBBTCTBOHHO B npOCTpaHCTBaX nepeMeHHMX CX1,H ,v ,z J

TaxHM 06 paaoM Ke bboahtcu nepeiteHHoOI XN, npeacTaBnaioiitefl
axyanbHoe cocTOHHHe CKCTeMW. H3 -aa KepocTaTpKa TpedyeMoR3 chm-
MeTpHH «HoaecTBo E He npepcTaBnaeT HH<j>opMaiHHH nocTaTOHHoa pna
ynpaBnsHKS. nocnenyioutHft xop CHHTeea noxomu Ha CHHTea ona
MHoacecTB Txna 07?.

Hcnonbay« hHtIxapMauHOHHkKkie nno*ecTBa THna T H cbbaanbie o]
HHMH HHtIxapMauHOHHbie oppaHBHeHHd ccjtopMynHposa»a oanaxa CHHTeoa
3axoHOB ynpaBneHHa ana npoHSBonbHOft HHcjsopMauHOHHoft CTpyxTypti h
npepcTaBneHa npnwHHa Toro, hto b cnyaae KnaccHsecicoft HH(>opMau-
HOHHOft CTpyKTypti npoénefia CHHTaaa aaKOHoB ynpaBneHHH C Hcnonb-
30BaHHeM HenocpepcTBeHHOfl Hopera paapenaeTca Ha cooTBeTCTsy-
loipHe KonH Mec TBo b3 aH kokbobb hch mmx CTaTHxecKHX Nnpob6 ne«. Una
ananora KOHTpnpHMepa BHuenrayseHa ccJdxapMynHpoBaHHoro npH orpa-
HHHeHHOft Monenn HeonpepieneHHOCTH noicaaaHO, nonexy HecMOTpa Ha
nHHefiHbie YPaShbhhb coctobhhb h KBanpaTHMil noxasaTenb icanecTsa,

HonHHeftHkie 3 axoHH ynpaRBneHHa HoryT 6 biTb nyxuie nHHeftHbix.



CONTROL STRATEGIES DESIGN IN THE PRESENCE OF BOUNDED UNCERTAINTY

Summary

A unified approach to control strategies design in the presence of
bounded uncertainty based on the concept of Information sets is proposed.
Chosen introductorily notions used in the statement of the design problem
are presented. The Hlimited contents of the work imply the application of
renumeration procedure which enables a unified treatment of ID and MD
models, the problem of direct models and the problem of mutually equivalent
control strategies and particularly equivalence conditions for the
directcontrol law. Then definitions and properties of the so called
information sets used in the design procedure are presented. As concerns T
set the sets of variables consistent with measurements are presented and
the famliies of such sets defined by Pfafflan differential forms or
equivalent partial differential Tirst order equations are discussed.
Attention 1is paid to the invariance conditions for such forms in relation
to the control strategies or their gradients.

A differential form of the set of variables consistent with
measurements is used to define the so called differential information
constraints which provide equivalence conditions for classical and direct
control laws. Definitions of information sets and keH and their
properties are given. The Lebesgue measure of these sets has been found to
be invariant with respect to the control laws in the case of the linear

model .
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For S sets parameterization is used related to the polyhedra sets. If
the T set featuring jointly initial condition xj, disturbances w™-_-_w" in
state equations and noises VvV ,...,v in the output equations is a
polyhedron e.g. a cube then for linear models the information sets as well
as conditional information sets are polyhedra too. A gravity center of the
polyhedral conditional information set may be found as an analytic function
of 1its vertices and iIn consequence as a function of the measurements. The
simplistic cutting of the polyhedron (cell complex) has been used. Many
examples illustrating the searching procedure for the center of gravity of
the polyhedra and its relationship with measurements are presented.

For R sets parameterization relevant to ellipsoidal sets has been
used. If T set featuring jointly initial condition x*, disturbances
wh wn and noises v/ v is ellipsoidal then for linear models,
information sets, conditional information sets and theirprojections onto
the state space areellipsoidal too. The ellipsoidal sets have been
parameterized by the gravity center and positive definite matrix of the
respective quadratic form. For the information sets and the conditional
information sets thelr parameters are expressed by the parameters of the
set T ,the model of the system and the sequence of observations. The
ellipsoidal conditional Information sets have symmetric property which
enables to operate by their orthogonal projections onto the state space.
The projections are conditional sets of states. Assuming a particular block
diagonal form of the matrix defining set I, recurrent relationships between
parameters of the conditional state sets have been found. They resemble
Kalman filter equation in the structure. General geometric interpretation
of the problem of control strategies design is presented.

The basis for choice of the control strategy is an order in the family
of images of the set T which is given as a priori Information by the basic

mapping dependent on the control strategies.



- 215 -

A set of exemplary problems of the control law synthesis is presented
for which analytical solution can be found using the information sets
technique. For Q@ sets it is based on the mapping of the set T given for
every keH iIn the space (Xi>wN,wN) in the set given for keH respectively
in the space of variables (",wN,vN\Nkzk). This enables substitution of the
minimization problem with respect to function u’\izK) by the minimization
with respect to the values of these functions for given value zk. For the
given value zk the conditional information set is R™]zk. Independence of
the shape of this set ofthe control actions u™ ™ is a principal property
enabling the receipt of the control law as a linear function of the gravity
center of the conditional information set. Similar approach may be applied
for information sets S. The main difference is that the set T given iIn the
space of variables “Xj-WN>/N” converts into the set given for every keH
respectively in the spaces of variables (O,wN,vNNk,zk). The state variable
X s not introduced because the lack of symmetry of set implies that it
does not constitute a sufficient information for control. The Tfollowing
steps of the design procedure are similar to the ones for sets R

Sets T and related information constraints have been used to formulate
a control design problem for an arbitrary information structure . Moreover
the reason for the possibility of the decomposition of the design problem
while using the direct model onto a number of mutually independent static
problems in the case of the classical information structure has been found.
For an analog of the Witsenhausen counter example in the case of bounded
uncertainty it is shown why In spite of the linear state equations and the
quadratic performance index nonlinear control strategies may be better then

linear ones.
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