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OZNACZENIA

Ogólna konwencja oznaczeń

Dla przejrzystości pracy przyjęto następujące konwencje oznaczeń:

1. Małe końcowe litery alfabetu łacińskiego oznaczają wektory, przykładowo

u, v, w...... w tym również skalary.

2. Duże litery alfabetu łacińskiego oznaczają macierze, przykładowo A. B,

C  w tym również macierze blokowe.

3. Duże litery alfabetu łacińskiego "pisane podwójnie’1 oznaczają zbiory,

wyróżnione dla potrzeb pracy, przykładowo A, B IR, S, T.

4. Duże litery “pisane” oznaczają rodziny zbiorów wyróżnionych dla potrzeb 

pracy, przykładowo 1?, H.

5. Każdy z symboli wymienionych w pp 1-4 może byO opatrzony symbolem

dolnym lub górnym.

5.1. Symbole dolne i, j, k, 1 są liczbami naturalnymi lub skończenie 

elementowymi ciągami takich liczb, pisanymi z pogrubieniem Jako i,

j, k, 1 .

5.2. Symbole górne i, J, k, 1, stosowane w odniesieniu do wektorów, są 

charakterystyczne dla pracy i oznaczają ciągi wektorów.

6. Małe wybrane litery alfabetu łacińskiego, przykładowo e, f, g, h, 

oznaczają funkcje wektorowe lub skalarne.

7. Małe litery alfabetu greckiego, przykładowo a, B, ... oznaczają

odwzorowania.

8. Oznaczenia inne niż wynikające z powyższych konwencji są objaśnione w

tekście pracy lub w oznaczeniach szczegółowych .
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Oznaczenie Strona Znaczenie

0 29 Zbiór liczb naturalnych

flH 29 Iloczyn kartezjanski M egzemplarzy

zbioru D

M , W , H 29 Horyzonty odpowiednio zmiennych niepew-t u z
nych, sterowań i pomiarów

ieO* 29 M wymiarowy argument dyskretny

0 , 0 , 0  30 Podzbiory horyzontów DH , 1H , BHt u z  t u z
R 30 Zbiór liczb rzeczywistych

Rn 30 Iloczyn kartezjanski n egzemplarzy

zbioru R

f 30 Wektor kolumnowy blokowy (ciąg), numeryD
poszczególnych składowych blokowych

wybierane są ze zbioru BSH odpowiednio

do ustalonego porządku.

f 30 Wektor kolumnowy blokowy (ciąg), numery
r 2

poszczególnych składowych blokowych 

wybierane są ze zbioru Bj\D2£H odpowie­

dnio do ustalonego porządku, 

f 30 Wektor kolumnowy blokowy (ciąg), numery

poszczególnych składowych blokowych 

są 1  k

30 Wektor kolumnowy blokowy (ciąg), numery

poszczególnych składowych blokowych 

są 1+1 ,...,k gdzie k>l.

Ważniejsze oznaczenia szczegółowe



h (t ,u ) 33 Funkcja określająca zaleZnoSC pomiaru zk D D *tk tik
od zmiennych niepewnych tQ 1 sterowań

tk

uDak
hk(t,u) 34 Funkcja określająca zaleZność pomiaru

od zmiennych niepewnych t 1 sterowań
t

u przedstawiona w zapisie uproszczonym
u

H 34 Rodzina podzbiorów zbioru D
z 1

1 34 Przyporządkowanie informacyjne

f 34 Przyporządkowanie informacyjne dla
a

zagregowanego prawa sterowania

u (z ) 34 i-te prawo sterowaniai r<n
u (z ) 34 i-te nieaktywne prawo sterowaniaOl 0,7 (1)
q (z ) 34 i-te zagregowane prawo sterowaniai ya (l)
q (z ) 35 i-te zagregowane nieaktywne prawo

01 o , 7 a ( l )

sterowania

g^t) 38 i-te bezpośrednie prawo sterowania

r<N^ 38 parametr określający segmentacje wektora

zmiennych niepewnych t 

t 38 r elementowy pierwszy segment wektora t

t 38 N -r elementowv drugi segment wektora t
2 i

3g /3t 38 Pochodna cząstkowa i-tej składowej
ij

funkcji g względem J-teJ składowej

pierwszego segmentu wektora t

3g /3t 38 Pochodna cząstkowa i-tej składoweji 2J

- 13 -

Oznaczenie Strona Znaczenie

funkcji g względem J-teJ składowej 

drugiego segmentu wektora t
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Oznaczenie Strona

41

P=z(T)

Clz1 D

Tlz1 D

S|D

ah/at

3h/at=h

3h/3g=h

3g/at=g

Clz

h (t)

42

42

42

42

42

43

43

43

43

45

45

45

48

Znaczenie 

Wektor pomiarów o mumerach ze zbioru 

D = U  i >£H ={1 N >, r<N1 r z 1 1

Zbiór określający możliwe wartości

zmiennych (x ,w  u ,v )J j. j. N 1 H

Zbiór pomiarów zgodnych ze zbiorem T 

Zbiór zmiennych zgodnych z pomiarami ẑ  

Zbiór zmiennych zgodnych z pomiarami zd 

i zbiorem T

Rodzina zbiorów zmiennych zgodnych z 

pomiarami o numerach ze zbioru D 

Macierz pochodnych cząstkowych funkcji h 

względem pierwszego r wymiarowego 

segmentu wektora t

Macierz pochodnych cząstkowych funkcji h 

względem wektora t

Macierz pochodnych cząstkowych funkcji h 

względem sterowań

Macierz pochodnych cząstkowych funkcji g 

(bezpośredniego prawa sterowania) 

względem wektora t

Wektor pomiarów o mumerach ze zbioru

D={ i, i >£H =(1 N }, r<N dla
l r z i  i

przypadku zerowych sterowań

Zbiór zmiennych zgodnych z pomiarami z

dla przypadku zerowych sterowań

Funkcja określająca model bezpośredni

w przypadku zerowych sterowań

Wektor pomiarów o numerach ze zbioru H\D



dzc 49 Różniczka zupełna wektora pomiarów zd

dz 49 Różniczka zupełna wektora pomiarów zH\D r H\D

p(u) 50 Funkcja określająca addytywny składnik

zaleZny od sterowań

t?o|D 50 Rodzina zbiorów zmiennych zgodnych z

pomiarami o numerach ze zbioru D w 

przypadku zerowych sterowań

Sok=,1ok(T) ^  Zbiór informacyjny typu S określony dla

keH i zerowych sterowań 

69 Zbiór informacyjny typu S określony dla

keH

(s ,zk) 67 Element zbioru S , s = (x , wK, vKSk)k o  ok’ k l

(s ,zk) 69 Element zbioru Sk k

67 Swobodne odwzorowanie informacyjne

J 68 Macierz Jacoblego odwzorowania pH . ok

- 15 -

Oznaczenie Strona Znaczenie

ok

s , _ .k od(st,z*) 68 Objętość elementu r02niczkowego zbioru

Sok
) 72 Objętość elementu różniczkowego zbioru T

J 71 Macierz Jacobiego odwzorowania p
k

5 _ 
kd(st,z ) 72 Objętość elementu różniczkowego zbioru

Sk
V 72 Odwzorowanie przekształcające zbiór Sok ok

w zbiór So,k-l
J 73 Macierz Jacobiego odwzorowania i)
V . okok

74 Macierz Jacobiego odwzorowania vk
k

kS z 75 Zbiór warunkowy zbioru Sok' o ok
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Oznaczenie Strona Znaczenie

P  = n  (S )
ok zk ok

7 5 Rzut ortogonalny zbioru S na
ok
]tpodprzestrzen zmiennych ẑ

Z |zko k ! o
7 5 Warunkowy zbiór pomiarów z ̂

» 0 2
7 7 Zmodyfikowane oduzorowanle informacyjne 

(ciąg pomiarów opóźniony o A)

sń = /  (T)
o 2 o 2

7 7 Zmodyfikowany zblor informacyjny

SA |z
o 2 1 o2

7 8 Zmodyfikowany warunkowy zbiór 

informacyjny

s Aik" l )
ok

91 Zmodyfikowany zbiór informacyjny 

(ciąg pomiarów opóźniony o (k-l)A)

R =p (T)
ok ok

10 4 Zbiór informacyjny typu R określony dla 

keH i zerowych sterowań

IR
k

1 0 7 Zbiór informacyjny typu R określony dla 

ksH

(r ..z'')ok o
1 0 4

N K\kElement zbioru R , r *(x ,w ,v )
ok ok ok

(V zk) 1 0 7 Element zbioru R
k

P ok
1 0 4 Swobodne odwzorowanie informacyjne

Kok
1 0 6 Macierz Jacoblego odwzorowania p

ok

d(r , zk)
ok o

1 0 7 Objętość elementu roZniczkowego zbioru 

R
ok

, / k , dis , V ) 
k

1 0 7 Objętość elementu różniczkowego zbioru T

\
1 0 9 Macierz Jacoblego odwzorowania p̂

dtrk.zk) 1 1 0 Objętość elementu różniczkowego zbioru

R

^Ok 11 1

r*
k

Odwzorowanie przekształcające zbiór R
ok

w zbiór R
o . k - l

s ok
11 1 Macierz Jacoblego odwzorowania Ę

ok
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Oznaczenie

R zok ‘ o

P =n (R )ok zk ok

X |zk=,r CB l z k)oV 1 n y nie ' n

Z zok' o

E(m,M)

L=a(T)
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WPROWADZENIE

Synteza prawa sterowania w warunkach niepewności jest stale aktualną 

dziedziną badan. Problem syntezy praw sterowania sformułowany i rozwiązany 

w pracy posiada cechy wyróżniające go spoSrOd innych problemów tego typu. 

Są nimi przyjęty model niepewności ograniczonej w powiązaniu z metodą 

zbiorów informacyjnych oraz dwie efektywnie wykorzystywane parametryzacje 

tych zbiorów (elipsoidalna i wielościenna) - nowa interpretacja 

nieklasycznej struktury informacyjnej wynikająca z wprowadzonych ograniczeń 

informacyjnych u bezpośrednie modele sterowanego obiektUj pozwalające na 

Jednolite traktowanie problemûw syntezy praw sterowania formułowanych 

konwencjonalnie oddzielnie dla modeli ID 1 MD.

1. M o d e l e  n ie p e w n o ś c i

Model niepewności ograniczonej jest intuicyjnie najbardziej naturalny. 

W przypadku skalarnym oznacza on, że możliwe realizacje zmiennej niepewnej 

o takim właśnie, modelu niepewności należą do danego zbioru. Struktura tego 

zbioru moZe byc dowolna.

Pierwsze próby wykorzystania tego modelu można znale2C w pracach [52], 

[57], [63], dotyczących teorii sterowania. Stosuje się w nich określenia

"unknown but bounded errors", "bounded noise“, "set of possible states". W 

pracach [7], [8] również z zakresu teorii sterowania wprowadzono nazwę

"set-membershlp description of uncertalnty", mając być mo2e na uwadze 

związek z teorią zbiorow rozmytych. Model niepewności ograniczonej bywa teź 

nazywany "non-probabllistic model of uncertalnty“ lub “set-theoretlcal



model", 14], 16], [3], W rozumieniu intuicyjnym model niepewności

ograniczonej wykorzystywany był równie2 w pracach [67-70].

Zastosowania praktyczne modelu niepewności ograniczonej w dziedzinie 

ekologii przedstawiono w pracach [20], [33], [46], zas w dziedzinie

mechaniki przykładowo w pracach [3], [4], [5], [6 ], Ogólnie stwierdza się,

2e model niepewności ograniczonej powinien byc stosowany, jeżeli liczba 

danych pomiarowych jest zbyt mała dla określenia parametrów statystycznych 

wymaganych w modelu niepewności losowej.

Efektywne operowanie modelem niepewności ograniczonej wymaga parame­

tryzacji zbiorów. Stad w zastosowaniach rozpatruje się zbiory elipsoidalne 

w odpowiednio wymiarowej przestrzeni rzeczywistej, parametryzowane przez 

środek ciężkości i dodatnio określoną macierz formy kwadratowej oraz zbiory 

wielościenne parametryzowane alternatywnie przez wierzchołki, krawędzie lub 

ściany. Zbiory wypukłe mogą byc również efektywnie określone przez parame­

tryzacje ich funkcji podpierającej.

Modelowi niepewności ograniczonej przyporządkować można formalnie 

równoważne modele niepewności losowej. Przykładowo można przyjąć rozkład 

równomierny na danym zbiorze lub rozkład symetryczny względem Środka 

ciężkości tego zbioru. Zbiór ograniczony można również traktować jako 

obszar ufności wyznaczony na podstawie (ograniczonej lub nie) gęstości 

rozkładu. Przykładowo obszar ufności odpowiadający wielowymiarowemu 

rozkładowi normalnemu jest zbiorem elipsoidalnym.

Modele niepewności ograniczonej i losowej mogą być traktowane w pełni 

Jednolicie w kategoriach teorii miary [13], [19].

W modelu niepewności rozmytej stopień przynależności elementu do dane­

go zbioru określa uartosc funkcji przynależności przyporządkowana temu 

elementowi. Mo2e ona byc interpretowana jako "wartość logiczna" wyrażenia 

"element należy do danego zbioru". Jeżeli zbiór elementów o różnej od zera
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funkcji przynależności jest ograniczony, to funkcja ta może być parametry- 

zowana rodziną zbiorow, z których każdy odpowiada ustalonej wartości funk­

cji. Parametryzacja taka jest szczególnie korzystna w powiązaniu ze 

składaniem maxyminowym występującym w przypadku modelu niepewności rozmy­

tej, wartoSC parametru nie ulega bowiem zmianie w wyniku operacji na zbior­

ach.

2. S y n t e z a  p r a w  s t e r o w a n ia

Wyniki uzyskane w teorii sterowania i dotyczące problemu syntezy praw 

sterowania w warunkach niepewności dotyczą głównie problemu liniowo- 

kwadratowego (LQ) przy niepewności o modelu losowym.

W sformułowaniu klasycznego liniowo-kwadratowego problemu sterowania 

stochastycznie optymalnego zakłada się, że warunek początkowy oraz addy- 

tywne zakłócenia ŵ , są dla k=l,...,N wzajemnie niezależnymi zmienny­

mi losowymi i dodatkowo wartość średnia wynosi zero dla k=l,...,N.

Przyjmuje sie również, że dopuszczalne prawa sterowania posiadają strukturę 

informacyjną typu "nested". Przy powyższych założeniach optymalne prawo

sterowania w chwili k jest linioua funkcja oceny wektora stanu wyznaczonej

na podstawie informacji pomiarowej dostępnej w chwili k.

W ogólniejszych wersjach problemu LQ [1,9,60! dopuszcza się dowolne 

charakterystyki probabilistyczne zmiennych losowych w ,̂ v ,̂ k=l,...,N

uzyskując prawo sterowania w postaci liniowej funkcji oceny wektora stanu 

uzupełnionej o składnik związany z predykcją zakłóceń w równaniu stanu.

W przypadku sterowania stochastycznie optymalnego w problemie LQ układ 

sterowania dekomponuje sie na podukład wyznaczania warunkowej oceny wektora 

stanu i 1 iniowe w funkcji tej oceny prawo sterowania.

Osobny problem stanowi wyznaczenie oceny wektora stanu na podstawie 

dostępnej w danej chwili informacji pomiarowej. Efektywne rekurencyjne 

rozwiązanie tego problemu wymaga oprocz wzajemnej niezależności zmiennych
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x , w , v , k=l N założenia dodatkowo gausowsklch rozkładów dla tych
1 k k

zmiennych.

Podobnie Jak problem syntezy praw sterowania, również definicja struk­

tury informacyjnej [29] oraz kontrprzykład Witsenhausena [64] [44], gdzie

dodatkowo zakłada się rozkłady normalne, podawane są w kontekście losowego 

modelu niepewności. Sugeruje to, że model ten stanowi istotny element prob­

lemu i wpływa jakościowo na jego rozwiązanie.

W modelu niepewności ograniczonej przyjętym w pracy dany w odpowiednio 

wymiarowej przestrzeni pzeczywistej ograniczony zbiór T określa łącznie 

możliwe wartości zmiennych niepewnych. W przypadkach szczególnych (zbiory 

elipsoidalne, wielościenne) zbiór T może być parametryzowany.

Wzajemnie Jednoznaczne i zależne od praw sterowania odwzorowanie zbio­

ru T jest zbiorem informacyjnym. W pracy wyróżniono trzy typy zbiorów 

informacyjnych zorientowanych na różne sformułowania problemu syntezy praw 

sterowania.

Zbiory informacyjne typu R nadają się do problemów, w których model 

sterowanego obiektu zapisany jest w konwencji zmiennych stanu. Odpowiedni­

kiem warunkowej oceny wektora stanu jest ogólnie rzut ortogonalny środka 

ciężkości warunkowego zbioru informacyjnego na podprzestrzen zmiennych 

stanu. W przypadku szczególnym, jeśli warunkowy zbiór informacyjny spełnia 

odpowiednie warunki symetrii, kolejność rzutowania i wyznaczania Środka 

ciężkości może byc zamieniona. Wystarczy zatem wyznaczyć Środek ciężkości 

niskowymiarowego warunkowego zbioru stanów będącego rzutem ortogonalnym 

warunkowego zbioru informacyjnego na podprzestrzen zmiennych stanu.

Dodatkowo w świetle wyników przedstawionych w pracy dla przypadku 

modelu liniowego wystarczy wyznaczać środki ciężkości tzw. swobodnych 

zblorow Informacyjnych odpowiadających zerowym wartościom sterowań.

Nawiązując do literatury dotyczącej zbiorowego modelu niepewności
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warto zauważyć, że wymieniony warunek nie był zauważany. Przenosząc intui­

cyjnie wyniki teorii sterowania stochastycznie optymalnego starano się

wyznaczać zbiory możliwych stanów 18], [13], [36], [40], [47], [52], [53].

Powracając do analogii z wynikami sterowania stochastycznie optymalne­

go przypomnijmy, Ze w problemie LQG problem wyznaczania warunkowej oceny 

stanu może byc parametryzowany i prowadzony rekurencyjnle (filtr Kalmana). 

Stąd w przypadku ograniczonego modelu niepewności poszukiwano parametryza­

cji zbiorów prowadzącej do wyników o podobnym charakterze. Przykładowo w 

monografii [53] zakłada się elipsoidalne zbiory * , W , V , keH=l,...,N,
1 k k

określające możliwe wartości warunku początkowego oraz zakłóceń w równaniu 

stanu 1 równaniu wyjścia. Niestety, ponieważ suma Minkowskiego zbiorów 

elipsoidalnych nie jest zbiorem elipsoidalnym, konieczne jest w tym

podejściu wprowadzenie aproksymacji i operowanie rozwiązaniami 

przybli2onymi.

W pracy pokazuje się, że dopiero założenie elipsoidalnoSci zbioru

łącznego o elementach ....ŵ , vj, . . . , v ) oraz konsekwentne operowanie

liniowymi przekształceniami, przekrojami i rzutami ortogonalnymi tego 

zbioru pozwala na parametryzację procesu wyznaczania środka ciężkości 

warunkowego zbioru Informacyjnego i przedstawienie go w postaci

rekurencyjnej.

Jeżeli omówione warunki symetrii, dotyczące zbioru R,nie są spełnione, 

technika przestrzeni stanu nie jest efektywna i stosowane powinny byc zbio­

ry informacyjne typu S.

Zbiory informacyjne typu T 1 związane z nimi tzw. zbiory zmiennych 

zgodnych z pomiarami pozwalają na formułowanie problemów syntezy prawa 

sterowania w przypadku nieklasycznej struktury informacyjnej, jak również 

na nowa interpretację istoty tej struktury przez wprowadzenie tzw. ograni­

czeń informacyjnych.
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Przedstawiona w pracy oryginalna metoda syntezy prawa sterowania w 

warunkach niepewności ograniczonej, oparta na przekształceniach i 

własnościach zbiorow informacyjnych, pozwala na uzyskanie wyników pojęciowo 

rownowa2nych uzyskanym w teorii sterowania stochastycznie optymalnego [1 ], 

¡54], [23], [24], [59], [60], [61].

Modelowi niepewności ograniczonej moZna przyporządkować równoważne 

modele niepewności losowej. Najprostszy jest rozkład równomierny na zbiorze 

T. Możliwe sa również inne rozkłady spełniające odpowiednie warunki syme­

trii. 2 tego względu do rozważań przedstawionych w pracy wprowadzono licz­

bowe czynniki normalizujące, co pozwala na odnoszenie uzyskanych wyników do 

rezultatów problemu sterowania stochastycznie optymalnego.

2aletą podejścia przyjętego w pracy jest jawne uwzględnienie 

istniejących ograniczeń na realizacje oraz wyeliminowanie funkcji gęstoscl, 

co pozwoliło na uzyskanie bardziej szczegółowych wyników.

Przedstawiona metoda jest kompletna, definicje i własności zbiorow 

informacyjnych łącznie z rozwiązaniami przykładowych problemów zamieszczo­

nymi w rozdziale 6 i ich dowodami tworzą całosc. Nie ma potrzeby 

odwoływania sie do pojęć "zewnętrznych". Jednocześnie sama metoda, jak i 

postać uzyskanych wyników jest prosta, co pozwala na ich bezpośrednią 

implementacje numeryczną.

3. P r z e g l ą d  z a w a r t o ś c i  p r a c y

Ogólnie praca składa sie z wprouadzenia, szesciu rozdziałów i 

zakończenia. Wyniki o bezpośrednim znaczeniu aplikacyjnym,z których każdy 

stanowi odrębna całcse, przedstawione sa w rozdziale 6. Odwoływania sie do 

wcześniejszych rozdziałów pracy wymagaja Jedynie dowody tych wyników. Wyni­

ki o znaczeniu poznawczym zamieszczone sa w rozdziałach 2-5. Rozdział 5 

zawiera niekonwencjonalna interpretacje problemu syntezy praw sterowania
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zgodną z treścią rozdziałów 2-4. Rozdział 1 poświęcony Jest uporządkowaniu 

pewnych problemów pomocniczych.

Przechodząc do szczegółowego omówienia treSci pracy mamy:

W rozdziale 1 przedstawiono wybrane pojęcia występujące w 

sformułowaniu problemu syntezy praw sterowania. Ze względu na ograniczoną 

objętość pracy ograniczono sie do problemu renumeracji pozwalającej na 

jednolite traktowanie tzw. modeli ID i MD, problemu modeli bezpośrednich 

oraz problemów wzajemnie równoważnych praw sterowania, a w szczególności 

warunków rownowaZnoSci dla bezpośredniego prawa sterowania.

W rozdziałach 2-4 przedstawiono definicje i własności tzw. zbiorów 

informacyjnych wykorzystywanych w syntezie praw sterowania. W zakresie 

zbioru I (rozdział 2 ) przedstawiono zbiory zmiennych zgodnych z pomiarem 

oraz rodziny tych zbiorOw określone przez formy różniczkowe Pfaffa lub 

równoważne układy rownari różniczkowych o pochodnych cząstkowych rzędu 

pierwszego. Odpowiednio do tematu pracy szczególną uwagę zwrócono na 

określenie warunków niezależności wspomianych form różniczkowych od praw 

sterowania lub ich gradientów. Wykorzystując rOZnlczkową postać zbiorów 

zmiennych zgodnych z pomiarami określono tzw. różniczkowe ograniczenia 

Informacyjne bedące warunkami równoważności klasycznych i bezpośrednich 

praw sterowania.

Zbiory informacyjne typu R̂  keH omawiane są kolejno w rozdziałach 

3, 4. Dla każdego z wymienionych typów zbioru podaje sie jego definicje i 

podstawowe własności. Jedną z nich jest słuszna w przypadku modelu liniowe­

go inwariantnosc miary Lebesgue’a wymienionych zbiorOw względem praw stero­

wania.

Dla zbiorow typu S zastosowano parametryzacje odpowiadającą zbiorom

wielościennym. Jeżeli zbiór TT, charakteryzujący łącznie warunek początkowy

x zakłócenia w ,...,w w równaniu stanu, błędy pomiarowe v  v, wi I N I N

równaniu wyjścia jest wielościenny (naprzykład kostka), to równie2
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wielościenne sa zbiory informacyjne oraz warunkowe zbiory informacyjne. 

Środek ciężkości wielościennego warunkowego zbioru informacyjnego można 

przedstawić w postaci analitycznej funkcji jego wierzchołków, a w konse­

kwencji w funkcji wartości pomiarów. W pracy wykorzystano w tyra celu po­

dział symplicjalny zbioru wielościennego (kompleksu komórkowego). Zamiesz­

czono obszerne przykłady ilustrujące wyznaczanie środka ciężkości zbiorów 

wielościennych i jego zależność od pomiarów.

Dla zbiorów typu R zastosowano parametryzację odpowiadająca zbiorom

elipsoidalnym. Jeżeli zbiór T, charakteryzujący łącznie warunek początkowy

x zakłócenia w  w w równaniu stanu, błędy pomiarowe v ,...,v w1 I N I N

równaniu wyjścia jest elipsoidalny, to również elipsoidalne są: zbiory

informacyjne, warunkowe zbiory informacyjne oraz ich rzuty ortogonalne na 

podprzestrzen zmiennych stanu. W pracy zbiory elipsoidalne parametryzowane 

są przez Środek ciężkości i dodatnio określoną macierz odpowiedniej formy 

kwadratowej. Dla zbiorów informacyjnych i warunkowych zbiorów informacyj­

nych przedstawiono zależność ich parametrów od parametrów zbioru T, modelu 

obiektu oraz ciągu zrealizowanych obserwacji. Elipsoidalne warunkowe zbiory 

informacyjne posiadają własnosc symetrii pozwalającą na operowanie ich 

rzutami ortogonalnymi na podprzestrzen zmiennych stanu. Rzuty te są warun­

kowymi zbiorami stanów. Zakładając dodatkowo szczególną, blokowo diagonalną 

postaó macierzy określającej zbiór T uzyskano zależności rekurencyjne 

pomiędzy parametrami warunkowych zbiorów stanów. Otrzymane zależności 

posiadają strukturę analogiczną do równam filtru Kalmana.

Rozdział 5 zawiera ogolną geometryczną interpretacje problemu syntezy 

praw sterowania. Podstawą wyboru optymalnego prawa sterowania jest porządek 

w rodzinie obrazów zbioru I, danego jako informacja a priori przez zależne 

od praw sterowania odwzorowanie podstawowe.

Rozdział 6 zawiera zbiór przykładowych problemów syntezy praw sterowa­

nia, których rozwiązania analityczne znaleziono wykorzystując metodę
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zbiorów informacyjnych. W przypadku zbiorów typu R polega ona na 

przekształceniu dla każdego keH zbioru T danego w przestrzeni zmiennych

(x ,wM,vM) w zbiór dany dla keH odpowiednio w przestrzeniach zmiennych
N N\k k k(x ,w ,v ,z ). Dzięki temu zadanie minimalizacji względem funkcji u (z ), k k

keH może być sprowadzone do zadania minimalizacji względem wartości tych 

funkcji, przy ustalonej wartości zk, keH.

Ustalonej wartości zk odpowiada warunkowy zbiór informacyjny R^|zk. 

Niezależność "kształtu" tego zbioru od sterowań uk 1 jest podstawowa 

własnością umożliwiającą otrzymanie prawa sterowania w postaci liniowej 

funkcji Środka ciężkości warunkowego zbioru informacyjnego.

Podobne postępowanie stosuje się wykorzystując zbiory informacyjne 

typu S. Różnica polega na tym, że zbiór T dany w przestrzeni zmiennych
K N(xi>w ,v ) przekształca się w zbiór Ŝ , dany dla keH odpowiednio w przes-

N N\k ktrzeniach zmiennych (xj,w ,v ,z ). Nie wprowadza się zatem zmiennej x̂

reprezentującej aktualny stan układu, bowiem ze względu na brak wymaganej

symetrii zbiór X nie stanowi informacji wystarczającej dla sterowania, k

Dalszy przebieg syntezy Jest analogiczny jak dla zbiorów typu R.

Wykorzystując zbiory informacyje typu T i związanie z nimi ograniczenia 

informacyjne sformułowano zadanie syntezy praw sterowania dla dowolnej 

struktury informacyjnej oraz pokazano przyczynę powodującą, że w przypadku 

klasycznej struktury informacyjnej problem syntezy praw sterowania przy 

wykorzystaniu modelu bezpośredniego dekomponuje się na odpowiednią liczbę 

wzajemnie niezależnych problemów statycznych [29]. Dla odpowiednika kontr- 

przykładu Witsenhausena sformułowanego przy ograniczonym modelu niepewności 

pokazano dlaczego pomimo liniowych rownan stanu i kwadratowego wskaźnika 

Jakości nieliniowe prawa sterowania mogą byc lepsze od liniowych.

Podsumowując można stwierdzić, że w pracy przedstawiono elementy pozwa­

lające na konstruowanie rozwiązań szerokiej klasy problemów syntezy praw
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sterowania. Przykładowo kilka przedstawiono w rozdziale 6. Dwa z nich wyko­

rzystujące model w zmiennych stanu lub model bezpośredni przy założeniu 

klasycznej struktury informacyjnej prowadzą do praw sterowania o postaciach 

analitycznych. Jako pomocniczy występuję w tych wątkach problem wyznaczania 

Środka ciężkości opowiedniego informacyjnego zbioru warunkowego.

Przyjęta koncepcja układu pracy powoduje pewne trudności w jej odbio­

rze, przykładowo czytając rozdziały 1-4 czytelnik nie wie jak zostaną wyko­

rzystane “praktycznie" przedstawiane w tych rozdziałach liczne definicje i 

twierdzenia. Jednym z uzasadnień takiej koncepcji może byc to, że już po 

zakończeniu pisania pracy udało sle, wykorzystując jedynie rozdziały 1-4, 

uzyskać analityczne rozwiązanie problemów syntezy maksyminowych praw stero­

wania.

Własności przedstawione w rozdziałach 2-4 można ocenić również z pozna­

wczego punktu widzenia, przykładem są tu tzw. ograniczenia informacyjne 

które w zakresie przedstawionym w pracy nie dają jeszcze wprawdzie 

możliwości rozwiązywania problemów z nieklasyczną strukturą informacyjną, 

pozwalają Jednak na Jej nową intrpretacje.
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R o z d z i a ł  1

ZAGADNIENIA POMOCNICZE

Model sterowanego obiektu, charakterystyka zmiennych niepewnych, typ 

praw sterowania, struktura informacyjna i cel sterowania są pojęciami 

podstawowymi w problemie syntezy praw sterowania. Konwencjonalnie w 

przestrzeni realizacji rozróżnia się modele ID i MD zapisane w przestrzeni 

stanu lub jako modele bezpośrednie. Modele typu MD przez odpowiednią 

renumerację argumentu mogą być sprowadzone do modeli ID. Prawa sterowania 

są funkcjami dostępnej Informacji pomiarowej, jednak dla potrzeb syntezy 

przydatne są pomocnicze prawa sterowaniat będące funkcją przetworzonej 

informacji pomiarowej. Prawa sterowania wraz z modelem tworzą tzw. 

strukturę informacyjną( której typ decyduje o stopniu trudności problemu 

syntezy. Cel sterowania wprowadza relację porządku w zbiorze praw 

sterowania i umożliwia wybór najlepszego.

1. W y r ó ż n io n e  a r g u m e n t y  i f u n k c j e

Niech S={1,2,...} będzie zbiorem liczb naturalnych zas 1 =lx.. ,x!

iloczynem kartezjańskim M egzemplarzy zbioru I.
M K M1 2  3Skończenie elementowe zbiory Ĥ cO , IH cl , IH cl , nazywamy 

odpowiednio horyzontami zmiennych niepewnych, sterowań i pomiarów. Ich 

elementami są ciągi: i =(i , ...i ), i =(i .... i ), i =(i , ...i ).1 1  M 2 1  M 3 1  N



W pracy wyróżniamy dodatkowo podzbiory ctcMt. DucHu' DzcWz oraz rodzinę 

zbiorów D oznaczoną przez }< .Z Z

Na zbiorach M , H , W określone są funkcje (ciągi) rozpatrywane w t u z
pracy. Podstawowymi są:

Zmienne niepewne 

t:H -» Rqt
Sterowanie 

u: H RbU

Pomiary 

z: H -» RpZ

ZauwaZmy, Ze ogólnie funkcja (ciąg) f:H*Rn określona na skończenie 

elementowym zbiorze Hel może byc przedstawiona w postaci wektora blokowe­

go, w którym n wymiarowe składowe blokowe odpowiadają wartościom funkcji 

(ciągu) dla kolejnych (według ustalonego porządku) argumentów wybieranych 

ze zbioru H.

Odpowiednio do powyższej uwagi w pracy stosuje sie zapisy 

fD wektor blokowy, którego elementami są wartości funkcji f dla

argumentów ze zbioru DcH, przy ustalonym porządku w zbiorze D, 

fD wektor blokowy, którego elementami są wartości funkcji f dla
i 2

argumentów ze zbioru DjMJj gdzie z założenia 0 , D cH, oraz

D cD . Porządek w zbiorze D \B jest ustalony.
1 2  1 2

W szczególnym przypadku, gdy M=l, stosuje się równoważne zapisy:

fk =(f; .....
fkM=(f' .... f') , k>l.1-fl k

W tym samym przypadku i przy założeniu H = IH = H = !H = {1 N} wyróżniat u z
się dodatkowo następujące funkcje (ciągi):

Warunek początkowy 

b: (1)-» Rn
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Stan

x: H-> Rn

Zakłócenie w równaniu stanu 

w: H-> Rn

Zakłócenie pomiarowe 

v: M-> Rp

Wielowymiarowy argument dyskretny w powiązaniu z wektorową postacią 

funkcji (ciągów) t, u, z opisuje przejrzyście realne problemy sterowania 

oraz podejmowania decyzji. Przykładowo w dwupoziomowym problemie decyzyjnym 

wygodnie jest “numerować" poszczególne decyzje parami liczb, z których 

pierwsza oznacza numer poziomu decyzyjnego, druga zaś dyskretną chwilę 

czasu. Decyzja przyporządkowana określonej powyżej parze liczb może być 

wektorem m-wymiarowym.

W rozważaniach teoretycznych, a szczególnie w zap i sach operowanie 

wielowymiarowym argumentem dyskretnym w powiązaniu z wektorową strukturą 

funkcji nie jest wygodne. 2 tego względu wprowadzamy procedurę renumeracji 

dotyczącą zarówno wielowymiarowego argumentu, jak i funkcji wektorowych.

Ilustruje ją następujący przykład:

Problem oryginalny 

Horyzont

H={ (1 ,1 ), 1 1 ,2 )>.

Funkcja określona na zbiorze H ma postaC: 

f: R2

f fl,(1,1) 1,<1.2)
f. f2,(1,2)2 , ( 1 , 1 )

Problem po renumeracji

Horyzont

IH={ 1,2,3,4>



Funkcja określona na zbiorze H ma postaC:re

f : H -> Rre re

f = f f = fre,l 1,(1,1> re,2 1, (1.2}
f = f f = fre,3 2,(1,1) re,4 2,(1,2)

Ogólnie niech f:H-»Rn bedzie daną funkcją określoną na skończenie

elementowym zbiorze HcO , zas v:{l n}xB-»8 będzie danym odwzorowaniem

renumeracji.

Oznaczmy

w ( { l  n }x H )= {  1  N}=Mro

w(i, M  J ) )=k e {1.... N}.1 n

Funkcja fpe:Wre •> R otrzymana w wyniku renumeracji określona jest: 

f = f
1 n

gdzie: ke{l.... N}, ieU,..., n},..(j.....j )eH.1 n

W dalszej części pracy nie będziemy rozró2niać horyzontow i funkcji 

pierwotnych od tych, które zostały otrzymane w wyniku renumeracji.
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2 . M o d e l e  u k ł a d ó w  d y n a m ic z n y c h

Dyskretny liniowy i stacjonarny model dynamiczny zapisany w 

przestrzeni stanu ma postać:

x = Ax + Bu + w , x
k * l  k k k ’ 1

z = Cx + v ^
- k k k

gdzie:

keH = {1....N>.

x ,w eRn, u eRm, z ,v eRp,
k k k k k

AeRn*n, BeRnxm' CeRpxn.

Model (1) nazywamy wymuszonym, mając na uwadze składnik Bu^ występujący w



prawej stronie równań stanu. Modelowi (1) odpowiada model swobodny o 

postaci:

x =Ax +wok+1 ok k
(2 )z =Cx +vok ok k

gdzie keH = {1 N >,

x , w eRn, u eR“, z ,v eRp,ok k k ok k
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AeRnxn, BeRrixm’ CeRpxn.

W przypadku modeli (1), (2) zało2enie stacjonarnoSci ma tylko na celu 

uproszczenie zapisów 1 wszystkie rozważania można powtórzyć dla modeli 

liniowych niestacjonarnych.

Dyskretny liniowy i stacjonarny model dynamiczny zapisany w 

postaci bezpośredniej ma formę:

z =h (t , u ), (3)k k D Dtk tk
gdzie:

kelH-Z
t =(t : ieD cH . t eRq)D 1 tk t 1tk

u =(u : ieD c!H , u €Rm)D ł uk u luk

z eRp.k
Ten saun model po renumeracji wektorowego argumentu i funkcji 

wektorowych może byc zapisany w postaci:

z =h (t ,u ), (4)k k D DŁk tk
gdzie:

kelH ={1 N >z 3

t =(t : ieD cM ={1....N >, t eR)
d i tk t 1 1tk

u =(u : IeD cW ={1....N }, u eR)0 1 uk u 2 1uk

2 €R.k
W pracy stosuje się również uproszczone zapisy bezpośredniego nodelu 

dynamicznego w postaci:



z =h (t,u), (5)
k k
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gdzie:

keH ={1,...N > z 3

t=tH =(tt:leHt={l....Ni>, ^eR)
t

u=u =(u : leH ~{1....N >, u eR)H i u 2 i

z eR.
k

h (t,u) jest funkcją stałą wzglądem zmiennych t , u równąv n \U H \Ut tk u uk

hk(tD >UD h  
tk  uk

Modele bezpośrednie (3), (4) nazywamy modelami wymuszonymi; odpowiada­

jące im modele swobodne otrzymujemy podstawiając uq =0.
uk

3 . P r a w o  s t e r o w a n ia

Definicja 1 Niech

I ) H ={1.... N ), H={ 1 ,...,N} bedą odpowiednio horyzontami sterowań iu 2 7 3

pomiarów, D , 0 ich podzbiorami, zas rodziną podzbiorów D̂ ,

ii) y: IH-» H będzie przyporządkowaniem informacyjnym,

iii) z, =h (t,u )1 1 Du

z =h (t),ol ol

gdzie leH będą odpowiednio wymuszonym i swobodnym modelem bezpośrednim. 

Funkcje

i) u =u (z ), ieHi i y < I) u
nazywamy i-tym prawem sterowania.

II) u =u (z ), ieHi ol o . y m  u
nazywamy i-tym nieaktywnym prawem sterowania, 

i
iii) q =q (z )= V a u (z ), ieH ,

Hi ^ l  y«u> j i r<J)  u



gdzie y (i)= U yCl), nazywamy i-tym addytywnie zagregowanym prawem 
J=i

sterowania,
i

iv) q =q (z )= y a u (z ), ieH ,M Moi o.yadl j oj o,y(j) u’

gdzie ya(1 ) jest określone jak w punkcie iii), nazywamy i-tym addytywnie 

zagregowanym prawem sterowania.

Jeżeli w szczególności przyporządkowanie informacyjne y Jest takie, że 

y(i)={l i>£H , ieHz u
oraz model bezpośredni może być zapisany w postaci: 

z »h^Ct.u1 1),

to prawa sterowania wymienione w punktach i)-iv) przyjmują postacie: 

u =u (z1), ieH1 1 U

u =u (z'), ieH1 ol O U
1

q,=qi(zl)= Z a u (zJ), ieHu
j=i

1
q =q (z‘)= £ a u (zJ), ieH .1 ol O J o l o  uj=l
Jeżeli bezpośrednie modele dynamiczne, odpowiednio wymuszony i swobod­

ny mają postacie:

z =h (t)+p (uJ~ł), p (0)=0, JeH ,
J °J J J 2

Z *h (t),oj oj

to dla każdego ieH pomiędzy prawami sterowania u (z1), u (z1) zachodzą u 1 ol O
związki

u (z‘)=u (z1- d (z'"ł))=u (z1), (6 )ol O Ol -1 1

u (zl)=u (zl+ c (z‘"l))=u (z1). (7)1 1 O “ 1 ol O

Bezpośrednio z postaci modelu, założenia p^lO)^ dla JeH oraz

postaci praw sterowania u^Cz11), keH mamy:

2oj=V pj(V zl) V i (zJ'ł))
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i

z =z -d (zJ_1), oj J j



dla jelH . Rozpisując jawnie z1 uporządkowany do postaci wektora blokowegoZ O

otrzymujemy: 

z =z01 1

z =z -d (z1)02 2 2
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, , 1-1. z =z -d (z )ol 1 1

lub w zapisie zwartym:
1 1 ,, l-l, z =z - d (z ),O “ 1

co po podstawieniu do u (z1) w miejsce z1 uzasadnia (6 ). Dla uzasadnieniaO i O O
(7) podstawiamy za z* w wyrażeniu na u((zl) uporządkowane do odpowiednich

wektorów blokowych postacie

(z'-1))z =z +p (u (z ) uJ oj J ol O Ot J — l O

Z =Z +C (z-1 ).J oj J o

Jeżeli swobodny i wymuszony model dynamiczny dane są w zmiennych stanu

w postaciach:

x =Ax + w
oktl  ok k

z =Cx + v
ok Ok k

1

kelH

x =Ax + Bu + w , x 
k+1 k k k 1

=Cx + V 
k k

kelH,
to dla każdego kelH pomiędzy prawami sterowania u (z*), q (z1) zachodzą

związki:
1 O

u (z )=u (z1- C Y. A1 l'J B u CzJ))=u (z1),ol o Ol 1 iJ=1
1-1

u(zl)=u(zl+ C £ A1' 1 J B u (zJ))=u (z1).
1 1 o — o j  O Ol oJ=t

Wykorzystując zależności

(8 )

(9)

t-iZ1- C Y A 
1*1

1-1-J B u^tz3} =
z2 - C Bu (z )

i-i
z,- C Y A B u (zJ) 

J = i 1
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podobnie

1-1
'1
J=i

i1- C y Ał‘1'J B u (zJ) =o j  O

01 1z - C Bu (z )
o2 o l  o

1-1
z - C y A 1 ' 1 ' 3 B u (zJ)

o l  ^  o j  O
J= 1

otrzymujemy uzasadnienie związków (8), (9).

W charakterze dodatkowego komentarza rozpatrzmy następujący schemat.

W chwili k=l funkcje u (z ), u (z ) są identyczne ponieważ z =z .
1 1 Ol Ol 1 ol

Załóżmy , Ze w chwili k-tej dane są funkcje u (zL), u (z*), i=l,...,k.1 0 1 O
k+1Jeżeli w chwili k+1 dana jest funkcja u, (z ) to równoważną jej funkcje 

u (zk<1) wyznaczamy następująco:
o,k+1 o

k
/ k+1 \ ( k+1 m n  .k—1 ^  / j  i \u (z )=u (z + C y A B u  (z))

o,k+1 o k+l o  ̂  ̂ ol o

Jeżeli natomiast w chwili k+1 dana jest funkcja u (zk+1),to równoważnąo,k+1 o ‘

jej funkcje wyznaczamy:
k

/ k+1\ , k+1 ^  ~  .k-1 _  , i s »u (z )= u (z - C Y A B u (z )).
k+1 ok+1 *- 1

1 =  1

JeZell prawa sterowania u (z1), ielH wraz z modelem bezpośrednim1 U

z =h (t)+P uJ~\ jeH
J  Oj Z

tworzą zawierającą się strukturę informacyjną, to prawa sterowania

q (z1) "a ... 0 u (z1)i ii 1
= U

f 2 . a ... a HI N N J . UN 2) .

gdzie A=[a((] Jest nleosobliwą macierzą trójkątną dolną, tworzą również 

zawierająca się strukturę informacyjną z modelem bezpośrednim

z =h (t)+P A’1uJ*1, JelH . 
i oj z

Słusznosc powyższego stwierdzenia wynika z faktu, źe trójkątna dolna

macierz agregacji nie zmienia uporządkowania decydującego o strukturze

informacyjnej.



- 38

Definicja 2. Niech Ht={l,. .. >Nj}, ^={1, .., ,Nz> będą odpowiednio horyzonta­

mi zmiennych niepewnych 1 sterowań. Funkcję g^gjit) nazywamy i-tym 

bezpośrednim prawem sterowania.

Niech t' = (t',t^) będzie segmentacją wektora t taką, Ze dim t^r,

dim t =N -r.2 1
Układ funkcji skalarnych (dla uproszczenia pomijamy dalej indeks 

ieSĤ  określający numer bezpośredniego prawa sterowania) 

g (t;.t')

Z (t',t;) r 1 2

z których każda określona jest w zbiorze TcR 1 i posiada w nim ciągłe 

pochodne do rzędu drugiego włącznie, jest funkcjonalnie zależny wtedy i 

tylko wtedy, gdy macierz

J=

3g /dl ... 3g /at11 6 l lr ag /at ... ag /at°1 2, r+1 a l 2, H

az /at ...az /ati u 1 lr

az /at ...az /atr 11 r lr

az /at ...az /at1 2, r+1 1 2, N

az /at ...az/atr 2, r+1 r 2, N

(1 0)

w każdym punkcie (t',t')eT posiada rząd nie wyższy niż r. Oznaczmy:

V 9tlr ] 'Bi(t)=(agi/atn

«ytwag/at ? /at ) 51 2,^'

At(t)=
az /at ... az /at1 11 1 lr

az /at ...az /atr 11 r lr

A2(t)=
az /at ...3z /at1 2, r+1 1 2, N

3z /at ...az /atr 2, r+1 r 2, N

Macierze A^t), (t) wyznaczane są na podstawie funkcji



- 39

zi=z)(t), 1=1,..., r.

Zauważmy, 2e te same macierze mogą być wyznaczone również na podstawie 

funkcji

Z i = h i  ( Ł " g ( ^ ) ) 1 1 = 1 ......................r -

gdzie g(t) jest funkcją wektorową tj g(t)=[g (t),...,g (t)]. Mamy zatem

Ai(t)=Hi(t)+F(t)Gi(t),

A (t)=H (t)+F(t)G (t), 2 2 2
gdzie:

Hx(t)=
ah /at ...ah /at1 U  1 lr

ah /at ...ah /atr 11 r lr

( U )

( 12 )

H2(t)=

ah /at ...ah /at1 2, r+l 1 2,N

ah/at . ..ah/atr 2, r+l r 2, H

F(t)
ah/Sgj ...ah/ag^

2

ah /agt ... 3h /dg^

Gi(t)=
agi /atij...agi /atip -

sgH /at • --ag /at 
2 2

G (t) = 2

ag /at, ... ag /at1 2, r+l al 2, M

ag., /at, ... ag /atN 2, r+l °N 2, N J2 2 1
Wykorzystując powyższe oznaczenia można przepisać macierz J w postaci:

J=
Bi(t) i Bz(t)

A (t) | A (t)

Zakładamy, że pomiary z^t), 1=1,...r tworzą układ funkcjonalnie

niezależny, zatem rząd macierzy A(t)=(Ai(t) Ct) 1 wynosi r oraz, że r



pierwszych kolumn tej macierzy tworzy układ liniowo niezależny. Inaczej 

zakładamy, 2e dla każdego teł rząd macierzy A^t) Jest równy r.

Na to, by rząd macierzy J był również r, wystarczy zapewnić wobec 

powyższego, by wyznacznik każdej macierzy uzyskanej przez dopisanie do 

macierzy

B^t)
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A (t)

dowolnej kolumny

Ba j ( t )

V t)
j=r+l N

był równy zeru. Wykorzystując wzór na wyznacznik macierzy blokowej

otrzymujemy warunek:

det(B (13 —B (t)A_1(t)A (t))det A (t)=0, j=r+l,---N .2J 1 1 2 ł 1

Ponieważ z założenia det A (t)*0 oraz B (t) jest funkcją skalarną, toi 2J
otrzymany warunek upraszcza sie do postaci:

B2j(t)-Bi(t)A‘ł(t)A2(t)=0, j=r+l....

Zauważmy. 2e powyższy układ warunków można zapisać łącznie w

następującej postaci macierzowej:

(13)B (t)-B (t)A_1 Ct)A (t3=0.2 1 1 2
Uwzględniając dodatkowo wyrażenia (11), (12) dla macierzy A^t), Az(t)

otrzymujemy:

B (t)-B (t)(H (t) + F(t) G (t) )_1(H (t) + F(t) G (t))=0. 2 1 1  1 2  2 (14)

Warunek (13) lub (14) zapewnia, że i-te bezpośrednie prawo sterowania 

g((t) jest funkcjonalnie zależne od pomiarów zD=lz , ...,z ) przyporządkowa­

nych mu przez odwzorowanie y, tj y(i)=B. Warunek (14) jest tożsamy z różni­

czkowym ograniczeniem informacyjnym odpowiadającym prawu sterowania g( 

(patrz rozdział 2 p.3).



Rozdział 2

ZBIÓR INFORMACYJNY T

Zbiór T dany jako informacja a priori określa łącznie możliwe wartości 

zmiennych niepewnych występujących w problemie. Ogólnie wymaga się by zbiór 

T był całkowalny w sensie Lebesgue’a.

Zbiór I może być przedstawiony w postaci sumy zbiorów zgodnych z 

pomiarami. W przypadku modelu liniowego rodzina zbiorów zgodnych z pomiara­

mi jest niezależna od praw sterowania.

1. Zbiory zmiennych z g o d n y c h z pomiarami

Niech. IH ={1, . . - .N,}, *^={1.... N2> ■ Hz=U. . . . ,N3> będą horyzontami

odpowiednio zmiennych niepewnych, sterowań i pomiarów^ zas D̂ , 

dowolnymi podzbiorami zbiorow 51̂, ktOre w przypadku ogólnym są

wynikiem renumeracji problemu pierwotnego (patrz rozdział 1 ).

Model bezpośredni ma postać:

z =h (t ,u ), D c H . D c H ,  ieH . i 1 D D t t u u zt u
Dalej dla uproszczenia notacji model powyższy zapisywany będzie w postaci
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Niech D={i i }£IH , r<N będzie danym zbiorem. Układ1 r t  1

z( =h( (t,u)
i i

z4 =h( (t,u)
r r

zapisywać będziemy w postaci uproszczonej

z =h(t, u),D (2 )

gdzie h(t,u) jest funkcją wektorową o składowych h , j=l,...,r.
ł J

Definicja 1. Niech dla D=(i ,...i }£IH , r<N będzie określona funkcja--------    1 r z 1

ZD=h(t,g(t))=z(t).

lii)zbiór T|zD=Tn(C|zD) nazywamy zbiorem zmiennych zgodnych z pomiarami 

i zbiorem informacyjnym T,

iv) zbiór |D=(C | ẑ : z^eP^} nazywamy rodziną zbiorów zmiennych zgodnych z

pomiarami, których numery należą do zbioru D.

Zauważmy, Ze zbiór C|z^ zaleZy zarówno od tego, które pomiary (określa 

to zbiór D) występują w zd jak równie2 od tego, jakie są wartości liczbowe 

tych pomiarów. Rodzina zbiorów S | D  zale2y jedynie od zbioru D określającego 

numery pomiarów występujących w ẑ .

Dokonując następującej segmentacji wektora t,

i) zbiór P=z(T) nazywamy zbiorem pomiarów zgodnych ze zbiorem 

informacyjnym T,

ii) zbiór C|z d=z  1 (z q) nazywamy zbiorem zmiennych zgodnych z pomiarami z d>

t
1XN lxr lx(N -r) 1

możemy układ równan (2) przedstawić w postaci:

Ten sam układ rozwikłany względem grupy zmiennych zawartych w wektorze t; 

ma postać:



parametr i wybierając dowolnie t określamy t} (jeSli istnieje) według

zależności (3). Para (t ,t ) stanowi element zbioru Clz .
1 2  1 D

Warunkiem istnienia postaci (3) w otoczeniu punktu (t ,t ) takiego,
10 20

że z =h(t ,t ,g(t ,t )), jest, by macierz pochodnych cząstkowychD 10 20 10 20

która jawnie określa elementy zbioru C|zd. Traktując zd jako ustalony

3h / d t  =  i

ah /at  ah /at1 11 1 lr

ah /at  ah /at
r 11 r l r

była w punkcie (t , t ) nieosobliwa.
1 V  1 0  2 0

Obliczając różniczkę zupełną zmiennych zd odpowiednio do modelu (2) 

otrzymujemy:

dzD=(ah/at + Oh/ag)(ag/at))dt, (4)

gdzie:

r ah /ati i ...,ah /at i
1 r • ah /at

1 r-fl ah /at 11 N
3h/3t=h (t,g(t))= • ! 1 *

ah /atL r 1 ...,dh/dt !r r ' ah /at ,.r r+1
.., ah /atr M J 1

= [Hx(t)i H2Ct)l, ( 5 )

’ ahi/agi ...Shl/a8„
ah/ag=h ct,g ct))=O • 2 = F(t)» ( 6 )

ah /agr 1 ...,ahr>agN
2

f ag /at ,..Łi i . tdgi /dtr j *i ^ t rłi,. ., ag /at 11 N
ag/at = gt(t)= 1 =

ag /at ,.. 
2 1

. td g  / d l  i 
r  '

2
>3tr*l"

2 2 1

=iGi(t)| Ga(t)). (7)

Ponieważ dla ustalonego pomiaru ẑ , dz^s 0, to układ równan Pfaffa

określający rodzinę £|D ma postaC:



Oh/at+(sh/ag)(ag/at))dt=o. (8)

Wykorzystując wprowadzoną segmentację wektora t oraz oznaczenia 

odpowiednich macierzy pochodnych cząstkowych mo2emy rozpatrywany układ 

przedstawić w postaci:

H (t)dt,+ H (t)dt + F(t)G Ct)dt' + F(t)G (t)dt =0,1 1 2 2  1 1  t <•

(Hi(t) + F(t)Gi(t))dti+ (H (t) + F(t)G2(t))dt2=0. (9)

Zakładając dodatkowo nieosobliwosc dla każdego teT macierzy (tJ+FCtJG^ft) 

możemy przekształcić układ (9) do postaci:

dt^ R(t)dt2=0, (1 0)

gdzie

H(t) = (Hiit) + FitJG^t))-1« ^ )  + F(t)Ga(t)) = [rij(t)],

i=l r. J=l,...,N-r.

lub do następującego równoważnego układu rOwnan różniczkowych cząstkowych

»tu /«t =-rtj(t). 1=1,. ...r , J=1..... Nj-r (11)

Jeżeli układ (10) jest w pełni całkowalny, to przez każdy punkt

(tJ0.1^) przechodzi dokładnie jedna rozmaitość całkowa Nj-r wymiarowa.

Związek pomiędzy ustalonym pomiarem z a punktem (t ,t ) wynika zD 10 20
zależności:

z=h(t ,t ,g(t ,t )).D 10 20 10 20

Inaczej każdemu odpowiada dokładnie jeden element rodziny ®|D.

Rozpatrując przypadki szczególne będziemy odróżniać swobodny model

układu od modelu wymuszonego. Powodem takiego podejścia jest, że jak okaże

się dalej, układy rounan Pfaffa określające rodziny zbiorOw zmiennych

zgodnych z pomiarami mogą byc dla tych modeli identyczne przy pewnych

dodatkowych założeniach.
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Przypadek 1

Swobodny liniowy model bezpośredni przy uwzględnieniu założeń z p.1 aa 

postać:

z =H t (12)oD

lub po dokonaniu segmentacji wektora t 1 macierzy H postać:

z =H t +llt. (13)oD 1 1 Z 2

Przypominając, że wektory z , t są r wymiarowe i zakładając nieosobllwoSćoD 1

macierzy możemy układ (13) rozwikłać ze względu na t̂  otrzymując:

t =-H'łH t -H*1z . (14)1 1 2 2 J oD

Widzimy, że w rozpatrywanym przypadku zbiór c\zoD stanowi N ~r wymiarowa

podprzestrzert wymiarowej przestrzeni rzeczywistej. Przykładowo dla Ni=3 

1 r=l zbiór Clz jest płaszczyzną, zaś dla r=2 1 tej samej wartości NoD 1

reprezentuje go prosta. Uzmienniając parametr z otrzymujemy rodzinę £|D.oD '

W pierwszym przypadku (N;=3, r=l) jej elementami są wzajemnie równoległe

płaszczyzny, w drugim (1̂ =3, r=2) wzajemnie równoległe proste.

Przyrównując do zera różniczkę dz wyznaczoną na podstawie modeluoD
(13) otrzymujemy formę różniczkową określającą rodzinę lal z .1 oD

dt + H_1H dt =0 (15)1 1 2

Określenie elementu tej rodziny, tj zbioru C|z wymaga dodatkowo 

warunku o postaci t =t (t ). Związek tego warunku z wartością z wynika10 1 20 oD

bezpośrednio z zależności zoD=f'1*-10+^2t-20- W szczególności' można przyjąć 

t =0 i wyznaczyć t =H_1z .20 J 10 1 oD

Przypadek 2

Swobodny nieliniowy model bezpośredni ma postać:

z =h(t). (16)oD o

Zakładając jak w przypadku ogólnym wymiarowoSć dim z =r 1 odpowiednio dooD

tego dokonując segmentacji wektora t' = (t',t'], gdzie dim t^r, dio t “N -r
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a następnie rozwikłując układ (16) względem zmiennych otrzymujemy

zaleZnosc:

t =e (t , z ),1 o 2 oD

określająca zbiór C|z

(17)

Forma ro2niczkowa określająca rodzinę &|D ma postać: 

(3h /3t)dt=0, (18)

gdzie

ah /at . .., ah /at i ah /at ,..., ah /atol 1 ol r j ol r*l ol N1

ah /at , ..,3h /3t ! ah /at ,. ., ah /ator 1 or r or r+1 or N1

[H (t)l H „ol o2 (t) ].

9h /3t=h (t) =o ot

(19)

Uwzględniając podział wektora t na wektory tjf t£ odpowiednio o wymiarach r 

oraz N -r 1 wynikający stąd podział macierzy ah /3t możemy zapisać formę* O

ro2niczkową (18) w postaci:

H (t)dt + H (t)dt =0.ol 1 o2 2 ( 20 )

Przy dodatkowym zało2eniu nieosobliwoSci macierzy H (t) dla każdego teTol
forma ta przyjmuje postać:

dt + H (t) H (t)dt =0.1 Ol 02 2 ( 2 1 )

Układ rownan różniczkowych o pochodnych cząstkowych r2ędu pierwszego 

równoważny formie różniczkowej (2 1) ma postać:

Ą / 3 t 2f-reiiU). i=l r . j=l Nr r.

gdzie r^(t) sa elementami macierzy

R (t)=H ‘(t) H (t).o ol ©2
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2- W y b rane własności rodziny s |d

Definicja 2. Mówimy, że rodzina t?|B jest niezależna od funkcji feF, gdzie F 

jest zbiorem dopuszczalnych funkcji, jeżeli określający ją układ równań 

Pfaffa jest niezależny od funkcji f. Jeżeli:

1 ) f=g, mówimy o niezależności od praw sterowania, 

ii) f=ag/3t, mówimy o niezależności od gradientów praw sterowania. 

Odpowiednio do powyższej definicji możemy wyróżnić te szczególne 

postacie układu Pfaffa (8 ), które odpowiadają niezależności rodziny l?|D od 

praw sterowania lub ich gradientów.

Jeżeli układ (8 ) ma postać:

(h (t)+h (t)g (t))dt=0,t q t

to określona nim rodzina E|D jest niezależna od praw sterowania

g'(t) = (g1 (t)....g|) (t)].
2

Jeżeli układ (8 ) ma postać:

(ht(t,g(t))dt=0,

to określona- nim rodzina S|D jest niezależna od gradientów praw sterowania

■ a«! /3tt  agi /atN '
gt(t)= : : 1 .

 •
2  2  1

Jeżeli układ (8 ) ma postać: 

ht(t)dt=0,

to określona nim rodzina t»|D jest niezależna zarówno od praw sterowania. 

Jak 1 ich gradientów.

Uwzględniając, że, jak zaznaczono to powyżej, g(t) jest wektorem, zas 

g^tt) macierzą, można również określić postać układu (8), dla której 

rodzina £? | D jest niezależna od wybranych praw sterowania i wybranych 

gradientów.
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Oznaczmy 
Mg"(t) = [gj(t).... gw (t)lglłl(t) gH (t)J

ag, /at, .....ag, /at

g > ) =
ag /at ..... ag /at

6J-1 1 J-I
3g /at ..... ag /atCJ*1 1 ŁJ»1 H

L 3*n /»t l  agn /atH
2  2  ł

Jeżeli układ (8) ma postaC:

(h (t,gM (t))+h (t.gM (t))g'J(t))dt=0,t <j t
to określona nim rodzina G|D jest niezależna od i-tego prawa sterowania i 

gradientu j-tego prawa sterowania.

Wynik podstawowy dla rozwa2art tego punktu zawiera następujące 

Twierdzenie 1. Je2eli dla każdego dz^, teT, ueU zachodzi

M (t,u)dz =0,2 H\D
gdzie

h (t,u)u (z)«=[M (t,u)iM (t, u) ],u I 1 ' 2

3h/3u=h (t.u)=
3h /3u  8h /3u1 1  I N

ah /au  ah /aur 1 r N

3u/az=u (z )= z H

r au
1
/az .i . . ,du

1
/az ir i au /az ,.

1 r-fl . ,au
1
/azN3

■ ^ N /az .i .., auN./az ;r au /az ,.K r+1 Q> c
X

/azN J2 3

to rodzina GjD określona jest układem równań Pfaffa o postaci

h^t.gttJldt^O.

Dowod. Wymuszony model bezpośredni ma postać:

z =h(t,u).D
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Przypominając, Ze u=u(za), u=g(t) są równoważnymi prawami sterowania,

możemy wyznaczyć różniczkę zupełną dẑ . Mamy

dz =h (t,g(t))dt+h (t,u)u (z )dz .D t u I H H

Dokonując renumeracji kolumn macierzy moZemy drugi ze składników prawej

strony powyższego wyrażenia zapisać w postaci:

h (t,u)u (z )u z H

dz

dz

gdzie dzQ jest wektorem różniczek pomiarów, których numery należą do zbioru

D. Podobnie dz jest wektorem różniczek pomiarów, których numery należą H\D

do zbioru H\D. Odpowiednie macierze pochodnych cząstkowych mają postacie:

h (t,u)-
Sh /Su i i

ah /au

.,ah /au
1 N

..,3h /au

Uz(zH) =
<3ul /az ,.i .., aui /az i r : du /dz ,.1 r+1 .. ,aui /dz

N3

auN /dz , . 
1

.. ,au /az !r ' dU /dZ , . H r+1
.. ,auN,/dz N J

= [U(zH)jiyzH)].

Przedstawiając iloczyn macierzy ĥ it, uju^iz^ w  postaci:

h (t,u)u (z )=[M (t,u) IM (t,u)] u 2 H 1 2

możemy drugi ze składników w układzie (8) przedstawić w postaci:

[M^t.u) !M2(t,u)]
0

dz
=M (t.u)dz 2 H\D

Warunkiem tożsamościowego żerowania się tego składnika jest zerowanie się 

dla każdego dz , teł, uel) wektora r wymiarowego M (t,u)dz .H\D 2 H\D

Twierdzenie 2. Jeżeli struktura informacyjna jest typu nested (zawierająca

się), to M^it,u)=0.



Dowod. Łatwo sprawdzić, Ze elementy macierzy Mz(t,u) będącej drugim bloki« 

iloczynu macierzy h^ft.u) Cz„) mają następującą postać szczegółową:

NZ
M (t, u) = |m ] = [ £ (dh /du )(du /dz )], (22)ZkJ 1=) k 1 1 J

k=l, ...,r, j=r + l N .j 3

Odpowiednio do definicji struktury informacyjnej nested (zawierająca się), 

JeZeli pomiary, których numery należą do zbioru 0, są argumentami prawa 

sterowania, to argumenty praw sterowania wpływających na nie powinny się v 

nich zawierać.

Powracając do postaci (22) wystarczy rozpatrzeć następujące dwa 

przypadki: i) dh^/du^O, co oznacza, Ze k-ty pomiar zależy od i-tego

sterowania, a zatem numery pomiarów stanowiących jego argumenty z definicji 

struktury nested (zawierającej się) należą do zbioru D 1 du^dz^O, JeHM),

ii) dh^/du^O, co oznacza, Ze k-ty pomiar nie zależy od i-tego prawa 

sterowania, zatem argumenty tego prawa sterowania mogą byc dowolne.

Wyróżnione przypadki wyczerpują wszystkie możliwości (przy założeniu 

struktury nested), stąd zawsze jeden z czynników iloczynów stanowiących 

elementy macierzy M2(t,u) równy jest zeru i cała macierz jest macierzą 

zerową.

Wniosek 1. JeZeli struktura informacyjna jest typu nested (zawierająca się) 

a wymuszony model bezpośredni ma postać: 

z =h(t,u)=h (t)+p(u),0 o

to rodziny ^o|D, t>|0 określone są tym samym układem równan Pfaffa o

postaci:

h (t)dt=0.ot

Dowod. Na podstawie Tw.2 układ równan określający rodzinę !?|D ma postać: 

ht(t,u)dt=0.
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Uwzględniając założoną szczególną postać funkcji h(t,u) otrzymujemy: 

h (t)dt=0.
Ot

Wniosek 2. Jeżeli struktura informacyjna jest typu nested (zawierająca 

sie). a wymuszony model bezpośredni jest liniowy względem t i u, tj. ma 

postać

z = H t + Pu.D

to rodziny S|D określone są tym samym układem równan Pfaffa postaci:

H dt = 0.

Dowód. Przypadek szczególny Wniosku 1.

Twierdzenie 3. Jeżeli

1 ) wymuszony model bezpośredni ma postać 

z =h (t)+Pu,□ o

gdzie N >r, P=[P ,P 1, rank P =r, P jest macierzą rx(N -r) wymiarową,
2 a b a b  2

ii) prawa sterowania są liniowymi funkcjami pomiarów

u=Kz=[K , K ) i 2

gdzie Kj, K2 są macierzami odpowiednio rxr i rx(N3-r) wymiarowymi oraz
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K = 2 (k . ,k ,..r*l’ j .,k ],H3
k' = J Ik' .k' ],»J bj
k' = »J [k ,..., k ], 

1J rj
k' = bj [k ■ ....k

r+ V ■ i1-
gdzie j=r+l,...N3.

iii)elementy macierzy są dowolne a elementy macierzy odpowiednio do

podziałów z p i), ii) spełniają zależność:

k =-(P )~‘p k . J=r+1 N ,»J » b bj 3
to rodziny G |D, £|D określone są tym samym układem równań Pfaffa c

postaci:

h (t)dt=0.
ot



Dowód. Macierz Mz (patrz Tw. 1) ma przy zało2enlach i), ii) postać:

M=PK = (P ,P ] [k  k  k ].2 2 a b r+1 J N

zas jej J-ta kolumnę m można przedstawić jako:2 J
m =P k + P k .2J a aj b bj

Z warunku zerowania się macierzy otrzymujemy:

P k + P k =0, j=r+l N ,a aj b bj J 3

stąd przy założeniu nieosobliwości macierzy P 

k =(P )"łP k .aj a b bj

Przypominając, że Nz>r w każdej kolumnie macierzy Kz> N^-r elementów może 

być wybranych dowolnie, pozostałe r musi spełniać warunek iii). Na elementy 

macierzy nie ma żadnych ograniczeń.

W charakterze komentarza zauważmy, źe na podstawie Tw.3. nieklasyczna 

struktura informacyjna nie zmienia tezy Wniosku 1 (układy równań Pfaffa są 

takie same dla modelu wymuszonego i modelu swobodnego), jeżeli 

współczynniki wzmocnień przy tych sterowaniach, których numery argumentów 

nie należą do zbioru O, spełniają warunek li).

Zamieszczone poniżej przykłady ilustrują Tw. 3, jak również niektóre 

aspekty Tw.1, 2.

Przykład 1

Nt dowolne

N2= 1 
N = 23

r = 1, (Nz=r)

H = <1,2}, D = (2).

Wymuszony model bezpośredni ma postać: 

z = h (t)+p u .2 o2 21 i
Prawo sterowania jest liniowe z założenia
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Zbiory pomiarów

z d = { y -

z = {z >.H\D 1
RóZnłczkowa postać modelu po renumeracji:

dz =(ah (t)/3t)dt+p (3u (z )/3z )dz .2 02 21 1 1  1 1
Warunek zerowania się macierzy Mz przyjmuje postać (patrz Tw. 1, 3)

PK =p k =0 
2 21 11

1 mo2e być spełniony jedynie dla kn =0, co oznacza, 2e rodzina zbiorów 6 |D

nie zaleZy od pochodnej prawa sterowania û  tylko wtedy, je2eli jest ono

stałe Jako funkcja z .

Przykład 2

N dowolne i

V 2

N3= 3

r = 1, (N >r)
2

H = (1,2,3}, D = (3)

Wymuszony model bezpośredni ma postać:

z = h (t)+p u +p u .3 03 31 1 *32 2

Prawa sterowania są liniowe z zało2enia o postaciach:

v  W  = k„ v

u = u (z ) 2 2 2 k z . 22 2
Zbiory pomiarów

ZD = {Z3}'

W  <Z1>Z2 } -

Różniczkowa postać modelu po renumeracji w zapisie macierzowym

dz =(3h ,(t)/3t)dt+lp„ p ]3 03 31 32

au /3z1 3

3u /3z 2 3

3u /3z 3u /az 1 1  1 2

au /az au /az 
2 1 2 2J

dZ3
dz
dz
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= tflho3(t)/at)dt+[p3i p^l
dz
dzi
dz

3

Warunek M2=PlMz)=0 przyjmuje postać:

P k31 11 p k =0. 32 22
Rodzina zbiorow G|D nie zaleZy od gradientów liniowych z zało2enia praw 

sterowania û iẑ ). u2<z2), JeZell współczynniki modelu bezpośredniego

łącznie ze współczynnikami wzmocnień k^, k^ spełniają związek:

p k + p k =0.31 11 32 22

Przykład 3

N dowolne1
N = n

2

N » n+13
r = 1, CN2>r dla n>r)

H - <1.... n+1}, D = {n+1}.

Wymuszony model bezpośredni ma postaC:
n

z * h (t)+Pu=h (t)+ F p u .n+1 o,n+1 o, n+1 Ł *n+l,l 1
1 * 1

Prawa sterowania są liniowe z założenia o postaciach:

u = u (z ) = k z . 1»1,... ,n. i i i  u i
Zbiory pomlarow

zn “  <z , > 0 n+1

z^„' {z . ...,z }.H\D 1 n

Rozniczkowa postać modelu po renumeracji w zapisie macierzowym

dz »Oh (t)/at)dt+Pn+I o, n+1

du /dz1 n+1

du /dz n n+1

au /azi i ■ au /3z1 n

8u /dz ... 8u /dzn 1 n rH

dz

dz



Uwzględniając przyjętą strukturę informacyjną i założenie o liniowości praw 

sterowania warunek M2=PU2(z)=0 przyjmuje postaC:
n
y p k =o.

1 * 1

Zakładając dodatkowo ustalone prawo sterowania kii=k>0, i=l,...,n mo2na 

rozpatrywany warunek przekształcić do postaci:
n
E p =0-L n+1,1
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3. R ó ż n ic z k o w e  o g r a n ic z e n ia  f o r m a c y j n e

Niech H ={1 N }, H ={1,.. ., N }, H={1,...,N } będą horyzontamit i u 2 z 3
odpowiednio zmiennych niepewnych sterowań 1 pomiarów otrzymanymi w wyniku 

renumeracjl problemu pierwotnego (patrz rozdział 1, p.1). Symbolem D 

oznaczamy dowolny podzbiór zbioru H , zaś symbolem rodzinę zbiorów D . 

Niech model bezpośredni ma postaC: 

z =h(t,u).D

Odwzorowanie określa przyporządkowanie informacyjne (patrza z

rozdział 1, p.3). Załóżmy

r(i)=o.
co oznacza, Ze argumentami prawa sterowania o numerze i-tym są pomiary, 

których numery nale2ą do zbioru. DcĤ .

Rozpatrywane prawo sterowania ma zatem postaC: 

u =u (z ).i i D
Na to by-prawo sterowania

g,=g,(t) .teT
było mu równoważne, funkcja (t) powinna być stała dla teT|zD=Tn(CjzD), 

gdzie C|zd Jest zbiorem zgodnym z pomiarami zd (patrz p.1).

Powinien byc zatem spełniony następujący układ równan Pfaffa:

gjt dt =0 (23)

(h + h g )dt =0 (24)t 9 t
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Przypominając, 2e dim zD=r. możemy przeprowadzić następującą segmentację 

wektora t i macierzy g , h , h , g . Mamy:11 t 9 t
t' =it;.t']

g = i a g / a t  . . dg /a t  i sg/at . . . a g /at )=[b (t)lB (t)]1 t 1 1  l n  1 P + l I N  1 €.

h = t

ah /at ...ah /at1 1  l r

ah /at ...ah /atr 1 r r

ah /at ...ah /at1 r+1 I N

ah /at ...ah /atr r+1 r N

h =
i

ah /ag . . . ah /ag1 1 SN

ah /ag . . . ah /agr 1 r N

= F(t)

‘ agi /at . 1 •sgi /at ir agi /at .r+l . dg /dt  °1 N1

■ agN/at .i •agN/at !r agK/at .r+l •ag* >at„ .

=[G (t)iG(t)) 1 1 2

Rozpatrywany układ przy powyższych oznaczeniach przepisać można zatea 

w postaci:

B (t) dt + B (t) dt = 01 1 2 2

(H (t) + F(t) G (t))dt + (Hi i l

zapisie macierzowym

i B (t) B (t) ' dt
1 2 i

A (t) A2(t) dtL 2

(25)

(26)

0, (27)

gdzie

A](t)= !Ut) + F(t) C (t).

Az(t)= H2(t) * F(t) G2(t).

Zakładając nieosobliwosc dla każdego teT macierzy (t)+F(t)G^(t) i

eliminując z powyższego układu różniczkę dt , otrzymujemy:

(B2(t)-Bj(t)(Hi(t) + F(t) Gt(t)j-1 (H2(t) + F(t) G^t)) )dt2=0.



Uwzględniając, Ze powyższe równanie ma być spełnione dla każdego dt2,

otrzymujemy warunek:
B (t )-B (t)(H (t) + F(t) G (t) )”ł(H (t) + F(t) G (t))=0. (28)2 1 1  1 2  2
Warunek (28) nazywamy różniczkowym ograniczeniem informacyjnym 

odpowiadającym prawu sterowania g .

Z punktu widzenia syntezy praw sterowania g^t), ielĤ  podstawowa 

własnością powyższego układu jest niezależność i-tego ograniczenia (dotyczy 

ono prawa sterowania g^(t)) od pozostałych praw sterowania g^(t) 

lub ich gradientów 3g^(t)/3t, gdzie j*i, jcH . Niezależność, o której mowa, 

może byC badana bezpośrednio przez wypisanie i przekształcenia układów 

ograniczeń. Ilustrują to następujące przykłady.

Przykład 4

N =31
N =N =22 3

«={1,2,3}

M =IH ={1,2}u z

Model bezpośredni dla całego horyzontu ma postać:

z, = V  V

z2 =ti+ W  (a)
Prawa sterowania

u, “UjiZj). .Di=<l>,

U2 =U2(Z1’Z2) -D2= {1*2}- 

Bezpośrednie prawa sterowania mają postać:
gl W  W *

82 " S (tl,t2-'t3)-
Macierz układu (27) dla bezpośredniego prawa sterowania ĝma postać:
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B (t)-B (t)A~'A =02 i 12
przyjmuje postać:

[ ag]/atz ag,/at3 ] = 3g,/at, ( i o ].

Układ ograniczeń r02nlczkowych dla g, Jest zatem następujący:

Warunek (28)

ag /a t = ag /at °1 1 S1 2 
ag /at = o.3

Macierz układu (27) dla bezpośredniego prawa sterowania g2ma postać:

B,(t) Bz(t)ag /at ag /at 2 1 2 2 ag /at&2 3
1 1 TTi+ ag/ati ag, /atz i+ ag /ati

(28)

(t)-B,(t)A‘|(t)A2(t)=0,

A (t) A (t) 1 2

gdzie

A~j (t) = (ń(t) )"*
agi /at2 1

-i- ag/at

a(t) = ag,/at2 - u+ag,/at,) 

daje ograniczenie r02niczkowe o postaci:

ag ,/at - o g /at -ag /at-i)(i+ag /at )(-ag/at +ag/at )=o.<- J 1 2 1 1  1 3  2 1 2 2

Otrzymane ograniczenie Jest zaleZne od gradientu funkcji g, (t).

Podsumowując, w rozpatrywanym horyzoncie H funkcje g (t), g (t)
u i  2

powinny łącznie spełniać ograniczenia

ag, /at, - ag, /at2 - o 

ag, /at3 = o (b)
ag/at - O g  /at -ag /at -i)(i+ag /3t,)(-ag /at +ag /at )=o.* J 1 2 1 1  1 3  2 1 2 2



Łatwo zauważyć, że uwzględniając pierwsze dwa równania powyższego 

układu w równaniu trzecim otrzymujemy:
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agt /at, - ag, /atz = o 

ag, /at3 = o 

agz/at3-ag2/at,+ag2/at2 = o .
(c)

W układzie (c) ograniczenia dla funkcji g,(t), g/t) są Już wzajemnie

niezależne. Możliwość przekształcenia układu (b) do układu (c), oczywista w

rozpatrywanym przypadku, ogólnie jest konsekwencją zawierającej się

struktury informacyjnej. Aby pokazać to w ramach przykładu, przyjmijmy

prawa sterowania w postaci:

u, =u, (z,) ,D,={1 )

u =u (z ) ,B ={2},2 2 2 2
tworzące wraz z modelem bezpośrednim (a) nieklasyczną strukturę 

informacyjną.

Macierz układu (27) dla g,(t) nie ulega zmianie, a wynikające z niej 

ograniczenia różniczkowe maja postać:

ag, /at, - ag, /atz =o 

ag, /at3 = o .

Macierz układu (27) dla g/t) ma obecnie postać:

ag /at 2 1 agz /atz ag /at 12 3 B/t) Bz-(t)

i+ ag /ati i ag, /atz i+ ag,/at, A/t) Az(t)

Warunek

B (t)—B (t)A (t)A (t)=0 2 1 1 2

po podstawieniu odpowiednich macierzy daje następujący układ ograniczeń dla 

funkcji gz:
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9g2/at2 = » V 8V (1+ aZ / dt1'l~1<~dZ / etz'> 
ag /at = (ag /a t )(i+ ag/at )_1(i+ ag,/atj.6 J ń 1 1 1  1 J

Uwzględniając, Ze 3g,/3t3=0 układ powy2szy można przekształcić do postaci:

ag /at = Og /at )(i+ ag /at / ’(ag /at )2 2 2 1 1 1 1 2
ag /at = (ag /at )(i+ ag /at r 1.2 3 2 1 1 1

Podstawiając w pierwszym równaniu (3g/at,) (l+ag,/3t, )_1=ag/at3 oraz

mnożąc drugie równanie obustronnie przez (l+3g,/3t,) otrzymujemy układ:

(ag2/at2)/(ag2/at3)=agi/at2

(ag2/at3)/(ag2/ati)=(i+agi/ati ).

Odejmując od drugiego równania pierwsze i wykorzystując Sg/at/Sg/St, 

mamy:

(ag2/a t2) / (ag/a t3)=ag, /a 12 

(ag /a t )/(eg/at ) - (ag /a t j  / (ag/at ) = i.* <3 ¿ 1  2 2  2 3

Podsumowując rozpatrywany przypadek, funkcje gj(t), g/t) powinny 

łącznie spełniać ograniczenia różniczkowe postaci:

ag /at - ag /at =o1 1  1 2
ag /at = o

1 3 (d)
(ag/at.,) / (ag/at3 )=ag, /at 

(ag /at )/ (ag/at,)-(ag /at )/(ag/at,) =i,2 J 2 1  2 2  2 3

gdzie jedno z'ograniczeil na funkcje g/t) zależy od funkcji ag/at,.

Przykład 5 

N =2i
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«={1,2}

H =H ={1,2}.u z
Model bezpośredni dla całego horyzontu IH ma postaC:

Z1 =t!
Z =t +t +u . 2 1 2  1

Prawa sterowania

(a)

^  =ui(zi) ,D1={1}

u =u (z ) ,D ={2}. 2 2 2 2

Bezpośrednie prawa sterowania mają postać:

gi

g2

Macierz układu (27) dla bezpośredniego prawa sterowania g^a postać:

agi /sti ! ag /at 1 2 B^t) B2(t)

i ! 0 A A 1 2

Warunek
B2(t)-Bi(t)A'i1A2=0

przyjmuje postać:

l/ at2 = °‘

Macierz układu (27) dla bezpośredniego prawa sterowania g2 ma postać:
ag2 / a t t | ag /a t  2 2 Bt (t) Ba(t)

1+ agl / a t i I i+ 3g /a ti zJ
At (t) A2(t)

Warunek
B2(t)-B i (t)A~J(t)A2(t)=0



po podstawieniu odpowiednich macierzy daje ograniczenie różniczkowe w 

postaci:

ag /a t,  -  ag /a t  (i+  ag /a t  ) "1 (1+ ag ,/a t )=o.C b ó 1 1 b

Uwzględniając ag^/at^O i mnożąc obustronnie przez -(i+ag^/at^ 

otrzymujemy:

ag /a t -  ag /a t (i+  ag /a t  )=o2 1 2 2 cł 1
lub:

(a g ^ a t j )/  (ag2/a t2)-i=agi/ati.

Łącznie układ ograniczeń różniczkowych dla funkcji gjit), t) ma 

postaC:

’ agj/at2 = 0
(b)

(ag2/atł)/(ag2/at2)-i= ag^at^

Drugie z ograniczeń tego układu jest zależne zarówno od funkcji dg^at^ 

3g2/at2 , Jak również od funkcji dg^dt^.

Ogólne warunki wzajemnej niezależności ograniczeń informacyjnych 

podaje następujące

Twierdzenie 4. Niech y bedzie przyporządkowaniem informacyjnym, zaś

 Njh Hu={l,.. . , N2>, H^={1.... N31, będą horyzontami odpowiednio

zmiennych niepewnych, sterowań i pomiarów.

Jeżeli dla każdego ieHU
i) y(i)=D c H ,i z
ii) rodzina t?|0 Jest niezależna od praw sterowania g (t), jeH oraz ich1 J u
gradientów 3g /at, jeH ,

J u

to dla każdego ieH^ ograniczenie informacyjne dla i-tego bezpośredniego 

prawa sterowania zależy od Jego gradientu 1 ma postać

B2i(t)"Bn (t)H’n (t)H2i(t)=0-

gdzie
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b (t)=[ag/at ...ag/at ]11 1 1  1 r ̂

B2iU)=lć,z/atr^...a8/St^] 

r ah /at ...ah /at
\ 1 \ ri

ah /at ...ah /atr 1 r r

ah /at ...ah /at
\  V 1 \  ",

ah /at ...ah /atr r +1 r N1 1

Dowód. Jeżeli rodzina ^ | j e s t  niezależna od praw sterowania g^it). jeH 

oraz ich gradientów dg^/dt, jeĤ , to określający ją układ równah Pfaffa ma 

postać (patrz Def.2): 

h (t) dt=0

lub w bardziej szczegółowym zapisie, segmentacji wektora t do postaci 

t'-lt;t'l, gdzie dimt =r , di*t “i^-r oraz macierzy h^(t) pochodnych 

cząstkowych do postaci h (t)=[H (t)jH2ł (t)] (patrz (27)) rozpatrywany 

układ równan przybiera postać:

H (t)dt + H (t)dt =0. u 1 21 2

Dopisując do powyższego układu równanie

B„ (t)dV  B2i(t)dV ° -

gdzie Bi((t), B^tt) są określone jak w tekście Tw. 4, a następnie 

eliminując różniczkę dt] otrzymujemy ograniczenie informacyjne dla g^Ł). 

Ponieważ macierze B^tt), zależą jedynie od dg^/dt, zaś macierze

H^tt), H2j(t) zależą tylko od t, rozpatrywane ograniczenie informacyjne 

dla funkcji g((t) zależy jedynie od ag^at.
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V t ) =



Wniosek 3. Jeżeli dla każdego leH model bezpośredni ma postaC:

z =H t+Pu 
d i t

i przyporządkowanie informacyjne y(i)=5)i lelĤ  tworzy wraz z nim zawierającą 

sie strukturę informacyjną, to dla każdego ieHu ograniczenie informacyjne 

dla funkcji g;(t) stanowi układ liniowych równań różniczkowych cząstkowych 

rzędu pierwszego o stałych współczynnikach.

Dowód. Ha podstawie Tw.2 rodzina ę|D( jest niezależna od praw sterowania 

gj(t), jeH^ oraz ich gradientów Sg^/at, JeĤ , co pozwala na zastosowanie 

Tw. 3. 1 wynikającej z niego postaci ograniczenia informacyjnego, w którym 

macierz Hł=[Hji (t) j (t)) Jest stała.

Wniosek 3 wyjaśnia również wynik uzyskany w Przykładzie 4 dla przypad­

ku zawierającej się struktury Informacyjnej.
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Ro z d z ia ł  3

ZBIORY INFORMACYJNE TYPU S

Zbiory informacyjne typu S są zorientowane alternatywnie na przypadklt 

v których model układu dynamicznego podlegającego sterowaniu wyrażony jest 

w konwencji zmiennych stanu lub postaci modelu bezpośredniego, zaS zbiór T

nie posiada symetrii środkowej warunkującej operowanie rzutami ortogonalnymi

zbiorów informacyJnych.

Ogólnie zbiór Informacyjny typu S jest obrazem zbioru I przez 

odwzorowanie zależne od praw sterowania. W przypadku szczególnym dla modelu 

liniowego niezmiennikiem tego odwzorowania Jest objętość elementu 

różniczkowego.

Dla zbiorów informacyjnych typu S proponuje się parametryzację 

odpowiadającą zbiorom wielościennym i pokazuje jak stosując podział 

symplicjalny wyrazie Środek ciężkości zbioru wielościennego w postaci 

analitycznej funkcji wierzchołków zbioru.

1. Definicje i p o d s t a w o w e  własności

Jako modele w przestrzeni stanu wyróżnia się niesterowany (swobodny) 

układ dynamiczny o postaci: 

x = Ax +w :xo, k+1 o, k k 1 m

z , =* Cx +v,o,k o,k k
oraz sterowany (wymuszony) układ dynamiczny o postaci:



gdzie w obydwu przypadkach: x , x , w eRn, u eR°\ z , z , v eRp,o, k+1 k k  k O p k k k

AeR0*", B eR1““, C eRpxn oraz istnieje A-1.

Odpowiednie modele bezpośrednie mają postacie:

(3)

k .. k , k-1,z =H s +v +p (z ),p k * (4)

gdzie w obydwu przypadkach kelH, v((eRp, zas grupa zmiennych sk określona 

Jest przez następujący podział wektora t=(sk,vk), skąd sk€Rd~kp, d=n+nN+pN,
H 6Rkpx(<ł'kp)
p

Rozróżnienia na swobodny i wymuszony model dynamiczny są istotne dla 

liniowego i stacjonarnego układu dynamicznego. Pomiędzy zbiorami imforma- 

cyjnymi odpowiadającymi wyróżnionym przypadkom zachodzą wtedy proste zależ­

ności typu translacji (patrz p.2).

Szczegółową strukturę rodziny zbiorów typu S przedstawia rys.l.

kz

S

S

Vok V n
kz

P
ok

Rys.l. Struktura rodziny zbiorów informacyjnych typu S 

Fig.1. Structure of the family of the information sets of type S
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Definicja 1 .Określone dla każdego kelH wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie

u : Rd->Rd, d=n+nN+pN, przyporządkowujące każdemu punktowi (s ,vk)eRd punkt ok k
(s ,zk)sRd, gdzie s =(x ,wN, vH/k), w przypadku modelu (1) lub t=(s , v^) dlalc k l  K
modelu (3) nazywamy swobodnym odwzorowaniem informacyjnym. Odwzorowanie 

p przekształca dany zbiór TcRd w zbiór:

S =ft CF)=C(s ,zk): (s ,zk)=u (s ,vk)|(s ,vk)eT}cRd. ok ok k o  k o ok k ' k

Zbiór S nazywamy zbiorem informacyjnym odpowiadającym zbiorowi T zgodnieok
z odwzorowaniem u .ok
Twierdzenie 1. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (1) lub (3), to dla 

każdego keW:

1) odwzorowanie jest liniowe i ma postać:

= p (s , v ) =ok k
1 0 sk
H 1 kVp .

gdzie:

-dla modelu (3) macierz H jest dana bezpośrednio, s wynika natomiast zp k
podziału't=(sk> v ),

N N MMr-dla modelu Cl) s =(x ,w ,v ) zas macierz H określona jest następująco k l p

P P41 42

gdzie:

P = 41
CA

k wierszy macierzowych,

P = 42

CAk‘2 ... C O . . .  O

k kolumn N-k kolumn
macierzowych macierzowych
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ii) odzworowanie odwrotne ji" ma postać:ok

-1 , k.P (s ,Z ) ok ok o

■ 1 0 * sk

H 1 kZr o

gdzie H =-H .r P
Dowód. Dla modelu (3) postać odwzorowania p uzyskujemy dopisując di------ ok
równan tego modelu tożsamość s^s^. Prawdziwość twierdzenia dla modelu (1) 

wynika natomiast z zaleZnoSci:

»”1
.k-1 V  . k-l-i = A X + ) A w k 1 1

J-l

z =C oj AJ-‘xi + £  AJ-1‘,wi
1=1

+v , 
i

J=l,... ,k

zapisanych w postaci macierzowej. Te same zależności rozwikłane względem 

1 ciągu zmiennych vk dają postać odwzorowania odwrotnego.

Twierdzenie 2. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (1) lub (3), to dla 

każdego keH zachodzi:

|det J |=1,
ok

gdzie J =a
ok

/a jest macierzą Jacobiego odwzorowania p .ok

Dowód. Macierz Jacobiego odwzorowania p Jest tożsama z macierzą (Tw. 1)ok
określającą to odwzorowanie. Wyznacznik tej macierzy jest równy jedności. 

Wniosek 1. Niech dts^.z^), d(sk>vk) będą odpowiadającymi sobie zgodnie z 

odwzorowaniem p^ objetoSciami elementów różniczkowych zbiorów Ŝ , T. Dla 

każdego keH zachodzi:

d(s , zk) = d(s , vk).k o  k



Słownie oznacza to ,Ze objętość elementu różniczkowego jest niezmien­

nikiem odwzorowania p , .ok

Definicja 2. Określone dla każdego kelH wzajemnie Jednoznaczne odwzorowanie 

jyRd->Rd, d=n+nN+pN, przyporządkowujące każdemu punktowi (ŝ , vk)eTcRd
k d N H\kpunkt (sk>z )eR , gdzie sk=(xk>w ,v ) w przypadku modelu (2) lub wynika z

Vpodziału t=(sk,v ), w przypadku modelu (4) nazywamy wymuszonym odwzorowa­

niem Informacyjnym. Odwzorowanie pk zależy od praw sterowania u((z'), 

1=1 k-1 i przekształca dany zbiór TcRd w:

S = p (T)=i(s , zk): (s ,zk)= p (s ,vk)I(s ,vk)e¥lcRd k k I k k k k 1 k I

Twierdzenie 3. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (2) lub (4) 1 dane są

prawa sterowania u ^ z 1), 1=1,...,k-1 to dla każdego kelH odwzorowanie pk

określone jest niejawnie postacią:
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sk sk ' 0

kZ
kZ0

+ , k-1 * P4(z )

k kgdzie (s ,z )=u (s ,v ) orazk o  ok k

P4(z )

0
CBu (z1)1

k-1

C Ak~1"lBuj (z1)

Dowód. Niejawną postać odwzorowania p . wyrażoną przez parametry modelu (4)ok

otrzymujemy uzupełniając równania tego modelu tożsamością sk=sk- W przypad-

ku modelu (2), wykorzystując zależność:

k-1

^  Ak”1”lBui (zł )X = X + k Ok

oraz-zależność:

z = z + J oj

J-i

C ^  AJ-l_lBui(zł

dla j=2 k, otrzymujemy po uporządkowaniu do blokowego zapisu wektorowe­

go tezę twierdzenia.
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Uwaga. Uzyskanie jawnej postaci odwzorowania pfc wymaga rozwikłania zaleź- 

noSci z Tw.3 względem z , co Jest możliwe w pewnych przypadkach. Jednego z 

nich dotyczy następujące

Twierdzenie 4. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (2) łub (4) i funkcje 

uk=uk(zk), kelH są liniowe, to odwzorowanie p^ jest liniowe o postaci:

sk
s

kZ

1 0

L L 
21 22

gdzie:

21 p L22

21

M . . . M 0ki k,k-l

Macierz H^okreSlona Jest Jak w Tw. 1 dla modelu (2) lub dana jako parametr 

modelu (4).

Dowód. Przy założeniu liniowych funkcji u(zk), kelH, składnik p.(zk"!)4
przedstawić można kolejno w postaciach:

f k~*\P4(z )

o
CBu (z1)1
.* k-1

C Ak-1-lBui(z*}
1 = 1

, k-1» P4(z ) = 21

li . . .  M 0kl k * k-1

= M Z



Twierdzenie 5. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (2) i funkcje uk=uk(z ), 

keH sa liniowe, to zbiór jest wzajemnie jednoznacznym liniowym odwzoro­

waniem zbioru S . Wszystkie wartości własne tego odwzorowania wynoszą 1.ok

Dowód. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (2) i prawa sterowania są liniowe 

to na podstawie Tw.3 (patrz również dowód Tw.3) mamy:

0  (1 -M)

sk
kZo

gdzie macierz M określona Jest Jak w Tw.3. Stad wszystkie wartości własne 

macierzy powyższego odwzorowania sa równe 1.

Twierdzenie 6. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (2), to dla każdego ketł i 

dowolnych funkcji u.(z1), i=l,...,k-l zachodzi:

=1.|det J |=|det J |
k ot

gdzie J  =a
**k

S sk
/ d

k
k kz V

jest macierzą Jacobiego odwzorowania

Powód. Odwzorowanie określone jest niejawnie (por.Tw.3) postacią:

sk 'i 0 * sk ' 0
kZ H 1p kV

+ P4(Z )

Stąd

Pt(z }

Macierz i funkcja wektorowa p^Cz*”1) są określone Jak w Tw. 1, Tw.3.
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-H i+3p4 (zk_1)/azk

Dla założonej struktury informacyjnej praw sterowania u^Cz ), i=l,...,k-l

mamy:

3p4 (zk_1)/azk =
tw

Stąd det J -i=det J =1, co kończy dowód.
k̂

k kWniosek 2. Niech dts^.z ), dCs^.y ) będą odpowiadającymi sobie według

odwzorowania p̂  objętoSciami elementów r02nlczkowych zbiorów Ŝ , T. Dla

każdego kelH dla dowolnych funkcji u^z1), 1=1,...,k-1 zachodzi

d(s ,zk) = d(s t,zk) = d(s ,vk).k ok o k

Słownie oznacza to, że objętość elementu różniczkowego jest niezmien­

nikiem odwzorowania p̂ . Wybór praw sterowania nie wpływa na objętość zbioru 

będącego obrazem zbioru T przez odwzorowanie p̂ .

Definicja 3. Niech dla każdego kelH będzie określone jednoznaczne odwzorowa­

nie i) :Rd->Rd, d=n+nN+pN, przyporządkowujące punktowi (s , z ,zk_1)eS cRdok k ok o ok

punkt (s ,v ,zk MeS cRd. Odwzorowanie i) przekształca dany zbiór S  w:k k o ok-l ok J Ok

S o k - . -  W  =  i i s  k r zk 1 ) :  ( s  k i , z k  1)=1} k ( s  v . z k )| Cs , z k ) e  Solc- 1 ok ok  ̂ k-1 o k-1 o ok k o 1 k o  o }■

Twierdzenie 7. Jeżeli układ dynamiczny ma postaC (1) lub (3) to dla każdego 

k e H odwzorowanie tj jest liniowe i ma postać :ok

k
k-1

-H 1Pk

sk
2ok
k-11 ZL o J

Odwzorowanie odwrotne rf ma postać:
ok
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sk
Z re
ok
k-1Zo J

H v 1 pk
k-1

gdzie H jest k-tym wierszem blokowym macierzy H z modelu (3). Wpk p
przypadku modelu (1):

pk [ P P O ]41k 42k

P« k  = 1 C 1

42k [ C Ak_2 ... C 0 ... O ] .
k-1 bloków H-k-1 blok

Dowód. Wykorzystując równanie wyjścia wyrażamy z przez x oraz wk_l 1 v ,------ ok 1 k

co prowadzi do określenia tj"1 dla przypadku modelu o postaci (1). Podobnieok

dla otrzymania postaci odwzorowania 7)̂  wyrażamy przez x , wk l i z . W 

przypadku modelu (3) postacie odwzorowań i) .tj“1 wynikają bezpośrednio zok ok

aodelu (3) rozpisanego z dokładnością do "blokowych" wierszy

Twierdzenie 8. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (1) lub (3), to dla

każdego keH zachodzi:

ldetJ. *1.

gdzie J  = a
s sok-1

/a
ok

k-1 kZ Zo o

jest macierzą Jacobiego odwzorowania tj .ok

Dowód. Macierz Jacobiego odwzorowania tj jest
O K

równa macierzy

reprezentującej to odwzorowanie (Tw.7). Jej wyznacznik jest równy 1.

Wniosek 3. Pomiędzy objętościaunl odpowiadających sobie według odwzorowania 

’’ok ele®entów różniczkowych zbiorów S , S ̂_ zachodzi zwlązek:ok-l

d(s ,zk ł)=d(s ,zk).ok-1 o ok o

Podobnie pomiędzy objętośclami elementów różniczkowych zbiorów warunkowych

ok-l zk l, S lzk~1 (p.2. Def.5) zachodzi związek:o ok1 o

ds =ds dz .ok-1 ok ok



Definicja 4. Niech dla każdego keW bodzie określone wzajemnie jednoznaczne

odwzorowanie T?:Rd->Rd, d = n+nN+pN, zależne od praw sterowania u (z1), k 1
1 = 1 k-l, przyporządkowujące punktowi (s^.z^.z* 1) e S^c Rd punkt

(s , v ,z1-1) € S c Rd. Odwzorowanie i) przekształca dany zbiór S w:k k k“l k k

Sk-l=\ (Sk)4 (%-l’zkl):iS«‘-l'zk’1)=7,k(Sk’zk)l(Slc*zlC)6Sk}-

Twierdzenie 8. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (2) lub (4) i dane Si 

prawa sterowania u^z1), i = l,...,k-l, to dla każdego keH odwzorowanie^ 

określone jest niejawnie postacią:
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sk

V =
k
k-lZ

-H 1Pk

S ■ 0k

Z + , k-l *
P.. (z )k 4k

k-lZ 0

gdzie macierz H , określona jest jak w Tw. 7, zas funkcja wektorów
pk

p (z*"1) Jak w Tw.3.4k

Dowod. Postać odwzorowania ił odpowiadająca modelowi (2) wynika :
k—1 ^zależności v =z -Cx , w której x. wyrażamy przez x , w , u (z )>k k k K 1 1

l=l,...,k-l. To samo odwzorowanie dla modelu (4) uzyskujemy wyznaczający

z k-tego wiersza “blokowego" układu stanowiącego ten model.

Twierdzenie 10- Jeżeli układ dynamiczny ma postać (2) lub (4), to dla 

każdego ke!H i dla dowolnej funkcji u^lz*’1) zachodzi:

|detj |=|detj |=1,

gdzie: =3
S sk-l k

/a
k-l kZ Z

jest macierzą Jacobiego odwzorowania i}̂.
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Dowód. Macierz ma postać: 
\

J.
\

-H i -3p /a z11'1pk *4k

0 0 1

stąd jej wyznacznik jest równy 1.

Wniosek 4. Pomiędzy objętośclarai odpowiadających sobie według odwzorowania

i) elementów różniczkowych zbiorów zachodzi związek:

d(s ,zk_1)=d(s ,zk).k-l k

Podobnie pomiędzy obJetoSciami elementów różniczkowych zbiorów warunkowych 

Sk|zk_l, Sk|zk_1 (p.2. Def.5) zachodzi związek:

ds =d(s ,z ) k-l k k

2. Zbiory w a r u n k o w e  i r z u t y

Definicja 5. Niech dla każdego keH będzie dany zbiór S . o elementach' ok
k k k k(s .z ). Dla ustalonego z zbiór S lz={(s ): (s ,z )eS > nazywamyok O o ok1 o ok ok o ok

zbiorem warunkowym zbioru S przy warunku z .ok o

Zbiór S |zk można Interpretować geometrycznie jako rzut ortogonalnyok o

na przestrzeń zmiennych s “przekroju" danego zbioru S hiperpłaszczyznąok ok
/ k k(w przestrzeni zmiennych (s , z )) z =const.ok o o

Definicja 6. Niech dla każdego keH będzie dauiy zbiór S o elementach------ • ok

ls ,z ). Zbiór P =ti (S )={(z ): (s ,z )eS } nazywamy rzutem ortogonal-o* o ok zk ok o ok o ok

nym zbioru S na przestrzeń zmiennych zk. Zbiór Z |zk’1={z : (z ,zk *)ok o ok1 o ok ok o

nazywamy warunkowym zbiorem obserwacji z  ̂dla danego ciągu obserwa­

cji zk"ł.O
Pomijając w Def.5, 5 indeks "o" otrzymujemy definicje zbiorów: Sk|zk,



Twierdzenie 11. JeZeli układ dynamiczny ma postacie (1), (2) lub (3), (4), 

to pomiędzy zbiorami S Iz*, S I z* .zachodzi związek:ok 1 o k '
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k k k-1 k—1gdzie z =z -p (z ), funkcja wektorowa p (z ) jest określona jak w Tw.3.o 4 4

Dowod. Dla każdego keH odwzorowanie (Def.2) określone jest niejawnie 

postacią:

sk =
Sk

+
’ 0

k2 kZ L 0
, k-1 xp (z )4 -*

Zbiór warunkowy Sjz* można wyznaczyć ustalając wartość z* już w powyższyn
k k-1wyrażeniu. Ponieważ przy ustalonym z również ustalone jest z , to

k—1p (z ) jest wektorem liczbowym, co prowadzi do słuszności tezy. Zauważmy,4

i k\l2e w opisany sposOb nie można wyznaczyć zbioru Sk|z gdzie lslsk przy
k-1niezmienionej definicji zbioru i funkcji wektorowej P4(z ). Wynika to

k\l k-1stąd, że przy ustalonym z dla lslsk nie jest ustalone z

Właściwość warunkowych zbiorów informacyjnych wymieniona w Tw.11 Jest 

jedną z podstawowych decydujących o możliwości analitycznego rozwiązania 

problemu syntezy praw sterowania. Powoduje ona niezależność "reszt” od 

wcześniejszych sterowań.

Twierdzenie 12. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (1), (2) lub (3), (4), to 

pomiędzy zbiorami Z Iz* l, Z Iz*"1 zachodzi związek:ok1 o k1

gdzie
k-1

P4k(z*"ł) = C £  Ak"l‘łB u ^ z 1}.
k =1

Dowod. Dla każdego keH przy ustalonym z*'1, p^Cz*"1) jest wektorea 

liczbowym i bezpośrednio z równania obserwacji z =z +p (z*1).k ok 4k
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3. Pr z y k ł a d y

Przykład 1

Przykład Ilustruje postać zbioru T, odwzorowanie informacyjne p^ oraz 

określony przez nie zbiór informacyjny SA wraz z odpowiadającym mu zbioremo 2

warunkowym S^2|z . Środek ciężkości zbioru warunkowego ^ 2\z 2 wyznaczany

jest bezpośrednio z definicji przez całkowanie.

Model sterowanego układu ma postać:

X =x + w ; x =x o, k+l ok k 1 ol

z =x + Vok ok k

gdzie keH=-{l12>, x , w ,z ,v eR.ok k ok k

Zbiór T = {(x ,w ,v )}cR jest prostopadłościanem określonym przez 

następujący układ nierówności:

-0. 5 s x s 0.5 ,l
-0. 5 s w s 0. 5 ,1
-1 s V s 1 .2

Odwzorowanie pA określone Jest zależnością: o2

X1
w1
zL o2 J

Odwzorowanie (pA ) 1 ma postać:o 2

X1
w =1
V2 J -i -i

X1
w1
zL o2

Zbiór SA =pA (T) określony Jest następującym układem nierówności wo 2 o 2

zapisie macierzowym:
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' 0.5 '
0.5 <

1 -1

‘ X ' 0.51
w 3 0.51
z „ 1o2

Dla określenia zależności środka ciężkości zbioru warunkowego SA

od
o2’ o!

z rozpatrzymy wymienione dalej przypadki szczególne. Dodatkowo, zeo2
względu na "symetrię", zależność środka ciężkości zbioru warunkowego

SA Iz od z określać będziemy jedynie dla z a 0. o21 o2 o2 o2

Przypadek a

W przypadku tym wartości obserwacji z^ spełniają warunek 

lsz s2o2

Zbiór 

rys.2.

S 2|zz odpowiadający temu przypadkowi przedstawiony jest na

(zo2-1.5,O.S) y (0.5, o.s)

Rys.2. Postać zbioru SA Iz w przypadku a o 2 o2
Fig.2. Form of the set SA Iz in the case a

Bezpośrednio z definicji środka ciężkości mamy:

v o.s o.s 0 . 5xt= X ( X xjdxi ) dwt= X \ Xj
z -1.5 z -1-H z -l.so2 e2 1 o2

dw =
z -1-w

02 1

\



Pole rozpatrywanego trójkąta wynosi:

P x = i (-z +2)2,TffS 2 o2

stąd ostatecznie

* v i łX = X / P , = - (z -1 1 Tl 3 02 2

Ze względu na kształt zbioru Iz mamy:
O 2 02

* v i iw = w / P , = - (z - -1.1 1 3 02 2

Przypadek b
U przypadku tym wartości obserwacji zq2 spełniają warunek

Osz sl.02

Zauważmy, Ze rozpatrywany obecnie przypadek sprowadzić można do 

przypadku a) podstawiając w wyprowadzonych tam wzorach w miejsce zmiennej 

z wyrażenie 2-z . OtrzymujemyOc o2

X = i z2 (-z +2).
1 6 o2 o2 2

Pole powierzchni rozpatrywanego pięciokąta wynosi:



stąd ostatecznie:

x = - z2 (-z +2)\(i-i z2 ).1 6 o2 o2 2 2 o2

Podobnie jak w przypadku a) ze względu na kształt zbioru S Iz nauyo 2 o2

1 2 /  3«. H  1 2%W = - Z (“Z -<— )\ (1 —— Z ).1 6 o2 o2 2 2 o2

Ostatecznie, otrzymana zależność Środka ciężkości zbioru S Iz o!o 2 1 o2

wartości z (łącznie przypadki a), b)) ma postać przedstawioną na rys.3. o2

Dla lsz s2 zależność ta jest liniowa, dla Osz sl nieliniowa wypukła.o2 oż

Rys.3. Zależność Środka ciężkości zbioru SA Iz od wartości zo2 ' oż o2

Fig. 3. The dependence of gravity center of the set Sń |z from zo 2 1 o2 o2

Przykład 2

Przykład ilustruje kolejno postaC zbioru T, postacie odwzorovar 

informacyjnych M01.MQ2 oraz określone przez te odwzorowania zbiory ŜS.

oraz zbiory warunkowe S |z , S | (z ,z ) i ich Środki ciężkości jato1 1 01 2‘ 01 o2
funkcje pomiarów. Środki ciężkości wyznaczane są na podstawie Dodatku p.4. 

Swobodny model sterowanego układu ma postać:
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gdzie keH={l,2}, *ok- V Zok’V R-

Zbiór T = {(xł, , v^)}cR4 jest wielościanem (przypadek szczególny 

kompleksu komórkowego) określonym przez następujący układ nierówności:

-0.5 s x^s 0. 5 
-0.5 a w^s 0. 5

-1 s vj3 1
-1 3  V  3  1 .2

Ten sam układ w zapisie macierzowym ma postać:

' 0.5 ’
0.5
1
1

0.5
0.5
1
1

Odwzorowanie p odpowiednio do Def.1 ma postać:

’ X * 1 X 1i 1
w 1 w1 1
V 1 V2 2
Z 1 1 VOl L 1 J

Odwzorowanie p odpowiednio do Tw. 1 ma postać:

X •1 X1 1
w 1 w1 1
V 1 V2 2
V -1 1 Z1 ol ■

Zbiór S =p (T) określony jest następującym układem nierówności wol ol
zapisie macierzowym:
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■ 0. 5 '
0.5
1 3

1 -1

0.5
0.5
1
1

Zbiór warunkowy S Iz =ir (S przy ustalonej wartości z ]ol 1 ol S ol olol
przedstawiony Jest na rys.4.

x =-l+zi 01

w* i

X =l+z 1 01

Rys.4. Przekrój zbioru Sj(zoi=0) płaszczyzną v2=0

Fig.4. Intersection of the set S I(z =0) by v =0i1 01 7 2

Zależność środka ciężkości zbioru S Iz od wartości z ma postać:i1 01 oi ^

gdzie

wAi

( 0.5+z )/2 01
■ (-0.5+z )/201

dla -3/2 s z :£ -1/201
dla 1/2 ̂ z ^ 3/201
dla -1/2 s z s 1/201

dla -3/2 ^ z ^ 3/201
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Rys.5. Wykres zależności środka ciężkości x od obserwacli z
01 J  Ol

Fig.5. Plot of the center gravity x dependence on measurement z01 ol

Odwzorowanie odpowiednio do Def. 1 określone Jest zależnością:

* X1
w1
Z01
2o2 J

1 1 
1 1 1 v

2

Odwzorowanie ma postaC:

-1 ’ X. 1
1 W 1

-1 1 z01tHvH1tH1 zL 02 J

Zbiór Sa=Po2(T) określony jest następującym układem nierówności w 

zapisie macierzowym:
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' 0.5 '
0.5

■s1
1

-1 1 
-1 -1 1

X ' 0.51
w 0.51
z < 101
z _ 1o2 J

Rys.6. Zbiór S2|(zoj=0, zo2=0)

Fig. 6. Set S I (z =0, z =0)° 21 01 02

Wyznaczenie zależności środka ciężkości zbioru S I (z ,z ) od21 01 02
obserwacji (z01-z02) wymaga rozpatrzenia przypadków a, b, c. d określonych 

na rys. 7. W każdym z wyróżnionych przypadków środek ciężkości może byC 

wyznaczony z definicji przez bezpośrednie całkowanie (porównaj przykład 1 

przypadki a), b) ) lub na podstawie Tw.D. 4. z Dodatku p. 4. Dodatkowo ze 

względu na symetrie wystarczy wyróżnione przypadki rozpatrywać jedynie dla



- 85 -

02

Rys. 7. Przypadki wyróżnione ze względu na wyznaczanie środka ciężkości

zbioru S I(z , z ) z i 01 02
Fig.7. Cases distinguished for determination of the gravity center

of the set S I (z , z )
2 ' 01 02

Przypadek a

W przypadku tym wartości obserwacji z01>z02 spełniają warunki:

z a z -  0 .5  
01 02

1 s  z s  2  .01

Środek ciężkości zbioru S I (z ,z ) zależy jedynie od wartości z , tj.21 01 02 02
‘aktywne’1 są jedynie ograniczenia zawierające zmienną zq2. Zbiór 

SJ (z z02) odpowiadający rozpatrywanemu przypadkowi przedstawiony jest na 

rys. 8 jako trójkąt i?y6.

(z -l.S.O.S) 
02

Rys. 8. Postać zbioru S2I ̂ z01> z02  ̂w PrzyPa<ilcu a-

Fig.8. Form of the set S I (z ,z ) in the case a
2 ' 01 02
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Bezpośrednio z definicji środka ciężkości sympleksu mamy:

0.5
z -1.5 02

z -1.5 
02

0.5
0.5
0.5

z -0. 5 
02
z -0.5 
02

Środek ciężkości trójkąta ijy6 Jest liniową funkcją wartości z . 

Przypadek b

W przypadku tym wartości obserwacji 2 , z spełniają warunki:

0 s z a  0 01
0 s z s 1. 

02

Środek ciężkości zbioru Si (z_ ,z 1 zależy jedynie od wartości z , tj.21 01 02 ' 02
“aktywne" są jedynie ograniczenia zawierające zmienną z . Zbiór02
| (zqi , z ) odpowiadający rozpatrywanemu przypadkowi przedstawiony jest n 

rys.9 Jako pięciokąt ^ęypp.

(-0.5,0.5) ? 0.5 7

(-0.5,* -0.5) t/S 0.5

(-0.5,-0.5) (f>
(z -O.S,-O.S 02

\
-0.5 Pp (0.5,-0.S>

Rys. 9. Postać zbioru S I (z , z ) w przypadku b 21 01 02
Fig.9. Form of the set Si (z ,z ) in the case b21 01 02

W celu wyznaczenia środka ciężkości pięciokąta fórpp wyznaczały

kolejno środki ciężkości i pola powierzchni odpowiednio czworokąta iCiPi

trójkąta oraz dodatkowo pole powierzchni pięciokąta ^ęypp. Mamy kolejno: 
0

“<Krp~
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P*€rp U

*W  3 (
-0.5 ‘ '-0. 5 z -0.5 I ' 1 '
-0.5 + z -0.5 02

+ 02
-0.5 )= \ (z -1.5) 3 02 1

W n  2 02- (z -0.5-(-0.5)) = r z2 1 2- Z  , 2 02

P = P  - P  = 1- 1 z2
<Kirpp <terp <N>p z 02

Ostatecznie otrzymujemy:

= (P P., b., )/P,
z (z -1.5) 1 02 02

0€tpp ^r p  0€rp H>p <Krpp 3 z2 _ j
02

W rozpatrywanym przypadku środek ciężkości jest nieliniową funkcją

obserwacji zq2- Łatwo sprawdzić, Ze zachodzi własność:

(d b c /d z )| =0.
ifięrpp 02 1 zQ2=o

Przypadek c

W przypadku tym wartości obserwacji z0l>z02 spełniają warunki

0 S z s 1 
02

0.5s z s 1.5 
01

- (z - l .s .o .s )  (3 02
(z —1,z -z ) a

01 02 01

(0.5,0.5)

X (z +0.5,0.5) 
02
r <0.5,0.5)

(0.5,z +0.5) 
02

p (0.5,-0.5)
H <0.5,Zo;fl.S>

Rys. 10. Postać zbioru s2|(z01>z02) w przypadku c

Fig. 10. Form of the set S I (z ,z ) in the case c21 01 02
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Dla wyznaczenia środka ciężkości sześciokąta cxfi\vpp wyznaczamy kolejno 

środki ciężkości i pola powierzchni prostokąta <Pfî p trójkątów <jxąi Ayv oraz 

pole powierzchni szesciokąta oi?At>pp.

<P&7P

(0.5-z +1 )\2 r j-5“201 i 01
0 2 . 0

P<p&7P ~ 1-5 Z0l;

b = - (
<t>oąi 3

z - r z -101 + 01 +-0.5 Z “Z
. ■ ■■ • . 02 01

z -l.S 
02

-0.5 ) =
2z +z -3.5 

01 02

z +z -1
01 02

- (z -z -0.5)2/ 2 02 01

Ayt>
z +0.5 02 ' 0.5 ’ ’ 0.5 %-< | n 

II r z +1 . 5  02
0.5 0.5 z +0.502 z +1.5 02

\yv 2 02

= ^ (3-2z -{z -z_ -0.5)2-z2 )■CCfiXvpH 2 01 02 01 " "  02

Ostatecznie

x„i
b<x0Awpp P̂$3yp b^Prp bi/>ocp PA?v bArw^/Po^Awpp

Przypadek d

W przypadku tym wartości obserwacji z ,2  spełniają warunki:01 02
f i  £ Z £ 202
0.5i z s 1.5 01

z 3 z -0.5, 01 02 '
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g {z o-l.S,0.5)
7 (O.S.O.S)

!O.S.zo2-1.5)

Rys. 11. Postać zbioru Sj (z^, z^ł w przypadku d 

Fig. 11. Fora of the set s2i (z01'z02  ̂ in the case d

Dla wyznaczenia środka ciężkości czworokąta orgyS naleZy wyznaczyć 

środki ciężkości i pola powierzchni odpowiednio trójkątów ijy5, Tjgoc oraz 

pole powierzchni czworokąta ccgm. Mamy kolejno:

bnrS 3 (

V = 5 C2' Zo / ’

' 0.5 z -1.5 ] 02 ‘ 0.5 ' 2 -0.5 02
z -1.5 02

+ 0.5 + 0.5 z -0.5 02

bngoT 3 (

2 -1 01 i znr lł5 1 02 2 -l' 01
>■3z -z 02 01 0.5 0.5

2z +z -3.5Ol 02
- 2  + 2  +1  

01 02

p - = - (z -z +0.5)",T$CL 2 01 02

W N *  ‘V .  " 3 (2-*o / - 3 ‘W 0'51“'

Zatem

bogy5  ̂bT|75 PT}y5 Nga Pi)ga ^a g y S

Na zakończenie zauwaZmy, Ze potrzeba rozpatrywania przypadków a,b,c,d 

była wynikiem dąZenia do uzyskania analitycznych wyrażeń określających 

środek ciężkości zbioru s02l (z0i,zoâ  w funkcJi wartości obserwacji



z z . W przypadku realizacji prawa sterowania wartości obserwacji są 

ustalone 1 nie ma potrzeby określania powyższych funkcji.

Zauważmy również, że w świetle przykładu rozpatrywany często w aspek­

cie teoretycznym problem doboru "horyzontu danych pomiarowych" dla regula­

tora Jest bezprzedmiotowy. W przypadkach a, b, w których wartość obserwacji 

z Jest "mała" w porównaniu z następującą po niej obserwacją zq2> wartość 

Środka ciężkości zależy jedynie od wartości ostatniej obserwacji (horyzont 

Jednoetapowy), W pozostałych przypadkach, tj.c, d wartoSć Środka ciężkości 

zależy od wartości obydwu obserwacji z •ZQ2 (horyzont dwuetapowy). 

Przykład 3

Opierając się na wynikach przykładu 2 można przypuszczać, że również w 

przypadku wielowymiarowym Środek ciężkości zbioru S |zk w dowolnej chwiliok1 o

k rozpatrywanego horyzontu sterowania może zależeć jedynie od ostatniej 

obserwacji z^, jeżeli wartość tej obserwacji jest “duża" w porównaniu z 

obserwacjami poprzednimi. 2 tego względu dalej rozpatruje się analityczną 

zależnoSC Środka ciężkości zbioru S Iz od pomiaru z dla z e[z ,z ),Ok1 ok Ok Ok -ok’ ok

gdzie z jest jego maksymalną możliwą wartością. Znaczenie wartości z LOK —CI

będzie wyjaśnione dalej.

Ogólny swobodny model bezpośredni określony w horyzomcie H={1 H)

ma postać:

zk «■ H s + vko p k

Ten sam model wyrażony przez parametry modelu swobodnego w zmiennych 

stanu ma postać:
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zk = [ P P 0 1]o 41 42

X1
NW
N\kV
kv

Ostatnia składowa blokowa wektora blokowego z* może być przedstawiona
o

w postaci:
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z = t C Ak'łi C Ak~2 C, O. . .ok 0 j 0.... 0 j 0.....1 ]

gdzie dla uproszczenia założono z , v e R.ok k

Zbiór T Jest prostopadłościanem określonym przez następujący układ 

nierówności:

- a s  x

-b s w

-d s

- c s  v

NVk-l

s a 

s b

s d

s C .

Zbiór S ^ k 1! określony jest układem nierówności:

-a s x s ai
-b s wk 1 s b

-cs' z - P x + P w11*1 s cok 41 k 1 42k

-d s

N\k-1

S d .

Z powyższej postaci widać, że zbiór S^(k 11 może być przedstawiony wok

Postaci ==M xl gdzie jedynie zbiór IM zależy od z , zaś zbiórOk ok ° ok J ok

T określony jest układem nierówności

-d s N\k



Dalej stosujemy uproszczony zapis zastępując z^, Xj, w odpowiednio 

przez z, x, w. Równanie pomiaru w zmienionych oznaczeniach ma postać: 

z = g'x + h'w.

Zbiór IM ma postać:
ok

-a s x a a a, x e Rn
, nn(k-l)-b s w s b b, w 6 R

-c s z-g'x-h'w s c  c, z e R •

Oznaczmy przez C(/3 ,B ,--,B ) prostopadłościan O 1 c

-a x s a
-b s w s b

o wierzchołkach 8 ,8 ,..,8 . Dla celów przykładu wyróżniamy wierzchołek i o l c  I

określony przez wektor

B = [a sgn g. a sgn g ,b sgn h . ,b sgn h ]o l l  n n l l  r r

Odpowiada mu dodatnia wartość 

z = c + [g', h']0 .nvaxp o
o

Wprowadźmy zbiór wierzchołków V(B ) będący podzbiorem zbioru V(C)O

wszystkich wierzchołków prostopadłościanu C. Zbiór zawiera

wierzchołki sąsiednie względem wierzchołka B ■ Poszczególne wierzchołki PO 1

i=l,...,n+r należące do zbioru V(0 ) określone są następująco:O

B, = t-a sgn g.  a sgn g , b sgn h ... b sgn h ],
1 1 1  n n l l  r r

B = [ a. sgn g ,..., -a sgn g , b sgn h ... b sgn h ],n 1 1  n n l l  r r

B = I a sgn g  a sgn g ,-b sgn h ... b sgn h ],n+i l i  n n l l  r r

Br = t aj sgn gj ansgn g^.bjSgn hj -b^gn h ].

Wartość z odpowiadającą ustalonemu wierzchołkowi określamy jako 

z0,1 = c + [g'. h']0r
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z = max z(B ).
“ xV p «V(i) 1i O

Wierzchołków, w których z(8(), i=l n+r osiąga wartość maksymalną

noże byó więcej niZ jeden. Przykładowo, jeZeli a=b oraz g, h, są wektorami 

Jedynek, to

z(p.) = max z(8 ), j=l, ...,n+r.
J  R e  Vf R 1

Podobnie określamy

Przyjęty dalej do rozważań przedział zmienności z oznaczmy [z, z],

gdzie:

z = max ( z  ,-c + tg', h'J0 )- maxV o

z = c + tg', h' ]8 •O
Dla ze [z, z] hiperpłaszczyzna IH 

z - g ’x - h ’w + c = 0

'odcina" z prostopadłościanu .. ,8c) sympleks Aia^p^.o^ an*r̂ '

Wierzchołki a,...,a tego sympleksu są punktami przebicia• 1 ntr
hiperpłaszczyzny H przez kolejne krawędzie prostopadłościanu C(8^, p̂ , .. ,8̂ )

wychodzące z wierzchołka p . Wierzchołki  an*r Prze<̂ s*'aw'-<- m?2na w

postaci:

Odpowiednio do Dodatku p. 4 środek ciężkości sympleksu A(8q, ô , . . , a ^ )  

wyraża się zależnością:

8, e V(8 )1 O

« = 8, + d (z),

d,(z) = •
[0.... g'1 (z-c- tg’, h’18 0 ] , i=l---- n1 O
[0.... h'1 (z-c- [g*, h’18 )___ ,0 1 . i=n+l....r.i-n o

b
g'1 (z—c—[g*, h*38 ) . i=łi O
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Oznaczając l'=[g',h'], wyrażenie na środek ciężkości przepisać mote 

w postaci:

b, = ^ + — -—  i-1 (z-c- l'P ) , 1=1,...,n+r.Al o n*rłl 1 o

W przypadku szczególnym, jeżeli l'=[l,...,1], to

sgn a(=l 1=1 • • •,n

sgn b(=l 1=1 • • • r

PO [a', b'] )
wyrażenie na Środek ciężkości przyjmuje postaC:

X■ a n r ■ 1
bA, =

A 1 
W ł

— b + — -—  (z-c- y a - 7 b ) n+r+1 L i  L i  1=1 i=l 1

Dla z e [z, z] zależność Środka ciężkości b^ od z Jest liniowa 1 eożs 
byc przedstawiona w postaci:

bA (z)= k z +i ko k ,i

i
n+r«-l

-1
g. z

kli 1
n*r*l h'11-n z

1 -1
g i (c +n+r+1

kol = • 1 W'1 (c +n+r*l 1-n

i=l , n+r
Interesujące jest rozróżnienie następujących dwu przypadków k >0,oi

ko <0. Przypadki te ilustrują graficznie rys. 12. a, b.
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♦ bA

Rys. 12. a. Zależność środka ciężkości Rys. 12. b. Zależność Środka ciężkości
od z w przypadku k >0O 1 od z w przypadku k (<0

Fig. 12. a. Dependence of gravity cen- Fig. 12. a. Dependence of gravity cen-

ter on z in the case k >0 o i ter on z in the case k <0O 1

Dalej analizując wyróżnione przypadki zakładamy dla uproszczenia

oznaczeń l' = [l...1],
Przypadek k >0Ol
W przypadku tym odpowiedni układ nierówności ma postać

n r

-c- £ a - Y b  + (n+r+1) a > 0 , j=l,. . ., n
i=l 1 1=1 1 J
n r

-c- Y a -  y b + (n+r+1) b > 0 , j=l,...,r.
t = l 1 itfi 1 J

Normalizując powyższy układ nierówności względem c, które jest z założenia

dodatnie, otrzymujemy układ nierówności względem n+r zmiennych â /c, gdzie

I“I....,n, b/c, gdzie i=l,...,r. Układ ten ma postaC:
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n r

n r
(a ̂/c) - £ (b(/c) + (n+r) (b^/c) -1 > O , j=l r.

Ponieważ z założenia a^O, i=l,...,n oraz bs>0, i=l.... r, to jak

łatwo sprawdzić, jednym z rozwiązań powyższego układu jest: 

a(/c=l+d, 1=1,. . . ,n, 

b /c=l+d, i=l, . . . , r, 

gdzie d Jest dowolną liczbą dodatnią.

Zbiorem wszystkich rozwiązań rozpatrywanego układu nierówności jest 

stożek wypukły utworzony przez iloczyn dodatnich półprzestrzeni £lj, 

i=l n+r, na które hiperpłaszczyzny

dzielą przestrzeń Rn+r. Wierzchołek tego stożka leży w punkcie

Przypadek k <0oi
W przypadku tym układ nierówności utworzony analogicznie do 

poprzedniego ma postać:

(1.... 1 )eRnłr.

n r

n r
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Jedno z rozwiązań tego układu może być przedstawione Jako:

a /c=l-d, i=l,..., n.

b /c = l- d , 1 *1  r .

gdzie

a /c>0 . b /c>0, d>0.

Zbiorem wszystkich rozwiązań rozpatrywanego układu nierówności Jest 

stożek wypukły będący iloczynem ujemnych półprzestrzenl Q , na które 

hlperpłaszczyzny dzielą przestrzeń Rn+r i “dodatniej Ćwiartki“ tej przes­

trzeni .

4. D o d a t e k

Definicja D. 1. [18] Niech punkty a ,...,a^ przestrzeni euklidesowej Rn

tworzą zbiór afinicznie niezależny. Zbiór

nazywamy m-wymiarowym sympleksem o wierzchołkach aQ,...,â .

a
2

o o. .o

a a a a ao o i o

Rys. D. 1. Sympleksy M a ) ,  M a  ,a ), M a . a . a  ) w przestrzeni R2O U 1 U l i .

Fig.D. 1. Simplexes ń(a 1, ń(a .a ), A(a ,a ,a ) in the space R2.O O X U 1

Wymiar sympleksu dim ń(a ,...,a ) jest równy pomniejszonej o 1 liczbieo a

Jego wierzchołków.



Bezpośrednio z definicji sympleks jest zbiorem wypukłym. Sympleks Jest 

również zbiorem ograniczonym.

Hiperpłaszczyzne H(a a ) c Rn wyznaczoną jednoznacznie przez

zbiór wierzchołków a  a nazywamy hiperpłaszczyzną noSną sympleksu0 m
¿(a , .... a ).0 ro

Zbiór pusty przyjmujemy za hiperplaszczyznę nośną sympleksu ACaQ)p 

(-1)-wym i a rowego.

Sympleks A(aio......ajk̂ ’ lc£n’ nazywamy k-wymiarową Ścianą sympleksu

A(aQ..... â ). Przykładowo wierzchołki sympleksu są jego Ścianami

O-wymiarowymi, krawędzie ścianami 1-wymiarowymi. Sam sympleks M a  a )o •
jest swoja jedyną ścianą m-wymiarową.

Wnętrzem sympleksu A(a ,...,a ) względem jego hiperpłaszczyzny noSneJ 

nazywamy zbiór:
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int A = xsRn: x = ^  rJaj , gdzie rJ > 0 dla j=0,. . . , m oraz rJ = 1 
J=o j = o '

Brzegiem sympleksu A(aQ â ) względem jego hiperpłaszczyzny nośnej

nazywamy zbiór bd A = A\int A.

Sympleks nleujemnego wymiaru ma niepuste wnętrze geometryczne. 

Definicja D.2. Punkt b=Jx dx /Jdx nazywamy środkiem ciężkości n-wymlarowego

sympleksu A(aQ an ĉ^ ’ liczbę v = J dx jego objętością.
A

Twierdzenie D. 1. [18] Dla sympleksu A(a^ a )cRn zachodzą związki:

n

b = ¡¿I £  aj v = i det
J=0 1 .......1
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Definicja D. 3. [18] Skończoną rodzinę X  sympleksów w przestrzeni Rn

nazywamy kompleksem sympllcjalnym, jeżeli:

i) rodzina X wraz z każdym sympleksem zawiera wszystkie jego ściany, 

11} przecięcie każdych dwu sympleksów rodziny X  jest Ich wspólną 

ścianą.

Jeżeli X jest niepustym kompleksem sympllcjalnym, to liczbę dim X= max 

{dim A: AeX } nazywamy wymiarem, a liczbę diam X=max{diamA:AeX} nazywamy 

średnicą kompleksu X.

Twierdzenie D. 2. [18], Na to, by skończona rodzina X  sympleksów w

przestrzeni Rn była kompleksem sympllcjalnym potrzeba i wystarczy by:

i) rodzina X  wraz z każdym sympleksem zawierała wszystkie jego ściany,

ii) wnętrza geometryczne różnych sympleksów rodziny X były rozłączne. 

Definicja D. 4. [18] Podzbiór Xq kompleksu symplicjalnego X nazywamy

podkompleksem sympllcjalnym, jeżeli X q wraz z każdym sympleksem zawiera 

wszystkie Jego ściany.

Definicja D.5. Kompleks symplicjalny X={A (a„ ,a )eRn: dim A =n,——------------  1 01 nl i

1=1 k> nazywamy kompleksem pełnowymiarowym, jeżeli wszystkie sympleksy

As stanowiące kompleks X mają ten sam wymiar i jest on równy wymiarowi

przestrzeni, w której są one określone.

X §r

Rys.D.2. Przykłady kompleksów symplicjalnych w R2 

Fig.D.2. Examples of simplltial complexes in R2
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Definicja D.6. Zbiór U{A: AeX } nazywamy bryłą kompleksu symplicjalnego X 1 

oznaczamy przez K.

Definicja D.7. Niech X będzie pełnowymiarowym kompleksem symplicjalnym.

Punkt bK=Jxdx/Jdx nazywamy środkiem ciężkości bryły K, zaS liczbę v̂ ,=Jdx 
K K K

Jej objętością.

Definicja D.8.[18] Każdy podzbiór XcRn, dla którego Istnieje kompleks 

symplicjalny taki, że K=X, nazywamy wieloScianem. Kompleks X  nazywamy 

trlangulacją wieloScianu X.

Twierdzenie D.3. Niech X będzie pełnowymiarowym kompleksem symplicjalnym 1 

niech Vj,, b^ oznaczają odpowiednio objętość i Środek ciężkości bryły K, zaś 

 ^ objętość i środek ciężkości i-tego sympleksu w
i i

kompleksie X. Zachodzi związek:
k

b„
1=0

gdzie
k

K

bK = Y  ^  '

1j=VAi/VK>0'
1=0

Dowod. Z Def.D.6 bryły K kompleksu X oraz własności całki Lebesgue’a w 

przestrzeni Rn wynika:
k

J x dx = ^  J x dx.
K 1 = 1 A i

Dzieląc obustronnie przez J dx 1 stosując Def.D.7. otrzymujemy:
K

k

bK = \  ((J dx)/(J dx))(J x dx)/(J
A ftr a a

dx).

.=1 ń. A1 A,

Stad na podstawie Def.D. 7 środka ciężkości sympleksu i przy oznaczeniach:
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lr ,ti/vv  \
=Jdx, 1=1 k, vK=Jdx, .

Ai
otrzymujemy podstawową tezę.

Dodatkowo, ponieważ v. , v_, są miarami, v, >0 zaś v„ jest skończona,
i K

to 1(>0 oraz zachodzi:

I 1' Z  i"" = 1.
1=1 Ai

Twierdzenie D. 4. Niech X bedzie pełnowymiarowym kompleksem symplicjalnym,

Xq jego podkompleksem, zaś K\Kq dopełnieniem podkorapleksu X q do X. Niech

V  VK ’ VK\K oznaczają objętości, zaś b̂,, bR , bj,̂ , środki ciężkości 
o o  o o

odpowiednio brył K, Kq, Kq\K. Zachodzi związek:

bK=1ibK +12bK\K *0 o
gdzie

1i=VK "K- 0
1 sV /V
2 k\k '  Vo

W 1 -

Dowod. Z Def.D. 3 kompleksu sympllcjalnego X, Jego podkompleksu Xq oraz

własności całki Lebesgue’a wynika: 

| x dx=J x d x+J x dx.

K K\K o o
Dzieląc obustronnie przez J  dx otrzymujemy po przekształceniach:

K

bj,= ( ( J  d x ) / ( J  dx) )bK + ( (  J  d x )/( Jd x ) )bKN|, ,

K K 0 K\Ko o
gdzie:

= ( J  dx) /  ( J  dx), 1Ł *  • ( J  / ( J  dx),
k k r\K k\k0 0 0



oraz bezpośrednio z powyższych oznaczeń l^l^l. *

Definicja D.9. [18] Ograniczony zbiOr QcRn będący przecięciem skończonej 

liczby połprzestrzeni domkniętych P(={xeRn: cjx£dj > i=l,...,m nazywwy

komOrką.

Ponieważ przestrzeń domknięta jest zbiorem wypukłym i przecięcie 

skończonej liczby zbiorów wypukłych jest zbiorem wypukłym, to komórka jest 

zbiorem wypukłym.

Niech QcRn będzie komórka, punkty a  a eQ niech stanowię0 m
maksymalnie liczny zbiór afinicznie niezależny zawarty w Q i niech 

H(a a ) będzie hiperpłaszczyzną określoną przez te punkty.0 m
Hiperpłaszczyznę H nazywamy hiperpłaszczyzną nośną komórek Q, a jej wymiar 

nazywamy wymiarem geometrycznym komórki Q i oznaczamy symbolem dim Q. Zbiór

pusty przyjmujemy za hiperpłaszczyznę nośną komórki pustej i przyjmujesy

dim <f> = -1.

Wnętrzem geometrycznym intQ i brzegiem bdQ komórki Q rozumiemy je, 

wnętrze i ograniczenie względem hiperpłaszczyzny nośnej.

Definicja D. 10. Skończoną rodzinę X komórek w przestrzeni Rn nazywaij 

kompleksem komórkowym, jeżeli:

i) brzeg każdej komórki QeX jest sumą komórek należących do X, 

li) przecięcie każdych dwu komórek Q , QzeX należy do X,

iii) wnętrza geometryczne rożnych komórek rodziny X są rozłączne. 

Definicja D.11. Zbiór U{Q: QsX } nazywamy bryłą kompleksu komórkowego K ' 

oznaczamy przez K.

Definicja D. 12. [18] Kompleks komórkowy X  ̂ nazywamy podziałem kompleks

komórkowego X, Jeżeli:

U  I V “ |X|.

li) dla każdej komórki Q1e^ l istnieją taka komórka QeX, że Q(cQ' 

Twierdzenie D.5. [18] Każdy kompleks komórkowy ma podział, który Je*'

kompleksem sympllojalnym.
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Ro z d z ia ł  4

ZBIORY INFORMACYJNE TYPU R

Zbiory informacyjne typu IR są szczególnie zorientowane na przypadek, w 

którym model układu dynamicznego podlegajacego sterowaniu wyrażony Jest w 

korwencJi zmiennych stanu, stad Jedna z "blokowych współrzędnych" 

przestrzeni wektorowej, w której określone są te zbioryf Jest wektor stanu. 

Jeżeli zbiór IR i odpowiada Jacy mu zbiór warunkowy spełniają pewne warunki 

symetrii, to rzut ortogonalny środka ciężkości warunkowego zbioru 

informacyjnego na podprzestrzeń stanów jest równy środkowi ciężkości rzutu 

ortogonalnego tego zbioru na podprzestrzeń stanów.

Przykładowo właściwość taka ma miejsce dla zbiorów elipsoidalnych. 

Dodatkowo możliwe jest również uzyskanie dla takich zbiorów rekurencyJnych 

zależności pomiędzy określającymi je parametrami, tj. środkiem ciężkości i 

dodatnio określona macierzą odpowiedniej formy kwadratowej. Otrzymane 

zależności są z dokładnością do czynnika liczbowego identyczne z równaniami 

filtru Kalmana.

1. D e f in i c j e  i p o d s t a w o w e  w ł a s n o ś c i

Wyróżnia się niesterowany (swobodny) układ dynamiczny o postaci: 

x = Ax + w ; x.o,k+l o,k k 1
( 1 )z , = Cx +v,o,k o, k k

oraz sterowany (wymuszony) układ dynamiczny o postaci:
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(2)
zk

gdzie w obydwu przypadkach: Xo k+i, xfc, ŵ eR", u^eR”, ẑ , v̂ eR11,

. nnxn nnxm _ ^pxn . , . . . -1AeR , BeR , CeR oraz istnieje A .

Rozróżnienie powy2sze jest istotne dla liniowego i stacjonarnego 

układu dynamicznego. Pomiędzy zbiorami informacyjnymi odpowiadającymi 

wyróżnionym przypadkom zachodzą wtedy proste zaleZnoSci typu translacji 

(patrz p.2).

Szczegółową strukturę rodziny zbiorów typu R przedstawia rys.1.

Rys.1. Struktura rodziny zbiorów informacyjnych typu R 

Fig.1. Structure of the family of the information sets of type R

Definicla 1. Określone dla każdego keH wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie

Zbiór R^̂  nazywamy zbiorem informacyjnym odpowiadającym zbiorowi T zgodnie 

z odwzorowaniem pok

nkz

R

R

Pok:Rd_>Rd. d=n+nN+pN, przyporządkowujące ka2demu punktowi (s^.y*)^

punkt (r z^eR*. gdzie s =(x .wN,y1"“), r =(x .wN, vN/lt), nazywamyok o k l  ok ok

swobodnym odwzorowaniem informacyjnym. Odwzorowanie p przekształca dany
ok

zbiór TcRd w:
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Twierdzenie. 1 ■ Jeżeli układ dynamiczny ma postać (1), to dla każdego keH 

1) odwzorowanie p^  jest liniowe 1 ma postać;

= P  A s  . w ) =ok k
G 0 s

p k

H 1
kV

p .

gdzie

r = (xok ok sk = (xi,wN,vNNk)

r p p11 12
= 1 H = P P

1 P 41 42

P11

p = 
12

Ak~1 ... 1 | 0 ... O 

k macierzy N-k macierzy

P =41
CA*

k wierszy macierzowych

P =42

■ 0 0 0 0 ‘
. C 0

CAk_2 ... C 0 . . .  0
k kolumn N-k kolumn

macierzowych macierzowych

'' 1 °dzworowanie odwrotne p 'ma postać:

s ’ G 0 r
k
vk

= p *(r ,zk) =ok ok o
r

H 1

ok

zkr . o

Stele



Dowód. Prawdziwość twierdzenia wynika z zależności:

K-l
x =A X + ) A w , ok l 1*

1*1

J-l
z =C(AJ_1x +> AJ_1 'w )+v , j=l,...,k,»i ' l J

i *=i

zapisanych w postaci macierzowej. Te same zależności rozwikłane względeu ̂

i ciągu zmiennych v dają postać odwzorowania odwrotnego. Związki pomiędzy

macierzami D , D , D , D  a P , P , P , P  wynikają z tożsamości:11 12 41 42 ll’ 12 41 • 42 3 J

p p F D D11 12 OJr4

1 1

1 1

P P i D D 141 42 41 42

Twierdzenie 2. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (1) to dla każdego keH 

zachodzi

ldetJ0 | = |detAk'ł|,
ok

gdzie

r Sok /a k
z kok V

jest macierzą Jacobiego odwzorowania p .ok

Dowód. Macierz Jacobiego odwzorowania p Jest tożsama z macierzą (Tw. 1)ok
określającą to odwzorowanie. Wyznacznik tej macierzy jest równy 

wyznacznikowi macierzy = A*"1.



k k«niosek 1. Niech d(r ,z ), d(s ,v ) będą odpowiadającymi sobie zgodnie z .— -—  — ok o k

odwzorowaniem p objętoSciami elementów różniczkowych zbiorów R , T. Dla ok k

ka2dego kelH zachodzi:

d(r , zk)=|detAk~1 |d(s ,vk).ok o 1 1 k

Definicja 2. Określone dla każdego keH wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie

p:Rd->Rd, d=n+nN+pN, przyporządkowujące każdemu punktowi (s ,vk)eTcRd 
i k
. . , kx _d j * t N N\k. , H N\k.punkt r̂k»z » gdzie s^=[x^9\t , v ), r^=(x^9u , v ), nazywamy

wyiuszonym odwzorowaniem informacyjnym. Odwzorowanie zależy od praw

| sterowania u^z1), 1=1.....k-1 i przekształca dany zbiór TcRd w:

R =p (T)=|(r ,zk):(r ,zk)=p (s ,vk)I(s , vk)ellcRd.k k  I k k k k  1 k

Twierdzenie 3. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (2) i dane są prawa

sterowania u (z1), i=l,...,k-l to dla każdego keH odwzorowanie p określone 1 k
Jest niejawnie postacią:

' r r r / k_1\ i p (z )k ok
= +kZ '

kZo
r k“1^P4(z )

gdzie: (r.,zk) = p  (s ,vk),oK o ok k

P' (zk_1) = P ^ z “"1), 0.... 0

Nn+(N-p)p
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k-1

x = x + Y' Ak 1 'Bu (z 1)k Ok I

Dowod. Wykorzystując zale2noSć

1 = 1

oraz zale2nosc:
J-i

z = z + C ) AJ_1''Bu (z 1 J o) 1
1=1

dla j=l k otrzymujemy po uporządkowaniu do blokowego zapisu wektorowi

teze twierdzenia.

Uwaga. Uzyskanie jawnej postaci odwzorowania p̂  wymaga rozwikłaj! 

zale2ności z Tw. 3 względem z , co jest mo21iwe w pewnych przypadkać 

Jednego z nich dotyczy następujące

Twierdzenie 4. Je2eli układ dynamiczny ma postać (2) i funkcje û =û (zl 

keM są liniowe, to odwzorowanie jest liniowe o postaci:

rk L li L12 Sk
k2 L21 L22

kV

gdzie

L =G +N (1 —M) ‘h , L = N (1-M)‘ł11 P p 12

L =(1-M)_1H21 p , L =(1-M) 22
-1

N =[ N  N , 0 ]k,1 ’ k,k-l'

M = 21

M . . . M 0kl k,k-l

Macierze G , H określone są jak w Tw.1.
p p

Dowod. Przy zało2enlu liniowych funkcji ^( z “), keH, składniki, p(z'
k —1

p(z ), przedstawić mo2ha w postaciach:



Wykorzystując powyższe postaci w Tw.3 otrzymujemy:

rk 0 N rk Gp 0 sk
kZ 0 M kZ Hp 1 kV

Stąd

rk 1 -N G 0
= ( r 1 p

kZ 0 1-M H 1p

(1-M)-i

Twierdzenie 5. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (2) to dla każdego keH 1 

dowolnych funkcji u (z1), i«=l,...,k-l zachodzi

ldetJ„ H detJ„ | = |detAk_11,

gdzie J =3
r sk / d k
k kZ V

jest macierzą Jacoblego odwzorowania p .

Dowód. Wprowadzając pomocnicze odwzorowania f i można macierz JScoblego 

J przedstawić w postaci J = J J , gdzie:
k Pk \
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Odwzorowanie określone jest niejawnie (por.Tw.3) postacią:

s ' 1 0 ' s ' 0k k +
k H 1 k r k-11p (z )Z p V 4

stąd:
Sk ' 1 0 * sk ' 0
kV -Hp 1 kZ

t k-1* P4(z )

Macierz H i funkcja wektorowa p (z ' ) są określone jak w Tw. 1, 3p *

J - r
-H l+3p Cz^l/az*1P 4

Dla założonej struktury informacyjnej praw sterowania u^ z 1), 1=1.... k-1

mamy:

3p4(z lt" 1 )/ a z k =
#0

Stąd det J -i=detj =1.
Mk

Odwzorowanie określone jest niejawnie (por. Tw.3) postacią:

r ‘ G 0 s r r k-i % p (z )k = P k 4. _i
kZ *

HO
» kZ 0

Macierz Jest określona w Tw.1, funkcja wektorowa p (z ) w Tw. 3

G 3p (zk'ł)/3zk 
p _i

det J = det G = det P = det Au

Ostatecznie det J = det det J = det A . co kończy dowód, 
k Kk k̂

Wniosek 2. Niech d(r^,zk), d(s^,vk) bedą odpowiadającymi sobie według 

odwzorowania p̂  objetosciami elementów różniczkowych zbiorów R , T. Dla 

każdego keH i dla dowolnych funkcji u^z1), 1=1.... k-1 zachodzi

w- k-1 id(r ,z )=d(r ,zk) = |detAk 1|d(s ,vk).k ok o 1 1 k



neflnlc la 3. Klech dla każdego keH będzie określone Jednoznaczne 

odwzorowanie £ :Rd->Rd, d=n+nN+pN, przyporządkowujące punktowiok
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, k. , H K\k k-1. _ _d(r .z ) = (x ,w ,v , z . z ) € F c Rok o ok ok o ok

punkt
, k-1, , N K\k k-1. _ „d(r .z ) = (x ,w,v iv ,z ) e R c R .ok-1 o ok-1 k o ok-1

Odwzorowanie Ę przekształca dany zbiór R ̂  w:

R =? (Rok-1 ok ok )=-i(r izkl ): (r Zk *)=€ (r ,zk)| (r ,zk)eR ]■ ̂ ok-1 o ok-1 o ok ok o 1 ok o ok-lj

Twierdzenie 6. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (1) to dla każdego keH

odwzorowanie <■ ma następująca postać: ok

o k - 1

Xok-l
k-2W

Wk-1
N\k-1W =
N\kV

Vk
k-1Zo

A'1 -A'1

-C

Xok '
k-2W

Wk-1
N\k-1W
H\kV

Zok
k-1Zo

Dowod. Postać odwzorowania ę wynika bezpośrednio z zależności:ok

x = A *x - A_1w ,. ok-1 ok k-1 v = z - Cx .k ok ok

Twierdzenie 7. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (1), to dla każdego keH 

zachodzi:

|detj HdetA*1!,
ok

Stele J =a
ok

r rok-1 ok
/ak-1 kZ Zo o

Jest macierzą Jacobiego odwzorowania ę .ok

jj?w°d' Macierz Jacobiego odwzorowania £ jest równa macierzy reprezentują-ok
cej to odwzorowanie (Tw. 6). Jej wyznacznik wynosi: 

detA_1=l/detA.



Wniosek 3. Pomiędzy obJętoSclami odpowiadających sobie według odwzorowani! 

£ elementów różniczkowych zbiorów R , R zachodzi związek:
ok ok- l  ok

d(r ,zk~1)=|detA 1|d(r ..z*).
o k- l  o 1 ' ok o

Podobnie pomiędzy objętoSciaml elementów różniczkowych zbiorów warunkowyc 

R Iz11'1, R Iz11”1, (patrz p.2), zachodzi związek:ok-i1 o ok o r •

dr =|detA 11 dr dz .ok-l 1 1 ok ok

Definicja 4. Niech dla każdego keW będzie określone wzajemnie jednoznaczni 

odwzorowanie Rd->Rd, d=n+nN+pN, przyporządkowujące punktowi ( r , zk) =
, N N\k k-1 . _ _d , . , k-1, , N H\k k-1. „ _d(x ,w ,v ,z ,z )eR cR punkt (r ,z )=(x ,w ,v ,v ,z )eR cR . k k k y k-1 k-1 k k-1

Odwzorowanie przekształca zbiór R^ w zbiór R^ = €1(_CRk) i zależy od

praw sterowania u^ z 1), i = 1....k-1.

Twierdzenie 8. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (2) 1 dane są prawa

sterowania u^z1), i = l,...,k-l, to dla każdego keR odwzorowanie ^

określone Jest niejawnie postacią:

■ A-1 -A’1 " Xk
r .-1^ , k-ln-A Bu^ ^(z )

k-2W 1 k-2W 0
Wk-1 1 Wk-1 0
N\k-1W z= 1 N\k-1W + 0

K\kV 1 W\kV 0
Vk -C 1 Zk 0

k-1Z 1 k-1Z 0
. . . .

Dowód. Postać odwzorowania wynika z zależności:
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Twierdzenie 9. JeZeli »okład dynamiczny ma postać (1) to dla każdego keR 1
k-1dla dowolnej funkcji u^Cz ) zachodzi:

|detj£ | = |detj£ | = |detA_11,

gdzie: J- = d
S

r rk-1 k
/a

k-1 kz Z
jest macierzą Jacobiego odwzorowania

DowOd. Rozpisując szczegółowo macierz J. mamy odpowiednio do postaci z
Ti

Tw.9:

V

A'1 -A"1 D(zk_1)

-C

gdzie D(zk *) = -AB 3u (z* l)/dzL i. 2e struktury macierzy wynika
k

det =A_1,
Sk

Wniosek 4. Pomiędzy objętosciami odpowiadających sobie według odwzorowania 

?k elementów różniczkowych zbiorów ^ z a c h o d z i  związek:

d(r , z11'1) = I det A-1 I d(r ,zk).

k-1 , k-1

Podobnie pomiędzy objętościami elementów różniczkowych zbiorOw warunkowych

**k_ł|zk ł, Rk|zk *, (patrz p.2), zachodzi związek:

dr = I det A 1 I d(r , z ). k-1 1 1 k k

2. Zbiory w a r u n k o w e  i r z ut y

Definicja 5 Niech dla każdego keR będzie dany zbiór R o elementachok

(r„..zk). Dla ustalonego zk zbiór R |zk = {(r ): (r ,zk)eR > nazywamyo o ok1 o ok ok o ok

zbiorem warunkowym zbioru R przy warunku zk .ok o
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Zbiór R |z można interpretować geometrycznie jako rzut ortogonalnyok o

na przestrzeń zmiennych r "przekroju" danego zbioru Rok hiperpłaszczyzną
k k(w przestrzeni zmiennych (r , z )) z = const.ok o o

Deflnicta 6. Niech dla każdego keH będzie dany zbiór R o elementachok

(r ,zk). Zbiór P = n (R ) = {(zk):(r ,zk)eR } nazywamy rzutesok o ok zk ok o ok o ok

ortogonalnym zbioru R na przestrzeń zmiennych z .

Zbiór 2 |zkl=(z : (z ,zk’l)eP } nazywamy warunkowym zbiorem obserwacjiok 1 o ok ok o ok

z dla danego ciągu obserwacji zk *.ok o

Deflnic la 7 Niech dla każdego keH będzie dany zbiór warunkowy R |zk ook1 o
elementach r =(x , wN,vNMt). Zbiórok ok

X |zk=ii (R |zk) ={(x ):r =(x ,wN,vNNk)eR |zk>ok1 o x ok1 o ok ok ok ok1 ook

nazywamy warunkowym zbiorem stanów.

Pomijając w Def.5-7 indeks "o" otrzymujemy definicje zbiorów |zk,

P , Z |zk'\ X [zk.k k 1 k 1

Twierdzenie 10. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (1), (2) (to pomiędzy

zbiorami R |zk, R |zk zachodzi związek:ok' o k 1

Rk|żk = pt (z1- 1) ♦ R j z k,

k k k-1 k—1 k—1gdzie z =z -p (z ), a funkcje wektorowe p (z ), p (z ) są określoneo 4  1 4

Jak w Tw.3.

Dowod. Dla każdego keH odwzorowanie (Def.2) określone jest niejawnie 

postacią:

ok

k

f k-1. Pj(z )

i k-J-i P4(ż )

Zbiór warunkowy Rk|zk można wyznaczyć ustalając wartość zk już w powyższy* 

wyrażeniu. Ponieważ przy ustalonym zk również ustalone Jest zk~ł to 

Pj(zk P4(zk są wektorami liczbowymi co prowadzi do słusznoScl tezy. 

Zauważmy, że w opisany sposób nie można wyznaczyć zbioru RjzkN1 gdzie



lilik przy niezmienionej definicji zbioru i funkcji wektorowych
W—l w—i Vc\lp (z ), P4(z ). Wynika stąd. Ze przy ustalonym z dla lslsk nie Jest 

ustalone zk

Wniosek 5. Pomiędzy zbiorami X |zk, X |zk zachodzi związek:  k 1 ok1 o

X |zk = p (zk 1) + X !zk.k 1 1 ok' o

Dowód. Prawdziwość wniosku wynika z Tw.3 i definicji zbiorów X |zk, X, Iz* —-------  ok o k
i k i kjako rzutów ortogonalnych zbiorów R0k|z0> Rklz na przestrzenie zmiennych

x , x . Rzutem wektora p (zk_1) na przestrzenie zmiennych x , x jestok k  1 ok k

wektor p^z11-1).

Twierdzenie 11. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (1), (2), to pomiędzy

zbiorami Z |zk~ł, Z |zk 1 zachodzi związek:ok 1 o k 1

._ , k-1 f k-1. . , i k-1
ZJ Z - p,.{z ) + z . zk 1 4k ok1 o

gdzie
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* — *

P4k(zk_1) = C Ak'1-lB U ((zł)
1 * 1

Dowód. Dla każdego keH przy ustalonym zk 1, p„ (zk ł) Jest wektorem4k
k—1liczbowym i bezpośrednio z równania obserwacji zk = z^k + P4k(z )■

3. Rz u t ś r o d k a ciężkości zbioru i środek ciężkości r z u t u zbioru

Bezpośrednio z definicji środkiem ciężkości zbioru R^k jest wektor

blokowy

, N N\k ,[x ,, w , v 1 =ok

Rok

, ' H' K\k' , , .Ex , w . v ] dr /ok ok

z R ko ok

dr ,ok
kZ

(3)

którego z kolei rzutem na przestrzeń zmiennych x^k jest wektor x^k- Biorąc 

pod uwagę wysoką wymlarowość zbioru R lzk istotnym uproszczeniem zadaniaok o

wyznaczania zdefiniowanego jak powyżej wektora x jest zamiana kolejności
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wykonywanych operacji, tj. zbiór ^ol(|zo najpierw rzutuje się na przestrze 

zmiennych x otrzymując zbiór X , a następnie wyznacza się Srode.ok ok

ciężkości tego zbioru. Przypadek, w którym opisana powyżej zmiana 

kolejności jest mo2liwa, nazywamy przypadkiem efektywnym ze względu na 

zastosowanie techniki przestrzeni stanów [12]. W przypadku efektywnym maty 

zatem:

X = x dr / dr = x dx /
ok ok ok ok ok ok

IR Zk R k 'Z X
ok o ok o ok

dx .Ok (4)

Inaczej, oznacza to, 2e w przypadku ogólnym do wyznaczenia oceny xok
potrzebna jest znajomość pełnego zbioru warunkowego R lzk , podczas gdyv

ok o

przypadku efektywnym wystarczy znajomość zbioru X będącego rzutem orto-ok

gonalnym zbioru R I zk na podprzestrzen zmiennych x .ok o ok

Ustalenie warunków, przy których zachodzi (4), jest, przedmiotem dal­

szych rozważań.

Niech będzie dany zbiór A = { (x, y): (x, y)eRn+1} oraz zdefiniujmy:

i) zbiór Y|x ={y: (x,y)eA] będący przekrojem zbioru A ustaloną wartością x,

ii) zbiór X = w^tA) = {x:(x,y)€A} będący rzutem ortogonalnym zbioru A na 

przestrzeń zmiennych x.

Na podstawie twierdzenia o całce iterowanej mamy:

J  x dx dy=J x ( J  dy) dx = J  x g (x ) dx , J  dx dy = J  ( J  dy) dx = J  g (x ) dx

A X Y|x X A X V|x X

gdzie g (x ) = J" dy je s t  interpretowana jako funkcja wagowa.

Y|.
Lemat 1. Jeżeli środkiem symetrii zbioru X Jest punkt x i równocześnie

8

dla ka2dego xeX„ g(x) * g(2x - x), toB

J  x g(x) dx / J  g(x) dx = J  x  dx / J  dx = xs.



Dowód. Wprowadzając zmienne z = x - x umieszczamy początek nowego układu 

współrzędnych w punkcie Mamy:

Jxg(x)dx= J(z+xs)g(z+xc)dz= J zg(z+xs> dz + Xs j" g(z+x__)dz (a)
X Z Z Z

Jg(x)dx = Jg(z+xs)dz, (b)
X Z

gdzie zbiór Z jest symetryczny względem początku układu i dla zeZ,

g(z+x )= g(-z+x). Na tej podstawie:« s

| z g(z + x^)dz s 0. (c)
Z

Dzieląc wyrażenie (a) przez (b) przy uwzględnieniu warunku (c)

otrzymujemy x . Równocześnie z warunku symetrii zbioru X względem punktu

x , mamy J  x dx / J dX = xs co kończy dowód.
X X

Lemat 1 określa, jakie warunki spełniać muszą zbiór X i funkcja wagowa 

g{x). Interesujące jest określenie wystarczających warunków dla zbioru A. 

Dotyczy tego

Lemat 2. Jeżeli Środkiem symetrii zbioru A Jest punkt to Środkiem

symetrii zbioru X Jest punkt x̂  oraz dla każdego xeX, g(x) = g(2x#-x).

Dowód. Pierwsza część lematu wynika bezpośrednio z definicji symetrii 

Środkowej i rzutu ortogonalnego zbioru A na podprzestrzeń zmiennych x. Dla 

uzasadnienia drugiej części lematu wystarczy zauważyć, że ze względu na 

symetrię zbioru A miary zbiorów Y|x, Y|(2x^ - x) są równe.

Podsumowując można stwierdzić, że jeżeli zbiór A posiada symetrię 

środkową, to przy wyznaczaniu środka ciężkości jego rzutu X na 

podprzestrzeń zmiennych x funkcja wagowa g(x) może byC pominięta.
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Obecnie możemy sformułować warunki, przy których zachodzi zależnoc

(4). Precyzuje je

Twierdzenie 12. Niech dla każdego kelH będzie określone x jak w (3) ora■■■"■ ■" " " ok

funkcja

Dowód. Zastosowanie Lematu 2.

Warunki efektywności techniki przestrzeni stanu przedstawione w Tw. 13 

są silne. Przykładowo, warunki te są spełnione, jeżeli zbiór T jest zbiorę« 

elipsoidalnym. Wtedy bowiem zbiory IR , R |zk są również elipsoidalneok ok1 o

(patrz punkt 4.) i dla zbioru R |zk spełnione są warunki symetrii.ok1 o

Kontynuując przykład zauważmy, że Jeżeli zbiór T Jest wielośclanea o 

symetrii środkowej (patrz rozdz. 3), to symetrię środkową posiada równie! 

zbiór R , Jednak nie posiada jej Już zbiór warunkowy R |zk dla każdej
O K  o k 1 O

wartości z*. \

f k ng (z ,X ) =k o ok
, , N N\k. d(w , v ).

Jeżeli

1) dla każdego zkeP = n (R ) i każdego x = n (R |zk)o k k ok ok ok x ok1 oz ok
k kistnieje ustalone x takie, że g (z ,x ) = g (z ,2x - x ),s k o ok k o s ok

dxok
X Xok ok

to X = X .ok s
Dowód. Bezpośrednie zastosowanie Lematu 1.

Twierdzenie 13. Jeżeli dla każdego zkeP =n (R ) zbiór warunkowy R Iz* ...... - n V lr rv\r nb I aO k k ok ok* iz
A  1  A « i/ A M \ J r 1posiada symetrię Środkową względem punktu (x , w , v ], to równieżok

k Azbiór Xok = n0kdR0k|z0) posiada symetrię Środkową względem punktu i

funkcja g^(zk,x ) spełnia warunek 1) z Tw.12.k o ok



4. Parametryzacja zbiorów elipsoidalnych

Szczególnym 1 ważnym przypadkiem rozpatrywanych dotychczas zblorOw są 

zbiory elipsoidalne. Dalej będziemy je oznaczać symbolem E(m,M), gdzie 

parametry m, M>0 odpowiadają kolejno środkowi elipsoidy 1 istotnie dodatnio 

określonej macierzy odpowiedniej formy kwadratowej. Wybrane własności 

zbiorów elipsoidalnych zawiera Dodatek p.6.

Zbiory elipsoidalne posiadają dwie własności podstawowe dla 

rozpatrywanego w pracy problemu syntezy praw sterowania. Pierwsza z nich 

polega na tym, Ze założenie elipsoidalnego zbioru T implikuje dla każdego 

keH elipsoidalność zbiorów IR , R |zk , X , drugą jest symetria środkowaok ok1 o ok

szczególnie istotna dla zbioru warunkowego Rok|z* (patrz Tw.13). Pierwszej

z wymienionych własności dotyczy

Twierdzenie 14.
Jeżeli:

1) układ dynamiczny dany Jest w postaci: 

x = Ax + wok+l ok k

z = Cx + vok ok k

gdzie keH i istnieje A*1,

li) T = E(t,T), gdzie t'= [x', w"', y"’ ]eRd, CKIeR“”* , d=n+nN+pN,

to dla każdego keH
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T "1 =

T T -1
r u u11 12

s
ii 12

T T u U
21 22 2! 22

. T12 T , U = U , 21 12 21

U , T e R (i-ic)5c<«1-io r M-»* u T e Rkxk
11 11 12 12 22 ’ 22

oraz macierze G ,H określone są jak w Tw.1,r r

11) R lzk = E(r . , c(zk)R. )ok1 o ok | k k o k | k

gdzie:

r , = r , - R , G . (zk - zk),ok | k ok|o k | k k | k o o

-k-l' -H\k-l' -H\k',r = [X , W , W , V ),ok I o k

—k — —  —w_iZ = P X + P wk \  o «11 12

c (zk) = 1 - (zk - zk)'(U - G'. R , G . )(zk - Zk),k o  o o 22 k | k k | k k|k o o

P = [P . 0] •
12  12

macierze R . , G . , U określone są jak w 1), zaś macierze P , P jak k|k k | k 22 12 «1
w Tw.1.

DowOd. Podstawowa idea dowodu jest prosta i opiera się na tym, Ze dla 

każdego keH zbiór informacyjny R jest wzajemnie jednoznaczny*ok

przekształceniem liniowym zbioru T oraz że "przekrój" zbioru elipsoidalnego 

jest nadal zbiorem elipsoidalnym. Jawne natomiast wyznaczenie zależności

pomiędzy parametrami zbiorów T, R^, R ^|z wymaga złożonych zapisów. Na 

podstawie Def. 1; Tw.1 (kolejno określenie i postać odwzorowania p ), orazok
Tw.D.1 (liniowe przekształcenia zbioru elipsoidalnego) otrzymujemy, że dla 

każdego keH zbiór R =E(m . T ), gdzieok k k
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m = k

Xok
“k-1W
“N\kW =
N\kVf

v
__

i

P P 11 12

P P41 42

X i
“Tc-1W
~N\k-lW
~N\kV

1 ~kV

W powyższym zapisie wykorzystano zmodyfikowane (w stosunku do określonych w 

Tw. 1) postacie macierzy P , P uwzględniające fakt, Ze pewne ich bloki są 

macierzami zerowymi, tj. P = [P , 0], P = [P._. ®3*12 12 42 42

Podobnie, wykorzystując postać odwzorowania (Tw. 1), mamy:

G' H' c C ' G 0 '
r  r 11 12 r

C c H 1_ 0 1 21 22 r

G'U G +2G'U H +H'U H , G'U +H'Ur U  r  r 12 r r 22 r r 12 r 22

U G +U H21 r 22 r

R , G ,k|k k|k

G' , Uk k 22

(5)

gdzie

T =
T T  1 r u U 1l i 12 i i 12

T T u U
21. 22 21 22

oraz odpowiednio do wartości k, T , UiłeR(d k)x(d k>( Tj2, U 2eR(d k,xk,

2̂2' 2̂2eRltXlt’ d=n+nN+PN-
Inaczej, macierze T i U przedstawiamy w postaci macierzy blokowych o 

wymiarach bloków zależnych od aktualnej wartości k. Odpowiednio do tego 

bloki o takich samych wymiarach występują w macierzy określającej zbiór 

i dla wygody dalszych zapisów pierwszy z jej bloków oznaczamy przez

r"! .‘ i



Jeżeli zbiór R =E(ra ,T ), to na podstawie Tw.D.5., p. 6 Dodatek zbićrok k k

warunkowy R |zk jest dla każdego zkeP (Def.6) również elipsoidalny, tj.ok o o k

R |zk=E(r , ,c (zk)R , ),ok1 o okIk k o k|k

gdzie

r , = r , - R i G , (zk - ?), (6)okjk ok | o kjk k | k o o 

— . —  k-l'—  H\k-l'~ H\k' ,r . = [x ,w ,w ,v ],

—k — — V_12 = P X ♦ P V \o 41 1 12

c (zk) = l-(zk - z k)' (U -G' , R . G . )(zk - ik). (7)k o  o o 22 k]k k|k kjk o o

Macierze R , , G , określone są jak w (5). Skalarna funkcja c (zk)k | k k | k k o

modyfikuje "wielkość" elipsoidy E(r . ,R , ). W przypadku zk=zk, c (zk)=lok k kjk o o k o
  ^ k ^ ki E(r , ,c (z )R , )=E(r , ,R , ). Jeżeli natomi^t z nale2y do brzeguok j k k o kjk o k | k k | k  o

zbioru P (Def.6), to c Cz1 )=0 i elipsoida E(r , ,c (zk)R , ) “redukujek l o  ok | k k o k | k

sie" do punktu r kjk-

Jeżeli elipsoidalny zbiór T posiada szczególną orientacje względea

układu współrzędnych x , wN, vK, to zachodzi

Wniosek 5. Jeżeli macierz T określająca zbiór T w Tw. 14 ma postać

T=diag[Xi, W^,.... Ŵ , ,.... V^], to dla każdego keH informacja pomiarowa zk
, —K\k-1 -N\knie wpływa na u ,v

Dowód. Zakładając szczególną, blokowo diagonalną postać 

T=diag IX ,W  W , V  V ). X >0, W , V >0, keH,1 1  « 1  N 1 K Ł

macierzy określającej zbiór I, możemy dokładniej rozpisać postacie macierzy 

Rk]k’ Gk|k wVst;ePuj4cych w (5). Mamy:
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d;a 1d u  d ;1x;‘v d« (v'1)‘5«

D;2x;lDn +5« (v'1)kD«  512x;1512+d;2(v'1)V (h'1)V

o

o

o

o

o

o

(v_1)KNk

G , =k k

D^(V'l)k

D' (V_1)k42
O
o

(8 )

oraz

D,2 ” [V ]' D42 “ [D42'01-
W powyższych zapisach macierzy , R i , G , zastosowano dla uproszczenia

oznaczenia:
-l,k ,, ,..-1(M_1)k = dlagCM”1 łfl), (M'1) ™  = dlagCM^ M'*)

Zbiór warunkowy 

R |zk=E(r . i. ,c (zk)R , ),ok1 o ok I k k o k | k
gdzie parametry r , , c (zk), R , są określone przez wyrażenia (6)-(7) 1ok | k k o  k|k

(5a).

Odnośnie Środka ciężkości r , zauważmy, że w wyniku szczególnejok k

struktury macierzy Gk|k obserwacja zk modyfikuje jedynie dwie pierwsze

składowe blokowe tego wektora, czyli xok|k * w |k 1 u porównaniu z

x, =P x+P w,k"? Składowe blokowe v,pvk nie ulegająk | o 11 1 1 2 | o |o |o

zmianie.

5. R e k u r e n c j a  p a r a m e t r ó w

Wynik zawarty we Wniosku 5 sugeruje, Ze w przypadku szczególnej 

postaci zbioru T parametry warunkowych zbłów stanów R ! zot■ X^mogą b>yć 

wyznaczone rekurencyjnie, Rzeczywiście zachodzi następujące
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i) układ dynamiczny dany jest w postaci

Twierdzenie 15. JeZeli:

x = Ax + wo,k+1 ok k

z = Cx + v ,ok ok k

gdzie keH i istnieje A 1,

li) T = E(t,T),

gdzie
n' n', t = Ix , o ,o ]

T = diag(X ,W  W V  V ), X>0. W,V>0, ieH,1 1  N I  N 1 i ł

to dla każdego ieH

X . = E(x . c (z1) L . ),Ol I I Ol I I 1 o I | 1
gdzie

X . = n (R Iz1)oi 11 X ol ' oOl

oraz pomiędzy parametrami zbiorów X . , X . zachodzą związki:ok I k o,k+1 | k+1

X 1 = X | + L . C' V'1 (z - Cx , ),o,k+1|k+1 o,k+1Ik k+1|k+1 k+1 o,k+1 o,k+l|k

x , = A x .  , x . = x ,o,k+1 I k ok |k ol | o ol

L"1 . = L"1 , + C'v'ł C,k+1Ik+1 k+1|k k+1

L , = A'L . A + W , L , = X ,k+1 I k k I k k 1 10 1

k+1 k —c (z ) = c (z ) + (z - Cx )' (V +CL , C' )
o k o  o,k+1 o , k + l |k  k+1 k+1 j k+1

• (z - Cx . ).o,k+1 o,k+1 | k

Dowód. Przystępując do dowodu Tw. 15 wyznaczymy najpierw zależności

rekurencyjne pomiędzy parametrami zbiorów IR , R i odpowiednioo,k+1 ok *

R0ik+,l<ł’. Rokl2 '̂ Wykorzystamy w tym celu odwzorowanie ęo (Def.3,

Tw.6) określające związek pomiędzy elementami zbiorów R , R .Mamy:
o,k+1 ok
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’ Xok
k-1W

Wk
N\kW
N\k+1V

Vk+1
kZ0

A'1 -A'1

-C

Xok+1
k-1W

Wk
N\kW
N\k+1V

Zok+1
kZo

(9)

Pomiędzy elementami zbiorów IR |zk, IR |zk istnieje związek:o, k+1 1 o ok 1 o

Xok
k-1W

Wk
N\kW
N\k+1V

Vk+1

A"1 -A 

1

-1 Xok+1
k-1W

Wk
N\kW
HMc+1V

Zok+1

( 10 )

lub w zapisie skróconym: 

r
r = Fok

,-1 ok+1

ok+1

Ik kz =E(r , ,c (z )R , ), a jego
' o ok | k k o k ] k

parametry są określone przez (5), (6), (5a).

Dla uproszczenia dalszych zapisów przedstawimy macierz Rk|k (porównaj 

(5a)) w postaci:

\W  = dia* (

L , M ,k k k k

M' | N ,k k k k

, Vf\ (W-111™, (V'1)NMt+\ V"1 )k k+1 ( 11 )

oraz wprowadzimy pomocniczą macierz:
-i

Rr,k|k= dia* ( M' | N ,k k k k

(12)

Wykorzystując odwzorowanie (10) oraz Tw.15 określamy zbiór: 

R „ |zk=E((r' , ,ż' ),c (zk)r , ),o,k+11 o o,k+l k ok k o  k+1 k
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gdzie:

o, k+l  k

o , k+ l  k

= F r
ok j k ’

r'1 , =F‘1 R'l F"1.
k+l |k k | k

+3)

(14)

Rozpisując szczegółowo prawą stronę (14) łatwo sprawdzić, 2e macierz

T . moZe być przedstawiona w postaci:

G
k + l 1k+l k+l

- i/ V
k+l k+l

(15)

gdzie:

' Lk+i k+l
M11

k+l k+l
M12

k+l k+l
- 1

R " 1 . =
p, k+ l |k+ l h “ 'k+l k+l

NU
k+l k+l

N12
k+l k+l

(16)

H 12'
k+l

N21
k+l

N22
k+ik+l k+l k+l  .

G'  =  [ - V ' 1 C , 0 , 0 , 0 , o l ,  
k+ l  [  k+l  J

(17)

(18)

Na podstawie (14) pomiędzy macierzami R , , R , zachodzi
p, k|k p,  k + l I k + l

związek:

R-1

F'1 =

= F '1k+l p R"1 ,P. k | F 'ł<k p
+ B Vr 1 b 'k+l

01<

-A’ 1 ■ ' -c

0 1 0 » B = 0

_ 0 0 1 0

(19)

(20 )

Stosując do (19) wzór na odwrotność sumy macierzy otrzymujemy:

R i = R i - ń .
p, k+ l  k+l  p , k+ l  k k+l  k+l ( 21 )

R , , = F' R I F .p, p+l |k  p pk|k p (22)
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_ . IV t r Dir To r rv i r d i 1B ,I- n , rk+1|k+1 p pk|k p k+1 P pk j k p p p k j k p

Uwzględniając szczegółową strukturę macierzy Rp k|fc mamy:

L , AM . Wk + l I k k | k k

p, k+1 k M' , A' N , 0k | k k I k

(23)

(22a)

L , C' k + 1 | k
M' , A' Ck | k
W C'k

(V +CL I Ck+1 k+1 k ' )'*icL . ,CAM , ,CW ], [ k+1|k k | k kj (23a)

gdzie:

L , = A' L , A + W .k+1 k k k k (24)

JeZeli zbiór 5? Iz = E((r , ,z' ), c (z )r , ), to na pod-o.k+l1 o o,k+l|k ok k o  k+l|k

stawie Tw.D.5 zbiór 

k+1IR: |z’Iłl=E(r i ,c (zkł,)R | ),o, k+11 o o,k+1jk+1 k+1 o k+1jk+1

gdzie

r , =r , - R , G (z -z , ).o,k+1|k+1 o,k+1jk k+l|k+l k+1 o,k+1 o,k+l{k (25)

U szczególności dla pierwszego z wektorów stanowiących kolejne bloki 

wektora r , (jest nim x i ) mamy:o,k+1 k+1 J o.k+1 k+1

x , = x i + L , C'V~l (z -Cx , ).o,k+1 k+1 o, k+1 k k+1 k+1 k+1 o,k+1 o,k+1 k (25a)

Macierz Rkłl|kłl określona Jest postacią: 

R , =diag(R , .W1001, VMMlłl),k+1 k+1 & p, k+1 k+1 (26)

w której R , określa zaleZnośC (21) z podstawieniami ogólnymi (22),p,k+l k+1
(23) lub szczegółowymi (22a), (23a).

Odpowiednio do (25a) ograniczymy się do wypisania zale2noSci dla 

uacierzy Lj(+i|kłi, bowiem tylko ona występuje w (25a). Na podstawie (26) z 

odpowiednimi podstawieniami za R^ k+1|kłl mamy:



Zależność (25) przepisać można również w postaci:

L’1 , = L"ł , + C'V'ł C. (27a)k+1|k+1 k+l|k k+1 '

Warunkiem początkowym dla zależności rekurencyjnych (27) lub (27a) jest

L . = X .i |o i
W charakterze dodatkowego komentarza zauważmy, iż wyrażenie (25)

określa również sposób wyznaczenia ocen w11 , , vk+1, przezk+1|k+1 k+1|k+1 K
A JC.1 1 —  A ’ _  1 _odpowiednią do z modyfikację ocen (w , w' ) , , (v ,v) , , gdzie w,o,k+1 k k|k k|k k

vk są ocenami a priori (porównaj z postacią zbioru T=E(t, T)). Zauważmy
A A ^ j

również, że oceny x , , v , będą równe swoim ocenom a priori, cok+1|k+1 k+1|k+1 r

formalnie wynika ze struktury macierzy R , Gk+1|k+1 k+1
k+1Zależność rekurencyjna dla c (z ) ma postaC:k+1 o

k+1 y — —c (z )=c (z )+(z -Cx | )'(V + CL , C')(z -Cx . )k+1 ° k o  o,k+1 o,k+l|k k+1 k+1|k+1 o,k+l o,k+ljk

(28)

Przypominając, że określone są rekurencyjne zależności dla parametrów 

zbiorów warunkowych

R lzk+1 = E(i- , c (zkłl) R , ), kelHok + l 1 o ok+l|k+l k+1 o k+1 | k+1

ostatnim krokiem tej części dowodu jest wyznaczenie zależności 

rekurencyjnych dla zbiorów ^ok+11 ktj będących rzutami ortogonalnymi zbiorów 

Rok+,l<łl na podprzestrzenie zmiennych Xofc. Na podstawie Tw.D. 3 mamy:

Xok+i|k+, = "xok(E(;ok+,|k+i> Ck+i(zr ł) Rk+i|k+i}) =

= E(Xok+i|k+i> ‘k + i O  Lk+i|k+i} (29)

gdzie x(kłi|kłi określa zależność (25a), zależność (27) lub (27a)
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z warunkiem początkowym cktl ẑ0 ) określa (28). Tyra samym

wyrażenie (27) kończy dowód Tw. 15.

6. Do d a t e k

Deflnlc la D. 1. Zbiór <x: (x - m)'M_1(x - m) s 1} gdzie xeRn, M>0, nazywamy

n-wymiarowym zbiorem elipsoidalnym.

Parametr m określa Środek elipsoidy, pojedyncze rzeczywiste i dodatnie 

wartości własne macierzy M są równe odwrotnoSciom długości półosi 

elipsoidy. Parametry m, M jednoznacznie określają zbiór elipsoidalny, stąd 

stosujemy również, oprócz postaci z Def.D. 1. , zapisy: E(m,M), lub E, jeśli 

nie ma potrzeby jawnego wymieniania parametrów. Zbiór E jest wypukły i 

ograniczony.

Twierdzenie D. 1. Liniowe nieosobliwe przekształcenie y = Ax zbioru E(m,M) 

jest zbiorem E(Am,AMA').

Dowód. Zbiór E(m,M) zgodnie z Def.D. 1. określony jest nierównością 

(x-m)'M~1 (x-m) s 1. Podstawiając x=A_1y otrzymujemy (A 5y-m)'M 1 (A 1y—m)si, 

czyli (y-Am)'A 1 M *A 1(y-Am)sl.

Definlc ia D. 2. Funkcja podpierającą wypukłego i ograniczonego zbioru ZcRn

nazywamy r)(n) = max z'n.
zeZ

Twierdzenie D.2. Funkcją podpierającą zbioru E(m,M) jest

7)(n) = (n'Mn)1/2+n'm.

Dowód, Wychodząc z Def. D. 1 mamy kolejno:

i)(n) = max x'n = max x'n =
xSE (ra, H) (x: (x-m) ’ M (x-m)=l }

= max (x'n + A((x - m)'M ’(x - m) - 1)),
X

gdzie A jest mnożnikiem Lagrange’a. Przyrównując do zera pochodna względem 

X maksymalizowanego wyrażenia otrzymujemy warunek n+2AM 1(x-m)=0, stąd 

x=-(Mn/2A)+m. Wyznaczając z tego samego warunku A, a następnie podstawiając 

równania ograniczeń otrzymujemy 2A=+(n'Mn)1/z. Obliczając dla



wyznaczonych Jak wy2ej x, A Iloczyn skalarny x'n otrzymujemy poszukiwaną 

funkcję podpierającą rj(n).

Definicja D. 3. Rzutem ortogonalnym punktu [x',y']eRn, dlmx=ni> dimy=n,
n

n +n “n na podprzestrzen zmiennych x nazywamy punkt [x' ] eR 1, co 

zapisujemy x^Ux'.y'H = lx']. Rzutem ortogonalnym zbioru ZcRn na

podprzestrzen zmiennych x nazywamy zbiór rzutów każdego z punktów zbioru Z 

na tę podprzestrzen. Zapisujemy:

rr (Z) = X = {x: x = x Ux',y'J)A[x',y']€Z}.
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Twierdzenie D.3. Rzutem ortogonalnym zbioru E(m.M), gdzie m'=[m',m']x y
M M 
11 12

M M
21 22

> 0,

n n n Xn n Xn n Xn
m eR ; m eR r M eR 1 ,1 M =M' eR 1 2, M eR 2 2,x y 11 12 21 22

na podprzestrzen zmiennych x jest 2biór E(m .M^), co zapisujemy

n  ( E ( m , M ) ) = E ( m  ,M ) .X X 11

Podobnie

x (E(m,M)) = E(m ,M ). y y 22

Dowód. Na podstawie Tw.D.2 przy uwzględnieniu m' = [m',m'] oraz ----  x y

M
M Mli

M' M

funkcja podpierająca zbioru E(m,M) ma postaC:

n n n n mX ) = ( X M X )!/2+ X X
n n n n my . y . y y y

Na podstawie Def.D. 2, D. 3 funkcja podpierająca zbioru x (E(m,H)) ma postaC:



Odpowiada jej zbiór Eim^.M^).

Analogicznie, funkcja podpierająca zbioru jry(E(m,M)) ma postaC:

(n' M n )1/2 + n' my 22 y y y

'
* 0
ny

-

i odpowiada jej zbiór Eim^.M^).

Twierdzenie D.4. Jeżeli macierz M z Tw.D.3 Jest blokowo diagonalna, 

to nierówność określającą zbiór ir (E(m,M)) otrzymuje się12 21 X

podstawiając rysO, y=0 w nierówności (Def.D. 1) określającej zbiór E(m,M).

Podstawiając m^ = 0, x s 0, otrzymuje się nierówność określającą zbiór

» (E(m,M)). y
Dowód. Jeżeli M = M' * 0, to   12 21

M'1 =
M n  0

22

zatem zbiór E(m,M) określony Jest nierównością: 

(x-m )'M’1(x-m )+(y-m )'M' (y-m )*1x 11 x y 22 y

Podstawiając râssO, ysO otrzymujemy:

(x-m )'M_1(x-m )ml.X 11 x

Nierówność ta określa zbiór Efm^.M ■) który jest rzutem ortogonalnym zbioru 

E(m,M) na podprzestrzen zmiennych x (por. Tw.D.3);

Beflnlcla D. 4. Niech będzie dany zbiór ZcRn o elementach [x',y'l. Zbiór 

*|y={x: [x,y=const]€Z> gdzie yey(Z) nazywamy Jego zbiorem warunkowym przy 

warunku y. '
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Twierdzenie D. 5. Niech będzie dany zbiór E(m,G-1), gdzie m' = [m',ra']
x y

G =
G G 

U  12

G G 
21 22

> O

m eR \ m eR 2, G eR 1 ł, G = G' eRx y 11 12 21

n xn
G eR , n +n =n. 

2 2 1 2

Dla każdego yen (E(m,G 1))

(E(m, M)) |y = Eirn̂  c(y)Gj*),

gdzie

m = m - G  G (y - m ),
X X U  12 1 y

c(y) = 1 - (y - m )'(G - G G*1G )(y - m ).y 22 21 11 1 2 3 y

Dodatkowo dla yen (Etm.G-1)), 0 a c(y) a 1.y
Dowód. Odpowiednio dla założonych struktur wektora m i macierzy G 

nierówność określająca zbiór E(m, G”1) mo2e byC przedstawiona w postaci:

(x-m )'G (x-m ) + 2(x-m )'G (y-m ) + (y-m )'G (y-m ) a 1.X 11 X X 12 y 1 y 22 y

Traktując y jako ustalone otrzymujemy po prostych przekształceniach:

(xA ^ n Gi2(y - % ))'Si(x- ^ n Gi2(y- ^ ))sl-ty - % )'(G22-G2iGn Gi2^y- V

Na podstawie Tw. D. 3 zbiór n (E(m,G 1)) = E(m ,M ), gdzie ze wzoru na
y y 22

odwrotność macierzy blokowej G mamy:

M = (G - G G"1 G T 1 
22 22 21 11 12

Nierówność określająca zbiór E(m ,M ) ma zatem postaC:
y 22 r

( y - my)/(G2 2 - G21GU  Gł 2 ) ( y - V S l

czyli c(y) a 0. Równocześnie, ponieważ z założenia G>0, również G_1>0 i

( y  -  m y ) , ( C 22 -  G 21 G il G 1 2 H y  - “ y } "  °-

Lacząc powy2sze nierówności otrzymujemy 0 a c(y) a 1 .
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INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA

Ograniczony i mierzalny w sensie Lebesgue'a zbiór T charakteryzuje a 

priori zmienne niepewne. Porządek w rodzinie zależnych od praw sterowania 

obrazów zbioru T implikuje porządek w zbiorze praw sterowali i pozwala na 

wybór optymalnego prawa sterowania. Jedna z możliwych jest relacja porządku 

zgodna z porządkiem naturalnym w zbiorze agregat macierzy drugich momentów 

zbioru L ¡będącego obrazem zbioru T według danego odwzorowania zależnego od 

praw sterowania. Minimalizacja względem praw sterowania agregattf macierzy 

drugich momentów odpowiada dążeniu do uzyskania dobrze skupionego zbioru L. 

Jeżeli za L przyjąć zbiór Informacyjny typu S(to przy ustalonym zbiorze T i 

liniowym modelu prawa sterowania wpływają na kształt zbioru S, a tym saunym 

na agregatę drugich momentów, nie mają natomiast wpływu na objętość tego 

zbioru.

1- Od w z o r o w a n i e p o d s t a w o w e
N K

Definicja 1 Odwzorowanie ccR1 R 4 przekształcające zbiór TcR na zbiór 
N

l=a(T)={l=a(t)|teT}cR 4 nazywamy odwzorowaniem podstawowym.

Przypominając, Ze zbiór T stanowi informację a priori o zmiennych 

niepewnych wymagamy, by zbiór L będący jego obrazem w odwzorowaniu a 

posiadał pożądane własnoSci lub był optymalny w sensie porządku przyjętego 

w rodzinie £ zbiorow L (patrz p.2).



Odwzorowanie a jest złożone i zależy zarówno od modelu pomiaru, jak

również od praw sterowania i struktury informacyjnej. W pracy ograniczono

sie do problemu poszukiwania optymalnych praw sterowania przy danym modelu

obiektu, danym modelu pomiaru i ustalonej strukturze informacyjnej.

Elementami zbioru 1 ogólnie mogą być dowolne funkcje wektorowe

argumentów xW+1,uN. W przypadku funkcji liniowych elementami lei są

przykładowo xN+1, xNłl, (xN+1',uN'), (xN+1Mc', u1̂ 1' 1, OsksN+l, OslsN. Zbiór

L może być również tożsamy ze zbiorem S lub IR i w takim przypadku JegoK N
N Nelementami są (s , z ) lub (r ,z ) (patrz rozdz.3, 4). Zbiór L może byC też N N

rzutem ortogonalnym zbiorów S lub R na dowolnie wybrane podprzestrzenieN N
N Nzmiennych (s .̂z ) lub (r^.z ).

Niejawnie odwzorowanie a określa następujący układ równah:

a(t)=0(t,uH )
U

u , =u , (2 d } ieHu (1)Zl

z j = h i(tDt; uD >• tj uJ

gdzie IĤ , Ĥ , są horyzontami odpowiednio zmiennych niepewnych, sterowań 

i pomiarów, D cH , D clH , D cH ich podzbiorami, t=t . Odwzorowanie 8,t t u u z z  Ht
prawa sterowania u(, ieH^ oraz model bezpośredni hj, jeH są dane.

W przypadku szczególnym układ określający odwzorowanie a może mieć 

postaC:

a(t)=0(t,u")

u, =u (z1) ielH ={1....N} (2)l I U
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z =h (tJ,uJ"1) JeH ={1.... N>.
J J Z

Postać (2) można otrzymać z (1), przyjmując H={1,...,N}
t

D t l = { 1  J > -  J£N. H ={1.... N}, D =(1 j - l h  H  = ( 1 .... N},'ŁJ U uJ Z

V {1.... i}-



Zakładamy, 2e układ funkcji 

u =u (z ) lelHi i D u
Zl (3)

z =h(t uD ) j *
ŁJ uJ

EOżna przekształcić do postaci:
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u =g (t) i«=IHi ł  U
(4)

W przypadku szczególnym, jeżeli rozpatrywany układ ma postać 

u =u (z1) ie(H ={1.....N}l i U

z =h (tJ,uJ_1) JeH ={1,....N},J J Z
to przekształcenie takie można zawsze wykonać przez następujące

postępowanie rekurencyjne. Dla j=l mamy z =h (t1 )=z (t1)( co po podstawieniu

doprawa sterowania u daje u^Uj (hi (t1) )=gl (t1). Wykorzystując otrzymany
2  1 2wynik możemy dla j=2 napisać zz=h2(t ,gi(t ))=z2(t ), a następnie

u=u (z (tl),z (t2))=g (t2). Takie postępowanie powtarza się dla j=3 N.
2 2 1 2  2  t
Ostatecznie otrzymujemy układ:

u, =g,(t‘) ieH ={1.....Nłi l U

Zj =zj(tJ) jeHz={l.....N}.

Jawną postaC odwzorowania ot w zmiennych pierwotnych t określa 

następujący układ:

a(t)=|3(t,u )H
(5)

idzie Ĥ , są horyzontami odpowiednio zmiennych niepewnych 1 sterowań, 

oraz odwzorowanie p i prawa sterowania g(, są dane.



Oznaczając 

(t-8„ <t)=y t).
U

B=<xq (T),
p

moZemy zilustrować odwzorowanie a określone układem (5) za pomocą 

diagramu przedstawionego na rys. 1.

- 136 -

L <- B

a=p»a
P

Rys.l. Diagram odwzorowania a wyrażonego przez odwzorowania a i pp
Fig. 1. Diagram of the mapping a expressed by mappings oc„ and 0p

W rozpatrywanym przypadku odwzorowanie a. zależy od bezpośrednich prawp
sterowania g , ieH .1 U

Dla danych praw sterowania u ^ u ^ z 1), ieH={l N}, danego modelu

bezpośredniego i ustalonego ieH określone są wzajemnie jednoznaczne 

odwzorowania informacyjne |i(t p( (patrz rozdz.3( 4). Przykładowo many 

t=p('(s^ z1), a w szczególności dla i=N, t=p’ł (ŝ , zH).

Jawną postać odwzorowania a z wykorzystaniem zmiennych wtórnych 

(s^.z ) określa następujący układ:

a(t)=0(p'1(sN,z’,).uN) 

U)=ui(z1)

(s^z1 )=m ł (t),

(6)

gdzie H-{ 1 N}, oraz dane są odwzorowania 0, p i prawa sterowania

IeH.

Oznaczając

('iHl(V zN)-uN)=a0p(V z’')'



gdzie u ̂ Ujiz1), IeH, możemy zilustrować odwzorowanie a za pomocą diagramu 

przedstawionego na rys. 2.
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a„ oc=0o(X- op 0p ^  0p ^

H

Rys. 2. Diagram odwzorowania a wyrażonego przez odwzorowania 0, a^, p 

Fig.2 . Diagram of the mapping a expressed by mappings 0, a , p

W rozpatrywanym przypadku odwzorowania p, zależą od wyboru praw

sterowania u , IeH .1 u

Wykorzystując odwzorowanie p( mamy t=p[l(rjtz1).

Jawną postać odwzorowania a z wykorzystaniem zmiennych wtórnych (r̂ , z*) 

określa następujący układ:

a(t)=p(p^l(ri>zi),ul)

(z1) ieH (7)

(r[, z1)=pi(t),

gdzie H={1 N> oraz dane są odwzorowania 0, p  ̂ i prawa sterowania ujf

ieH.

Oznaczając

(p '(s .z'l.u1)^. (r ,zl), i i  pp i

gdzie ui=uj(zl), ielH, mo2emy zilustrować odwzorowanie a za pomocą diagramu

przedstawionego na rys. 3.
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L <-

a„ a=p«a„ op
Pp Pp k

Rys. 3. Diagram odwzorowania a wyrażonego przez odwzorowania p, a„ , ppp k
Fig.3,. Diagram of the mapping a expressed by mappings p, a„ , ppp k

W rozpatrywanym przypadku odwzorowania p^ zaletą od prav

sterowania û , ieH.

2 . P o r z ą d e k  w  r o d z in ie  z b io r ó w  l

Dane odwzorowanie podstawowe a, przykładowo o postaci:

cc(t)*=p(t,u )H

ieH

gdzie odwzorowanie p i funkcje g^, ieH są ustalone, przekształca dany 

zblor T na L, tj. a(T)=L.

Obecnie uzmlennlając funkcje g^t), ieH^ będziemy pisać:

<x(g )(T)=L(gu ).n HU U

Ustalenie porządku w rodzinie £ zbiorów IL indukuje porządek v 

przestrzeni funkcji gH odpowiednio do implikacji:

u u
(8)

i pozwala na sformułowanie problemu wyboru optymalnych funkcji gH .



Jedną z możliwych jest relacja porządku zgodna z porządkiem naturalnym 

agregat macierzy drugich momentów zbioru L.

Ogólnie macierz m2 dla zbioru L może byC w zapisie blokowym 

przedstawiona w postaci:
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3. Pr z y k ł a d

r r  M11 M 1 12 X r w1 11 M’ 1210 2 m m  =
M21 M22 U

(x’,u’]
M’12 M’22

dt, (9)

gdzie

M =
M M 

11 12

M M
21 22

jest ortonormalną macierzą obrotu.
2 2 Oznaczmy przez £ (m ) sume elementów macierzy m .

Many

m°£(m ) =
• r mii M I 12 ' J J ’ r mi i

M 112 X ‘
= [x’,u’] dt,
• M21 M22 J J M21 M22 U

gdzie J Jest macierzą, której wszystkie elementy są równe 1. 

Jeżeli macierz M wybraC tak, że:

M M l " J J ' M M l11 12 11 12

M M M M
21 22

-1“> 2! 22
= diag [P,Q] ( 1 0 )

oraz oznaczyó:

P = diag [ P  P ],& i' h»i

Q = diag [Qt Q̂ ],

to zachodzi
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m° £ (m2) = ra°q. (11)

Kontynuując geometryczną interpretacje przyjętego kryterlus

optymalnoSci moZna stwierdzić, Ze minimalizacja tego kryterium względea

praw sterowania u , (zk), keH odpowiada dążeniu do uzyskania "dobrzek
skupionego" zbioru L.

i
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WYBRANE PROBLEMY SYNTEZY PRAW STEROWANIA

Przedstawione w rozdziałach 1-5 pojęcia i własności trzech podstaw­

owych typów zbiorów informacyjnych T, S, IR umożliwiają formułowanie i roz­

wiązywanie zadań syntezy praw sterowania w warunkach miepewności ograniczo­

nej dla dyskretnych modeli dynamicznych określonych w przestrzeni stanu 

zarówno dla jednowymiarowego; jak wielowymiarowego argumentu, modeli 

bezpośrednich, klasycznej i nieklasycznej struktury informacyjnej oraz 

wybranej relacji porządku w zbiorze obrazów zbioru T. Analityczne rozwiąza­

nia problemu syntezy praw sterowania Istnieją dla modelu liniowego względem 

sterowań, klasycznej struktury informacyjnej oraz porządku naturalnego w 

zbiorze agregat drugich momentów obrazu zbioru T.

1. P r o b l e m  1

Model w zmiennych stanu. Centrowany zbiór T. Zawierająca się struktura 

informacyjna.

Sformułowanie problemu 1 

Zakładamy, 2e:

i) dyskretny, stacjonarny układ dynamiczny podlegający sterowaniu w 

horyzoncie H ma postać:

( 1. 1 )



gdzie keH = {1.... N), xfc, ŵ eR", u^eR“, ẑ , vkeRp,

AeR"*", BeR11™  CeRpxn oraz istnieje A *,

ii) wartości zmiennych ^ »w ,y dla k e H  nie są znane, wiadomo jedynie, Ze 

nale2ą do danego w przestrzeni zmiennych t = (xi(wM,vN) ograniczonego i 

mierzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru T c Rd, gdzie d=n+nN+pN, oraz dla 

każdego keH zachodzi:
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Rok

R
ok

Wk drok = °* (1'2)
kZ

x M w dr =0, (1.3)ok k ok v x , ° '
kZ

gdzie (patrz rozdz.4 Def.l) Jest obrazem zbioru T poprzez wzajemnie

Jednoznaczne liniowe przekształcenie p , zaS F |zk (patrz rozdz.4 Def.5)
ok o k1 o

Jest "przekrojem" zbioru R ustalona wartością zk. Macierz MeRnx” w
ok o

warunku (1.3) Jest dowolna, indeks "o" informuje, Ze zapis dotyczy układu 

dynamicznego, w którym dla keH û  = 0.

lii) wartości sterowań û  są funkcjami pomiarów zN, gdzie argumenty 

poszczególnych funkcji (praw sterowania) definiuje przyporządkowanie 

Informacyjne (patrz rozdz. 1 Def.l). Zakłada się zawierającą strukturę 

informacyjną. Najprostszymi prawami sterowania tworzącymi taką strukturę z 

modelem (1.1) są:

Uk =  Uk ^zl<** k € H’ U .  4 )

iv) kryterium optymalnoSci ma postać:

V x k . i ' V  d t - n . 5 )

k = H

< - * ;  Z . im <—  ik = l I  

gdzie dla keH:
* r

l = x P x + u Q u .  f l 6 )k k*l k.l k-l k k̂ V
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m° = Jd t, (1.7)

Q > 0. P a 0, (1.8)k k+l

v) zadanie syntezy polega na znalezieniu dopuszczalnych praw sterowania
• V *ûfz ), ke!H, takich, Ze odpowiadająca im wartość kryterium q jest 

alnimalna.

Podstawowy rezultat uzyskany przy zastosowaniu metody zbiorów 

Informacyjnych typu R przedstawia następujące

Twierdzenie 1.1. Jeżeli spełnione są założenia i)-lv) wymienione w 

sformułowaniu problemu 1, to optymalne prawo sterowania dla każdego keH 

określone jest zależnościami:

u* = -(Q + b 'k B)"1 B* K A x ,k %  k+l k+l k

x = x dr / dr ,k J k k J k’

R lzk R |zkk 1 k 1

K = A (K - K B(Q + B^K B)'1 B K  ) A + Pk k+l k+l Uc k+l k+l k

K = P .N+l N+l

Dodatkowo
*. — a

x = x + ) Ak_1_1 B u ,
k  - L  1

x =ok

Rok

x dr /  ok ok

Zk Ro ok

drok
kZ

Dowod. Dowód Tw. 1. 1 Jest w swej strukturze podobny do dowodu twierdzenia o 

sterowaniu stochastycznie optymalnym w problemie LQ tj.:

t) pierwotny problem minimalizacji względem funkcji (praw sterowania) 

Przekształca się do problemu optymalizacji parametrycznej względem wartości 

tych funkcji,



li) znajduje się rozwiązanie jednoetapowego problemu optymalizacji przy 

założonej funkcyjnej postaci kryterium ,

iiijpokazuje się prawdziwość założonej postaci funkcyjnej również dla 

oraz niezależność "reszty" od wcześniejszych wartości sterowań.

Przekształcenie do problemu optymalizacji parametrycznej.

Przyjęte kryterium optymalnosci zgodnie ze sformułowaniem ma postaC:

N

q ' I  -4L— ‘ mk = i
1 (x , u )dtk k+l k

W każdej z całek będących składnikami powyższej sumy dokonujesj 

odpowiedniej zmiany zmiennych połączonej z odwzorowaniem zbioru I w zbiói 

¡R̂. Na podstawie Tw. 5 i Wniosku 3 z rozdziału 4 mamy:

N

- ■ I  4 -kk = 1
1 (x , u )dr dzk, (1.9,k k+l k k ’ ‘

IRk

gdzie a = |detA’kłl| m .k o
Dalej, korzystając z twierdzenia o całce iterowanej możemy przekształcić 

(1.9) do postaci:



Na podstawie (1.10) minimalizacja kryterium q względem funkcji uk=uk(zk), 

keH, sprowadza się do rekurencyjnej minimalizacji względem wartości tych 

funkcji odpowiednich sum częściowych występujących w prawej stronie 

wyrażenia (1.10). Mamy:

r
-1= a mini u

i ■ R 1i

V x2*u1)dri

+ a min
u

- , k-l k. Iz U i

1 (x , u )dr + .. .Ic k+1 k k

’ '

+ a"1 N min
u

1 (x ,u )dr N M+l N H
N

dz ... N dz ...k dz . (1.11)

Z |zN

Wyrażenie (1.11) kończy pierwszą fazę dowodu poświęconą przekształceniu 

Problemu optymalizacji funkcyjnej do optymalizacji parametrycznej.



Jednoetapowy problem minimalizacji 

Zakładamy, Ze wyrażenie:

q = a Mk k 1 (x , u )dr + k k+1 k k
R I zk

p ■ P

. k+2Iz

-1... aN
Z "H

min 

z"“1 Un R

1 (x ,u )dr dz . . . N N+l N H W
i N
1

dzk+1

( 1 . 12)

podlegające w (1.11) minimalizacji względem û , przy uwzględnieniu, ź! 

1 (3C ,U ). ieH, są dodatnio określonymi formami kwadratowymi zmiennyck 

(xiłi,ui), może być przedstawione w postaci:

-iq = a Mk k (x' K x + u'Q u )dr + ek+l k+1 k+1 k k k k k

Rk'Z

(1.13)

gdzie e jest niezależne od u oraz K >0. k k+1
Łatwo sprawdzić, Ze dla k=N jest to słuszne i w tym przypadł» 

, > 0 oraz e„3 0 Jest niezależne od uH. Zatem dla indukcyjnegoN+1 N+1 N

dowodu słuszności (1.13) dla każdego kelH wystarczy pokazać, Ze założona 

postać (1.13) Implikuje analogiczną postać qk-l
Wyrażenie q^ podlega minimalizacji parametrycznej względem û . Fora 

kwadratowa zmiennej û  otrzymana w wyniku podstawienia za  ̂ równania 

stanu jest dodatnio określona, stąd wartość u* , dla której przyjmuje ona 

minimum globalne, znajdujemy przyrównując do zera Jej gradient względem 

Mamy kolejno:
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Cl. 14)

Kożna pokazać, 2e na podstawie założeń odnośnie do zbioru I przyjętych w

sformułowaniu oraz związków między zbiorami T, R , ¡R , zachodzi:k ok

Zerowanie się w (1.14) składników (1.15), (1.15) zachodzące przy spełnieniu 

założeń przyjętych w sformułowaniu problemu 1 powoduje uproszczenie 

rozważań i wynikowych wzorOw określających prawa sterowania.

Obliczając pochodna prawej strony (1.14) względem û  i przyrównując ją 

do zera otrzymujemy:

(1. 15)

R | zk
k

(1.16)
k

Rzeczywiście, na podstawie Tw. 10 z rozdziału 4 mamy:

Podobn ie

k

ok o



Podstawiając (1.17) do (1.14) otrzymujemy:

a q = k k (x'A'K Ax -2x'A'K B(Q+B'K B)~łB'K Ax +k k+l k k k+1 k+1 k+1 k
R |zkk

+ x'A'K B(Q+B'K B)_1B'K Ax +w'K w )dr +e , (1.21)k k+1 k+1 k+1 k k k+1 k k k

co kończy fazę dowodu nazwaną jednoetapowym problemem optymalizacji. V

fazie tej wykorzystaliśmy założoną postać funkcji co pozwoliło na
* kokreślenie optymalnego prawa sterowania u^(z ) (1.17) oraz odpowiadającej

mu postaci (1.21).

Wyznaczenie postaci funkcyjnej dla q̂

Odpowiednio do struktury wyrażenia (1.11) mamy:
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+ 2u'B'K w + 2x'A'K w +k k+1 k k k + 1 k

+ u' (Q +B'K B)u + w'K w )dr + e k k k+1 k k k+l k k k (1. 14)

Można pokazać, Ze na podstawie założeń odnośnie do zbioru I przyjętych w

sformułowaniu oraz związków między zbiorami T, IR , !R , zachodzi:k ok

u'B'K k k+1 w dr s 0, k k

Rlz
k

x'A'K w dr k k+1 k k 0.

(1.15)

(1.16)

Rlzk

Rzeczywiście, na podstawie Tu.10 z rozdziału 4 mamy:

w drk k w dr = 0k ok

R, Izk R Izok o

Podobnie

x'A'K w dr = p'A'K k k+1 k k r l k+1 w dr +k ok

R Izk R |Z~ ok o

x' A'K w dr =0.ok k+1 k ok

K |Zk ok o

Zerowanie się w (1.14) składników (1.15), (1.16) zachodzące przy spełnieniu 

żałoZen przyjętych w sformułowaniu problemu 1 powoduje uproszczenie 

rozważań i wynikowych wzorow określających prawa sterowania.

Obliczając pochodną prawej strony (1.14) względem û  i przyrównując ja

do zera otrzymujemy:
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B'K A k+l x dr + (Q + B'K B)u k k k k+1 k dr = 0  k
Rlzk R  Izk

Stąd

u' = -(Q + B'K B)~łB'K Ax , k k+1 k+1 k (1.17)

x dr , k k
IR 12 k

dr ,k
Rlzk

(1.18)

(1.19)

x = x /b .k k k (1.2 0)

Podstawiając (1.17) do (1.14) otrzymujemy:

a q kMk (x'A'K Ax -2x'A'K B(Q+B'K B)_1B'K Ax + k k+1 k k k+1 k+1 k+1 k
R IZk

+ x'A'K B(Q+B'K B)_1B'K Ax +w'K w )dr +e ,k k+1 k+1 k+1 k k k+1 k k k (1.21)

co kończy fazę dowodu nazwaną jednoetapowym problemem optymalizacji. V 

fazie tej wykorzystaliśmy założoną postać funkcji co pozwoliło na

określenie optymalnego prawa sterowania u^fz11) (1.17) oraz odpowiadającej

mu postaci qk (1.21).

Wyznaczenie postaci funkcyjnej dla qk-l

Odpowiednio do struktury wyra2enia (1.11) mamy:

-ia = a k-l k-i 1 (x ,u )dr +k-l k k-l k-l
R | zk-l
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q dz Mk k ( 1 . 2 2 )

V Z

Ponieważ 1 (x ,u ) jest z założenia formą kwadratowa zmiennych x ,u ,k-l k k-l K 1
to głównym zadaniem jest przekształcenie drugiego składnika sumy do takiej

samej postaci, jaką ma składnik pierwszy.

W tym celu podstawiamy w (1.21):

X = X - X + X , k k k k

M = A'K B(Q + B'K B)"łB'K Ak k+1 k+1 k+1

Mamy kolejno:

a qk k x'A'K Ax dr = k k+1 k k (-2(x -x +x )'M x, +k k k k k
Rlz"k IR z k

+ (xk_xk+xk)'Mk(V V xk) + wiKk+iwk)drk + ek '

(-2x'M x +2(x -x, )'M x + x'M xk k k  k k  kk k k k
R l zk

-2(xk-xkr M kxk + (V xk),Mk(xk-xk5 + w'Kk+iwk)drk +

+ e = ' k -x'M x dr +k k k  k (x -x )'M (x -x )dr +k k k k k  k
R |zk R I zk

w'K w dr + etk k+1 k k k
R |z k

Oznaczając

X = X - x , k k k



x'A'K B(Q+B'K B)~łB'K Ax drk k k+1 k+1 k+1 k k
R. Izk

otrzymujemy:

a q = kMk x'L x dr + e , k k k k k

L = A'(K - K B(Q + B'K B)_1B'K )A.k k+1 k+1 k+1 k+1

Obecnie należy wykonać odpowiednio do (1.22) 

strony wyrażenia (1.24) względem ẑ  po zbiorze Z^lz*'1 

Wniosku 4 z rozdziału 4 mamy:

r ' _
• -1q dz = ak k k

k-l

x'L x drk k k k
k

dz + k

+ a-i e dz = ak k k-l

V 2

x'L x dr + k k k k-l

Rk-,12

e dz . k k

zk12

Oznaczając

(1.23)

(1.24)

całkowanie pierwszej 

. Na podstawie Tw. 9 )

(1.25)
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otrzymujemy ostatecznie:

v =a
-1 

1 'k-l (x' (L +P )x +u/ Q u )dr +e k k k k k-l k-l k-l k-l k-l
IR |z k-l

(1.27)

czyli

K = A'(K , - K B(Q + B'K B)'lB'K )A + P .k k+1 k+1 k+1 k+1 k
K = PH+l N+l

Otrzymana postać (1.27) posiada taką samą strukturę Jak (1.13).

Na zakończenie tej fazy dowodu pokażemy, że reszta e^ nie zaleZy od 
k—1żadnego ze sterowań u . W tym celu powróćmy do wyrażenia (1.23) z 

uwzględnieniem (1.26), analizując kolejno składniki sumy określającej e^ . 

Maimy:

1) ê dz, składnik ten na podstawie Tw.11 rozdz.4 moZe być przekształcony
— i m.— x
k

do postaci k-l k-le dz , w której zbiór Z |z nie zależy od u , zaśk ok ok o
1 J zok o

ek nie zależy od u z założenia,

2) drugi ze składników przekształcamy następująco (Tw.9, Wniosek 4 z 

rozdziału 4):

w'K w dr dz = det Ak k+1 k k k ' 1
z Iz1'1 R Iz*k k

w'K w drk k+1 k k-l
R Iz k-l

detAl w'K w drk k+1 k ok-l
R Izok-1 o

co pozwala na stwierdzenie jego niezależności od u

3) w ostatnim składniku różnica x =x -x nie zaleZy od u , skąd nak k k
podstawie Tw. 10 1 Tw. 11 z rozdziału 4:
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’

x'M x drk k k k dz

lzk'ł Rk
kZ

’

x' M x drok k ok ok

Iz“"1 IROk
k2o

•

x' M x drok k ok ok

Iz1“"1O ok
k2o

dz

dz v- ok

skąd cały składnik nie zależy od u
k-1Czynniki a , a mają wartości liczbowe i nie zaletą od u k k-1

k-1Ostatecznie e nie zależy od u , co kończy ostatnią faze dowodu. 

Dla dowodu zależności

x = x + y  Ak'1_1 B u (z1)k °k L s  i

x dr /ok ok

R |zkok o

dr

R Izok o

wystarczy wykorzystać określenie:

x =k x dr /k k

R Iz*k Rklz

a następnie na podstawie Tw.10 z rozdziału 4 podstawić 

R |zk = p (zk-1) + R |zkk 1 o o

x k = Xok +



gdzie

p^z“'1) = ^  Ak'1_1 B u^z1). 
i=i

Dyskusja rozwiązania problemu 1

Zauważmy, że w uzyskanym rozwiązanu ma miejsce odpowiednik twierdzenia 

o podziale, optymalne sterowanie w chwili k Jest liniową funkcją środka 

ciężkości warunkowego zbioru informacyjnego, do wyznaczenia środka 

ciężkości niezbędny jest "pełny" warunkowy zbiór Informacyjny Rklzk. wys­

tarczy jednak (jeśli jest to swobodny warunkowy zbiór informacyjny Iz*. 

Jeżeli zbiór I jest elipsoidalny o osiach równoległych do osi układu 

współrzędnych,to wyznaczanie środka ciężkości prowadzić można rekurencyjnie 

według zależności przedstawionych w rozdziale 4 p.5.

2. P r o b l e m  2

Model w zmiennych stanu. Niecentrowany zbiór T. Zawierająca się 

struktura informacyjna.

Sformułowanie problemu 2

Zakładamy, że:

Ddyskretny, stacjonarny układ dynamiczny podlegający sterowaniu w 

horyzoncie H ma postać: 

x =Ax +Bu + w
kłl k “ k (2.1) 

z k =Cxk+ v k

gdzie ksH = ( 1 , . . .  ,N } ,x k ,wkeRn, ukeR", z k, v keRp,

AeRnxn, BeRnx“‘ CeRpxnoraz istnieje A"1,

ii) wartości zmiennych x1>wlt>vk €̂lH n^e znane, wiadomo Jedynie, że
M Nnależą do danego w przestrzeni zmiennych t**(x ,w ,v ) ograniczonego i 

mierzalnego w sensie Lebesgue‘a zbioru TcRd, gdzie d=n+nN+pN,
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k-1



iii) struktura informacyjna jest zawierająca się, najprostszymi prawasl 

sterowania dla tej struktury są:

u = u (zk), kelH (2.21k k

iv) kryterium optymalności ma postać:
k = N

= — o Y. I  v jw v d t - <2-3>
m t i  T 

gdzie dla kelH

fdt, (2.41

Q. > 0, (2.5)k

P , Ł 0, (2.6)k + 1

* kv) zadanie syntezy polega na znalezieniu praw sterowania u (z ), kcH,k
•takich, że odpowiadająca im wartość kryterium q jest minimalna.

W pracy do rozwiązania problemu zastosowano oryginalną metodę zbiorów 

informacyjnych typu R. Polega ona na przekształceniu zbioru I danego w 

przestrzeni zmiennych (x],wN,vN) w zbiory Rk, dane dla kelH odpowiednio w
N N\k kprzestrzeniach zmiennych (*k,w ,v , z ). Dzięki temu zadanie minimalizacji 

względem funkcji u^(z ), kelH może byc sprowadzone do zadania minimalizacji 

wzgledem wartości tych funkcji, przy ustalonej wartości zk, kelH.

Ustalonej wartości zk odpowiada warunkowy zbiór informacyjny Rjz\ 

Niezależność "kształtu" tego zbioru od sterowań uk 1 jest podstawową 

własnością umożliwiającą otrzymanie prawa sterowania w postaci liniowej 

funkcji "oceny” stanu.

Podstawowy rezultat przedstawia następujące 

Twierdzenie 2. 1. Jeżeli spełnione są założenia i)-v), to optymalne prawo 

sterowania dla każdego kelH określone jest zależnościami:
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d =(1 - K'XPJ c ,11 k k k

Dodatkowo

k-1
Y" »k-1-1 r, x = x  + ) A B uk Ok i ’ Xok drok
1=1

Dowód Tw.2.1 jest podobny do dowodu Tw.1.1 1 składa się z

następujących etapów

I) pierwotny problem minimalizacji względem funkcji (praw sterowania) 

przekształca się do problemu optymalizacji parametrycznej względem wartości 

tych funkcji,

II) znajduje się rozwiązanie jednoetapowego problemu optymalizacji przy 

założonej funkcyjnej postaci kryterium q̂  ,

iii) pokazuje się prawdziwość założonej postaci funkcyjnej również dla l 

Istotną częścią tej fazy dowodu jest pokazanie niezależności "reszty“ od 

wcześniejszych wartości sterowań.

Przekształcenie do problemu optymalizacji parametrycznej

Przyjęte kryterium optymalności zgodnie ze sformułowaniem ma postać:

H każdej z całek będących składnikami powyższej sumy dokonujemy

N

T



odpowiedniej zmiany zmiennych połączonej z odwzorowaniem zbioru T w zblor

R̂ . Mamy:

n

I i 1 (x ,u )dr dz ,k k+1 k k
(2.7]

gdzie a^ldet A kłl I m°.

Dalej, korzystając z twierdzenia o całce lterowanej mcżemy przekształcić 

(1.7) do postaci:

q = a. 1 (x , u )dr dz + ... + a,1 2  1 1 1  k M Xl. .•UJ dr1,dZ + •••k k+1 k k

P IR |zi i P R |z k k

+ a 1 (x , u )dr dzN = a 1H H+l N K 1

P R ‘ N N
HZ fi V

1l(X2>Ul)dridZl

+ a 1 (x ,u )dr dz .. . dz + ...k k+l k k k 1 .

Z Z Iz“'1 R |zk1 k k

1 (x ,u )dr dz .. . dz .N N+l N N N 1
( 2.8

Z Z |zH'1 R iz"1 H H
, k.Na podstawie (2.8) minimalizacja kryterium q względem funkcji uk=ukU  J, 

ke!H sprowadza się do rekurencyjnej minimalizacji względem wartości tych 

funkcji odpowiednich sum częściowych występujących w prawej stronic 

wyra2enia (2.8). Mamy:
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-1+ a min 1 (x ,u )dr dz ... dz . .. dz (2.9)N u N N+l N N N k i
N-l N ‘ IR " NZ

ZH z N

Wyrażenie (2.9) kończy pierwszą fazę dowodu poświęconą przekształceniu 

problemu optymalizacji funkcyjnej do optymalizacji parametrycznej.

Jednoetapowy problem minimalizacji

Zakładamy, że wyrażenie:

1 (x , u )dr +k k+1 k k
R Iz"k

+ a min
u

1 (x , u )dr dz ... N N+l N H H

Z |zk + 1
_ , H-l _ , H
V z V z

dz ( 2 . 10)

podlegające w (2.9) minimalizacji względem û , przy uwzględnieniu. Ze 

l)(xi j.u ), ielH są dodatnio określonymi formami kwadratowymi zmiennych 

^ ^ j.Uj), może byC dla każdego keH przedstawione w postaci:

q = a Mk k (x +d )'K (x +d )+ u'Q u )dr + ek+1 k+l k+1 k+1 k+1 k k k k pk
Iz

(2.11)

gdzie e , d są niezależne od u , K >0.6 pk k+1 k+1
Łatwo sprawdzić, że dla k=N jest to słuszne i w tym przypadku

K =P >0 oraz e sO ,d =0 są niezależne od uH. Zatem dla indukcyjnego N+l H+l N N+l
dowodu słuszności (2.11) dla każdego kelH wystarczy pokazać, że założona 

postać (2.11) implikuje analogiczną postać .

Należy w tym celu odpowiednio do (2.9) :i) wykonać parametryczną

minimalizację wyrażenia (2.11) względem û , ii) obliczyć q^ odpowiadające
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znalezionemu , lii) wykonać całkowanie po zbiorze Zk|z względei 

zmiennej ẑ , iv) wyznaczyć postać wyra2enia q .

Forma kwadratowa zmiennej otrzymana w wyniku podstawienia w (2.11)

której przyjmuje ona minimum globalne, znajdujemy przyrównując do zera jej 

gradient względem û . Zauważmy rownieZ, Ze minimum formy kwadratowej (2.11) 

względem xkłj jest przesunięte o “dk+1 względem początku układu 

współrzędnych lub inaczej w formie tej występują wyrazy liniowe zmiennej 

x • Mamy kolejno:

za xkłj równania stanu jest dodatnio określona, stąd wartość u* , dla

k

( 2 . 12)

gdzie :

(2.13)

Obliczając pochodną prawej strony (2.12) względem û  i przyrównując ją do 

zera otrzymujemy:

dr = 0.k (2.14)
k k

Stąd:

(2.15)

k k

(2.16)

k k

(2.17)



Podstawiając (2,15) do (2.12) otrzymujemy:
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aA = (x +c )A'K A(x +c )-2(x +c )A'K B(Q+B'K B)~lB'K A(x +c )+ k k k+1 k k k k k+1 k+1 k+1 k k

+ (x,+c)A'K B(Q+B'K B)"łB'K A(x+ć))dr+e ,k k k+1 k+1 k+1 k k k pk (2.18)

co kończy fazę dowodu nazwaną jednoetapowym problemem optymalizacji. W 

fazie tej wykorzystaliśmy założoną postać funkcji q̂  co pozwoliło na
* kokreślenie optymalnego prawa sterowania u^(z ) (2.15) oraz odpowiadającej

«u postaci qk (2.18).

Ifyznaczenie postaci funkcyjnej dla q̂

Odpowiednio do struktury wyrażenia (2.9) mamy:

-iq =a k-l k-1 1 (x ,u )dr + k-l k k-l k-l q dzk k (2.19)

R Izk-l Zk IZ

Ponieważ 1̂  ; (xk> )̂ jest z założenia formą kwadratową zmiennych xfc, 

u , to głównym zadaniem jest przekształcenie drugiego składnika sumy

(2.18) do takiej samej postaci jaką ma składnik pierwszy.

W tym celu podstawiamy w (2.18):

yk = xk + V

yk = xk + V

y = y - y + y ,k ■’k k k

= A'K B(Q + B'K B)"lB'K A.k k+1 k+1 k+1

Maay kolejno:
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a qk k y'A'K Ay dr Jk k*l k k (-2Cyk-yk+y¿ '\ y k +

Ffc|z

(vk- V yk),Mk(W yk))dV ? k  = (_ykMkyk+(yk"yk’ ' Mk(yk-yk}}drk + ek
Rjz

a q =kMk -y'L y dr +7k kJk k (V yk)/Mk(V yk)drk + v
R Izk RJz

gdzie

L = A'K A - M .k k+1 k

Obecnie należy wykonać odpowiednio do (2.19) całkowanie prawej strony 

wyrażenia (2.18) względem ẑ  po zbiorze *klzk *• Na podstawie Tw. 10 1 

Wniosku 5 z rozdziału 4 mamy:

'
•-J -1q dz = a y' L v dr dz + a 1k k k k k k k k k

. k-l -f k-l > k 7

e dzpk k
k-l

k-l y'L y dr + ak k k k-l k
R |Z k-l

k-l
e dz *pk k (2 .20)

Zk|z

gdzie

e = e •*pk pk cV yk),Mk(yk-yk)drk-
R I zk

Wyrażenie na e można przekształcić podstawiając y =x +c ,y=x +c .pk k k k k k k



Otrzymujemy:

e =  e  + 
pk pk

x 'M x dr +2k k k k x 'M c dr + k k k k c 'M c dr , k k k k

Rk lz RJz*k R |Z k

g d zie  W V Ck“ W

Dodając do (2.20) składnik 1 J xk.uk_J otrzymujemy kolejno:

-iq = a k-l k-l ((xk+ck)’Lk(V ck) + x kpkxk + uk-iQk - i V i )drk-i+

+ a e dz = a” ( pk k k-l ((x;+dkr K k(xk+dk)+ u;.1Qk.1uk-i)drk-i+

v z
R Izk-l

+ e v ,)• P. k-l

k-l

(2.2 1)

c = A*ł( d + w ),k k+l k

dk = ( 1 - k: Pk5 V
c =0,K+l

Kk = ’A ' (Kk+i “ Kk+iB(Q + B 'Kk+iB)'łB'Kk+i)A + pk'
K =P .H+l N+l

e = a ap»k-l k-l k e dz +Pk k c' (L -L K_1L )c dr .k k k k k k k-l

Zk 1Z R Izk-l

(2.22)
Otrzymana postać (2.21) posiada taką samą strukturę Jak (2.11). Na 

zakończenie tej fazy dowodu pokażemy, ze reszta ep k_J nie zaleZy od 

żadnego ze sterowań u“'1. W tym celu rozpatrzymy kolejno składniki 

określającego ją wyrażenia (2.22) z uwzględnieniem (2.16). Mamy kolejno:



składnik ten na podstawie Tw.11 z rozdz.4 może byc przekształcony do 

postaci:

e dz ,pk ok
Z I zok o

k—i k—1 kw której zbiór 2 |z nie zależy od u , zas e nie zależy od u zok o pk
założenia,

—  ̂ k-1ii) w drugim składniku różnica x =x -x nie zależy od u , stąd nak k k
podstawie Tw.10 i Tw.11 z rozdz.4

• •

x'M x drk k k k dz = k
* •

x' M x drok k ok ok dz = k
, k-1Iz k zk

zk
k-1z • R .ok

kZ0

z
’ ’

x' M x drok k ok ok
k-1 • IR ■Z

Zok zo ok O

dz ,ok

k-1stąd cały składnik nie zależy od u ,

iii) podobne rozumowanie stosuje się również do trzeciego składnika

rozpatrywanej sumy, bowiem występujący w nim czynnik c =c -c nie zależy odk k k
k-1 U ,

iv) trzeci ze składników przekształcamy następująco (rozdz.4, Tw.9, 

oraz Wniosek 4):



k-1 ~co pozwala na stwierdzenie jego niezależności od u .ponieważ również 

nie zależy od u1 \

v) ostatni ze składników wyrażenia (2.22) może być odpowiednio do (Tw.10 

z rozdziału 4) przepisany w postaci:
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c' (L -L K L )c dr = k k k k k k k-1

R Izk-1
k-1

c' (L -L K L )c dr ,k k k k k k k-1

R |Z*'ok-1 o

skąd wynika jego niezależność od u

Czynniki a . a mają wartości liczbowe i nie zależą od ukk k-1
k-1Ostatecznie e nie zależy od u co kończy ostatnią fazę dowodu, 

p.k-i
Dla dowodu zależności

= x . + k ok

i- i

Z.k-1-1 „ , LA B u,(z ) , x t =
i Ok1 = 1

x dr /ok ok dr

R Iż*ok o R Iz*ok o

wystarczy wykorzystać określenie

x = x dr /k k k

Rjz* Rk lz

a następnie na podstawie Tw.10 z rozdz.4 podstawić

R |zk = p (z11"1) + R |zkk i o o

oraz

X = X + p (z ), k ok 1

gdzie
* — A

Pjfz1'"1) = A1“ 1" 1 B u^z1)
1 = 1



Rozpatrzmy przypadek, w którym dla każdego kelH zachodzi:

w = k x dr = 0k k x'N w dr = 0k k k k
R Izk Rj zk

Uwzględniając powyższe założenia możemy przekształcić (2.21) do postaci:

q = a (k-l k-1 (x' L x + u’ Q u )dr. + a” k k k k-l k-l k-l k-l k e dz ,pk k
R Izk-l ZJz

gdzie

e = e +pk Pk x 'M x dr +k k k k w 'K w dr .k k k k (2.22a)

R I zk R Izk

Zauważmy, że w powyższym przekształceniu wystarczy uwzględnić tylko 

składniki związane z w wyrażeniu podcałkowym. Mamy:

< KA  + C u A -  >c + c'M c = w'A_1L'K_1L A_1w +k k k  k k  k k k  k k k k  k k k k  k

+ w'A" 1 ( L - L-K"1 L ) A"lw + w'A-1 M A_1w = w'K w ,k k k k k  k k  k k  k k + l k

Ponieważ d^^O, CpN=0. to wyrażenie (2.22a) jest tożsame dla każdego keH z 

analogicznym wyrażeniem pojawiającym sie w przypadku “centrowanego" zbioru 

T (patrz problem 1).

Dyskusja rozwiązania problemu 2

Problem 2 jest najbardziej ogólny w klasie modeli danych w przestrzeni 

stanu. Przykładowo^ jak pokazano to w końcowej fazie dowodu Tw.2.1, 

rozwiązanie problemu 1 może być rozpatrywane jako szczególny przypadek, w 

którym dla każdego keH zachodzi:



Zauważmy, Ze pomimo braku Jakichkolwiek założeń odnośnie zbioru ! 

(założenie jego całkowalności w sensie Lebesgue’a nie stanowi ograniczenia 

praktycznego) nadal obowiązuje odpowiednik twierdzenia o podziale. Optymal­

ni sterowanie jest liniową funkcją środka ciężkości warunkowego zbioru 

Informacyjnego uzupełnioną o składnik "kompensujący" efekt tego, Ze Środek 

ciężkości zbioru możliwych w przyszłości realizacji zmiennych niepewnych 

nie leży w początku układu współrzędnych.

Rozwiązanie problemu 2 ma bezpośrednie zastosowanie aplikacyjne w 

powiązaniu z heurystyczną koncepcją kilkuetapowego ruchomego horyzontu 

optymalizacji i wielościennym zbiorem T określonym przez zbiór swoich 

wierzchołków.

3. P r o b l e m  3

Model w zmiennych stanu. Centrowany zbiór T. Nieaktywne prawo 

sterowania. Zawierająca sie struktura informacyjna.

Sformułowanie problemu 3

Zakładamy,Ze:

Ddyskretny, stacjonarny układ dynamiczny podlegający sterowaniu w

horyzoncie H ma postaC: 

x =Ax +Bu + wktl k k k
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pxn
z =Cx' + v ,' k k k

gdzie keH = {1 N},x ,w eRn, u eRm, z ,v <eRp, AeR1“", BeRnxn, CeR1k k k k k
Oraz istnieje A*1,

U) wartości zmiennych x ,w ,v dla k e H nie są znane, wiadomo jedynie, Ze 
1 k k

ttależą do danego w przestrzeni zmiennych t=(xi>wN,vN) ograniczonego i 

»lerzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru T c Rd, gdzie d=n+nN+pN, zbiór T 

Jest "centrowany", tj.l



gdzie (patrz rozdz.4 Def.l) R Jest obrazem zbioru T,ok

iii) nieaktywne prawa sterowania posiadają zawierającą się struktuą 

informacyjną; najprostszymi prawami sterowania dla tej struktury są;

u = u (zk), keHk ok o

iv) kryterium optymalności ma postać:

k = N

q = —  y  f 1 (x ,u (zk))dt,o / J k k-fl ok o
k = 1 I

gdzie dla keH
/ /

1 = x P x u 0 u ,k k+1 k+1 k+1 k Tc k

m° = Jd t ,

T

Qk > 0, 

P Ł 0,k+1

v) zadanie syntezy polega na znalezieniu nieaktywnych praw sterowani!
• k *u (z ), keH takich, Ze odpowiadająca im wartoSć kryterium q jestok o

minimalna.

W pracy do rozwiązania problemu zastosowano oryginalną aetodę 

swobodnych zbiorów informacyjnych (porównaj problemy 1, 2). Polega ona M 

przekształceniu zbioru T danego w przestrzeni zmiennych (x .w^.y11) w zbiory 

R , dane dla kelH odpowiednio w przestrzeniach zmiennych (x ,w,,vN ,zkl'ok ok

Dzięki temu zadanie minimalizacji względem funkcji u (zk), keH może byCnlr a
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sprowadzone do zadania minimalizacji względem wartości tych funkcji, przy

trywialna i umożliwia otrzymanie prawa sterowania w postaci liniowej 

funkcji “oceny" stanu.

Podstawowy rezultat uzyskany przy zastosowaniu metody swobodnych 

zbiorów informacyjnych przedstawia następujące

Twierdzenie 3.1. Jeżeli spełnione są założenia i)-v) to optymalne 

nieaktywne prawo sterowania dla każdego keH określone jest zależnościami:

Dowód. Dowód Tw.3.1 Jest prosty. Synteza nieaktywnych praw sterowania 

wymaga operowania jedynie swobodnymi zbiorami informacyjnymi R^, keH. 

Kolejne etapy dowodu są następujące:

I) pierwotny problem minimalizacji względem funkcji (praw sterowania) 

przekształca się do problemu optymalizacji parametrycznej względem wartości 

tych funkcji,

I I) znajduje się rozwiązanie jednoetapowego problemu optymalizacji przy 

założonej funkcyjnej postaci kryterium ,

lii) pokazuje się prawdziwość założonej postaci funkcyjnej również dla 

(porównaj z analogicznym etapem dowodów Tw. 1.1., 2.1.).

ustalonej wartości z*, keH.O
Ustalonej wartości z* odpowiada warunkowy zbiór informacyjny R |zk.o ok o

k-1Niezależność tego zbioru od sterowań u jest w rozpatrywanym problemie

ok1 o ok1 o

k-1

K =PN+l M-f 1



Przyjęte w sformułowaniu kryterium optymalnoSci ma postać: 

u

q
k = 1

1 (x ,u )dt. k k»l k

W każdej z całek będących składnikami powyższej sumy dokonujemy 

odpowiedniej zmiany zmiennych połączonej z odwzorowaniem zbioru T w zbiór 

R . Na podstawie Tw.2 i Wniosku 1 z rozdz.4, mamy:

N
k

k = l
1. (X ,u )dr dzk k+1 ok ok (3.1)

R

_v +1gdzie a = | det A | m .k o

Dalej, korzystając z twierdzenia o całce i terowanej możemy przekształcić 

(3. 1) do postaci:



Na podstawie (3.2) minimalizacja kryterium q względem funkcji u = u (zk),k ok
kełi sprowadza się do rekurencyjnej minimalizacji względem wartości tych 

funkcji odpowiednich sum częściowych występujących w prawej stronie 

wyrażenia (3.2). Mamy:
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• -iq=a min
ui

1 (x ,u )dr +. . +a~i 2 i Ol w min
u

1 (x , u )dr +k k+1 k ok

R |zol ol Z |z‘ok o R |zok

min
uNN-l _

1 (x ,u )drN N+l N oN

NI Z oN o

dz ... oN dz ... ok dz . (3.3)ol

Wyrażenie (3.3) kończy pierwszą fazę dowodu poświęconą przekształceniu 

problemu optymalizacji funkcyjnej do optymalizacji parametrycznej.

Jednoetapowy problem minimalizacji

2akładamy, że wyrażenie:

qk = ak 1 (x ,u )dr +k k+1 k ok

R |zok o

p

, k+2

-1... aN min
uNH-l

1 (x ,u )dr dzN N+1 N oN oM

1 N
dz

(3.4)

podlegające w (3.3) minimalizacji względem û  , przy uwzględnieniu, że 

l|(xU i.u,). ieH są dodatnio określonymi formami kwadratowymi zmiennych 

• W .  może byc dla każdego keH przedstawione w postaci:



gdzie ê . jest niezależne od u , Kkłj>0.

Łatwo spradzlć, Ze dla k=N Jest to słuszne i w tym przypadki 

K =P >0 oraz e =0 Jest niezależne od uH. Zatem dla indukcyjnego dowoduN+l N+l N

słuszności (3.5) dla każdego keH wystarczy pokazać, że założona postai

(3.5) Implikuje analogiczną postać q̂  .

Należy w tym celu odpowiednio do (3.3) :i) wykonać parametryczna

minimalizację wyrażenia (3.5) względem û , ii) obliczyć qk odpowiadająca
* k—lznalezionemu û , lii) wykonać całkowanie po zbiorze Z^|z względei

zmiennej z , iv) wyznaczyć postać wyrażenia q . Formaok k-1 kwadratowa

zmiennej û  otrzymana w wyniku podstawienia w (3.5) za  ̂ równania stanu 

jest dodatnio określona, stąd wartość û , dla której przyjmuje ona mlnlaia 

globalne, znajdujemy przyrównując do zera jej gradient względem û .

a q = k k (x'A'K Ax + 2u'B'K Ax + 2u'B'K w + 2x'A'K w +k k+1 k k k+1 k k+1 k k k+1 k

R J zok o

+ u' (Q +B'K B)u + w'K w )dr + e ,k nc k»l k k k+l k ok k’ (3.6)

Można pokazać, że na podstawie założeń odnośnie do zbioru T zachodzi:

u'B'K k k+1 w dr ■ 0,k ok t3.7)

R I zok

x'A'K w dr . h 0.k k+1 k ok (3.8)

R J z *ok o

Rzeczywiście, (3.7) wynika bezpośrednio z własności zbioru T, zas dla (3.8) 

mamy:
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I,

x'A'K w dr = p'A'Kk k+l k ok *x k+l w dr +k ok x' A'K w dr = 0ok k+l k ok
R Izok o R J zok o

Zerowanie się w (3.6) składników (3.7), (3.8), zachodzące przy spełnieniu

uloźen przyjętych w sformułowaniu, powoduje uproszczenie rozważań i 

»ynlkowych wzorów określających prawa sterowania.

Obliczając pochodną prawej strony (3.6) względem 1 przyrównując Ją do 

zera otrzymujemy:

B'K Ak+l x dr + (Q + B'K B)u k ok k k+l k dr = 0.ok

R Izok o R Iz*ok o

(3.9)

Stąd

u' = -(Q + B'K B)_1B'K A (x + p (zk)),k k+l k+l ok ol o (3.10)

x dr / f dr ,J k ok J _ Ok’
R I zok I R zok1

(3. U)

K. — 1

p (zk) = V  a“” 1” 1 B u (zk).Ol O i o
1 = 1

Podstawiając (3.10) do (3.6) otrzymujemy:

(x A'K A x -2 x A'K B(Q+B'K B)'łB'K A xu +k k+l k k k+l k+l k+l k

R Izok o

+ x A'K B(Q+B'K B)-1B'K A x )dr +e ,k k+l k+l k+l k ok k (3.12)

co kończy fazę dowodu nazwaną jednoetapowym problemem optymalizacji. W 

fazie tej wykorzystaliśmy założoną postać funkcji co pozwoliło na 

określenie optymalnego neutralnego prawa sterowania u (zk) (3.10) orazok o

odpowiadającej mu postaci qk (3.12).
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Wyznaczenie postaci funkcyjnej dla q 

Odpowiednio do struktury wyrażenia (3.3) mamy:

q = a k-l k-1 1 (x ,u )dr +k-l k k-l ok-1 q dzk ok (3.13)

R Izok-1 o Z Izok o
k-l

Ponieważ 1 (x ,u ) jest z założenia forma kwadratową zmiennych x , u ,k-l k k-l J k k-l
to głównym zadaniem jest przekształcenie drugiego składnika sumy (3.13) do

takiej samej postaci jaką ma składnik pierwszy.

W tym celu podstawiamy w (3.12):

X = x - X + X , k k k k

M = A'K B(Q + B'K B)_1B'K A. k k+1 k+1 k*l (3. 14)

Mamy kolejno:

V * k x'A'K Ax dr = k k+1 k ok (-2(x -X +X )'M X + k k k k k

R Iz* ok o R |zok o

+ (x -x +x )'M (x -x +x ) + w'K w )dr + e =k k k  k k k k  k k<l k ok k

(-2x'M x +2(x -x )'M x + x'M x + ...k k k  k k  k k  k k k

R |Z*ok o

-2(x -x )'M x + (x -x )'M (x -x ) + w'K w )dr + k k k k  k k k k k  k t l k o k

-x'M x dr +k k k  ok (x -x )'M (x -x^)dr +k k k k k  ok w'K wdr +e .k k+l k Ok k

R vlz ok o R w 12 ok o R |zok o

Oznaczajac

X = x - X , k k k
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e = e + k k w'K w dr +k k+l k ok
R Izok o

x'A'K B(Q+B'K B)*1B'K Ax dr ,k k k+l k+l k+l k ok’
IR J z ‘ok o

otrzymujemy:

a qk k x'L x dr + ek k k ok k
R |Zok o

L =A'(K - K  B(Q + B'K B)_1B'K )A.k k+l k+l k+l k+l

Obecnie należy wykonać odpowiednio do (3.14) całkowanie pierwszej
k—1wyrażenia (3.16) względem z po zbiorze Z |z . N a  podstawieok ok o

Wniosku 3 z rozdz.4, mamy:

+ a

- 1q dz = ak ok k x'Lxdrk k k ok

Zo J
k-l _Z Z o ok
t

i k-lIzo
R̂ok

kZo

- 1e dz =ak ok k-l x'kL x dr + a" 1k k ok-1 k

Zo*‘Z1“ 1 R 1o ok-1 z“ - 1O Zo J

dz ♦ok

e dzk ok
k-1

Oznaczając

-ie = a a k-l k-l k e dzk ok

z  J zok o

otrzymujemy ostatecznie:

-iq  =  a k-l k-l (K (Lk+pk K  + V i
R . , Izok-1 o

(3.15)

(3. 16)

strony 

Tw.7 i

(3.17)

(3. 18)

(3. 19)
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czyi1:

Otrzymana postać (3.19) posiada taką samą strukturę jak (3.5). Reszta

Dyskusja problemu 3

Problem 3 ma znaczenie poznawczo-dydaktyczne. Pokazano w nim, 2e 

niewielka zmiana w sformułowaniu problemu syntezy praw sterowania, 

polegająca na poszukiwaniu optymalnych pomocniczych praw sterowania, 

których argumentami są obserwacje z “odliczonym“ efektem działania 

wcześniejszych sterowań, obniża jakościowo stopień trudności dowodu 

optymalnoSci praw sterowania. Podejście takie może miec zastosowanie do 

problemów 1, 2. Pokazuje ono równocześnie w innym świetle mechanizm

niezależności "reszt“ od wcześniejszych sterowań.

4. Problem 4

Model bezpośredni. Zawierająca się struktura informacyjna.

Sformułowanie problemu 4

Zakładamy, że:

i) dyskretny, stacjonarny układ dynamiczny podlegający sterowaniu w 

horyzoncie H ma postać:

k-1nie zależy od żadnego ze sterowań u ponieważ żadna z występujących
k—1 |{»jfunkcji podcałkowych jak również żaden ze zbiorów Z |z , R |z ,ok o ok-1 o

R |zk z definicji nie zależą od tych praw sterowania.ok o



li) wartości zmiennych x , ŵ , dla k e H  nie są znane, wiadomo Jedynie, 

ie należą do danego w przestrzeni zmiennych t=(x , wN,vN) ograniczonego i 

mierzalnego w sensie Lebesgue'a zbioru TcRd, gdzie d=n+nN+pN,

IlDstruktura informacyjna jest zawierająca się; najprostszymi prawami 

sterowania dla tej struktury są: 

u^ = uk(zk), keH,

iv) kryterium optymalnoścl ma postać:
k=N

q =  Y  i  (U1 °k v  v k ) d t -
“ k = i T

gdzie dla keH

m° = Jdt 
T

Q k > 0 '

yv: R%R",

* kv) zadanie syntezy polega na znalezieniu praw sterowania u^Cz ), keH 

takich, że odpowiadająca im wartość kryterium q Jest minimalna. 

Twierdzenie 4.1. Jeżeli spełnione sa założenia i)-v) ze sformułowania

problemu 4, to:

i) optymalne prawo sterowania dla każdego keH określone jest zależnością:

V V zk)= - i Qk_1 J yk(sk)ds/  J dsk
S |zk S lzkk 1 k 1

oraz:

uk"uok(Zo)= - I Qk_1 J yk(Sk)dS/  I  dSk
SoklZo SoklZc

iDminimalna wartość wskaźnika Jakości wyraża się wzorem:
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q*=- i Y  S { 1 V Sk)dS/  J k dSk 5

k = 1 Sok SoJZo SoklZo

( J  yk(sk)dSit/ J  dsk ) dsk dzk,
S Izk S IZkok' o ok1 o

Dowód. Dokonując odpowiedniej zmiany zmiennych (patrz rozdz.3) w każdej z

całek będących składnikami sumy określającej q możemy zapisać problem 

minimalizacji w postaci:

q= f min ( i (u'Qiui + u'y )dSj+ ...
i / i, «- i i
Zt ui(z ] S J Z

min ( | (u'QkUk ♦ u'yk)dsk+ ...
•* i < u r kZ Iz11' 1 u (zk) S, |z‘

J mm ( J  ( n ' V «  + u; yH)dSH)dV - ' )dV - - )dz1-V * U_1 U . M, , N-l , - I IZ, z u (z ) S z

Zakładamy, źe k-ty problem optymalizacji ma postać:

min ( J  ( u ' 0 ^  + u^yk)dsk+ ek),

u (zk) S |z‘k k1

gdzie ek nie zależy od u(, i=l,...,k-l.

Rozwiązanie k-tego problemu minimalizacji ma postać:

u = - i q_i f y (s )ds / f dsk 2 ^k J yk k k J k

k1

i odpowiada mu składnik:

S I zk S. I zk

e * - - f ( f y ( s  )ds / f ds ) Q 1k-i 4 J . , J V  k . k J k wk
Z Iz S Iz S Izk1 k1 k1

( i y (s )ds / f ds ) r ds )dz + f e dzJ „ k k k J k J k k J k k
S |zk S Iz S Iz Z Izk« k1 k* k1



wchodzący addytywnie do k-1 go problemu minimalizacji. Składnik ten może 

być również zapisany w postaci:

V i = " <  J \ ,  i k w * * * 'Z | z S Iz S Iz S I zk1 k1 k1 k1

( J W dV  J dsk 5 dskdzk+ J ekdV
Sk|zk Sjzk Zjz “ ’ 1

Rozpatrywany składnik nie zależy od żadnego u^ 1=1,...,k-1, ponieważ

na podstawie Tw. 11 z rozdz. 3 S |zk=S lzk, zbiór S lzk z definicji niek 1 ok1 o ok1 o
zależy od û , 1=1 ,...,k-1, w konsekwencji wyrażenie podlegające całkowaniu 

względem z jest funkcją z i ostatecznie cały składnik e może byćk ok k-1
zapisany w postaci:

- r  -  i  J  I  k ( f  V " k )d V  I  k d s k }
Z I z S Iz S Iz S Izok1 o ok1 o ok1 o ok1 o

( f y (s )ds / f ds ) ds dz + f e dz .J \  k k J k k k J k Ok 
S Iz S Iz Z Izok1 o ok1 o ok' o

Uwzględniając, że zbiór Z I zk~' nie zależy od u , 1=1,..., k-1, równieżok o ł
cały składnik nie zależy od u^ 1= 1.....k-1 .

Ponieważ dla k=N, 6^=0 1 tym samym nie zależy od u(, 1=1,...,N-l, to 

postać:

u = - - Q_1 f y (s )ds / [ dsk 2 . k J k k k I k
S |zk S |zkk1 k1

jest słuszna dla każdego keH.

Wykorzystując ponownie Tw.11 z rozdz.3 wyrażenie na optymalne prawo 

sterowania można przekształcić do postaci:
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ek-

u = - - Q 1 f y(s )ds / f ds . k 2 vk J k J,k k k  J k k
S |zk S Iz*ok1 o ok1 o
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Składnik o numerze k-tym sumy określającej q ma postać;

-  7  J  J  < I  W d V  J  d s k } Qk ł
Z jzk' 5 S i|zk S |zk S |zkok ' o ok o ok1 o ok.- o

( [ y is )ds / f ds ) ds dz =j Jk k k j k k k

- I  i  ( i  W d V  I  d s k } Qk
S_ 5 |zk S izk■ok ok o ok 1 o

( f y (s )ds / f ds ) dis ,zk)J k k k J k k o
i k _ , kS z S z

ok1 o ok1 o

S U d

jt =*

q # ” " « Z  i  ( I  yA )dV  I  ^ k  5 Q' l
k-i S S jzk S I zkok ok o ok1 o

( f y (s )ds / f ds ) ds dzk,J k k k  J k k o
S Iz S jz
ok1 o ok1 o

co ko&czy dowod Tw.4.1.

Wniosek 4.1 Jeżeli spełnione są założenia i)-v) ze sformułowania problemu 4

1 dodatkowo dla każdego keH to optymalne prawo sterowania dla

każdego keH jest liniową funkcją Środka ciężkości b_ . k zbioru S |zk5 1Z ok1 ook1 o

u*= - - Q L b, , k ,k 2 k k S Zok1 o
a alnicaIna wartość wskaźnika Jakości wyr&Za się wzoren:

k*fi

; Z i bJ i z* i ’Łs |zk
Ł— • ok * o ok * «k*i sok

ok * o ok * o

Dowód. Podstawiając '/k (sk 1 =Lk\  w wyrażeniu na optymalne prawo sterowania 

z Tw. 4.1 otrzymujemy:

ut = _ ;  O  L bc i k •k ż k k S Z ok1 o



Podobnie, podstawiając y^tsj^s^ w wyrażeniu na minimalna wartość 

wskaźnika Jakości z tego samego Tw.4.1, otrzymujemy:

k =N
1. k.

- 179 -

’’ “" « I  i  bś j 2k V bs \zk
k=l Sok

Dyskusja problemu 4

Problem 4 przedstawia rozwiązanie problemu syntezy praw sterowania dla 

modelu bezpośredniego. Występujący w tym problemie model w zmiennych stanu 

ma tylko znaczenie pomocnicze, pozwala na nadanie zmiennym niepewnym lntr>r 

pretacji fizykalnej 1 traktowanie modelu bezpośredniego jako 

przekształconego modelu w zmiennych stanu. Modele bezpośrednie jako 

Źródłowe występują przykładowo w ekonometrii. W przypadku modelu 

bezpośredniego liniowego względem sterowań sterowanie optymalne jest 

liniową funkcją Środka ciężkości warunkowego zbioru informacyjnego typu 

S dla dowolnego całkowalnego zbioru I. Możliwe jest również jawne 

zapisanie optymalnej postaci wskaźnika jakości.

5. P r o b l e m  5

Model bezpośredni. Klasyczna struktura informacyjna. Nieaktywne prawo

sterowania.

Sformułowanie problemu 5

Zakładamy,Ze:

i)dyskretne, stacjonarne bezpośrednie modele dynamiczne, odpowiednio 

wymuszony i swobodny, określone w horyzoncie IĤ, mają postacie:

z =h t + p u, (5.1)k k k

z =h't, (5.2)ok k
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gdzie:

k€Hz={l N3>,

t »col(t : ieHt={l.... ł̂ ), t(eR ),

u =col(ui: l€Hu={l.... N2>, u(eR ),

H N
h i R 1, p eR 2, k *k

1 1 ) wartości zmiennych t nie są znane, wiadomo jedynie, że należą do danego 

ograniczonego 1 mierzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru TcRd, 

llDnleaktywne prawo sterowania ma postać.

u =u (z ), keH , (5.3)k ok oy(k) u

gdzie

r:H -» H , y(k)=t>u z k

jest danym przyporządkowaniem informacyjnym takim, że prawa sterowania

u = u (z ), keH , k k 7<k> u

równoważne nieaktywnym prawom sterowania (patrz rozdz.1 p. 3), stanowią 

łącznie z modelem klasyczną strukturę informacyjną, 

lv) kryterium optymalnoscl ma postaC:

k=N

q = ^  Z J (% u>+ V k )dt* <5 - 43
m k = l T

gdzie dla keH
U

a €R, a >0k k

N -r
yk:R 1 -> R

m° = Jd t ,

T
v) zadanie syntezy polega na znalezieniu nieaktywnych praw sterowania

• 9
Uok^Zor(k)3, k€Wu’ ta!c*ch. 2e odpowiadająca im wartoSC kryterium q Jest
minimalna.
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Definicja 5.1. Kanonicznym problemem syntezy nieaktywnego prawa sterowania 

nazywamy

min | (a u2(z ) + u(z )y(t ))dz dt , u J oD oD 2 oD 2
so
N

1gdzie SocR . s=(zoD, tz)eSo> dim t ^ - r ,  funkcja y jest dana.

Twierdzenie 5.1. Optymalne nieaktywne prawo sterowania bedące rozwiązaniem 

problemu określonego w Def.5.1 ma postaC:

u (z )=- i a' 1 f y(t )dt / f dt oD 2 J ̂ 2 2 J 2
S z S zo 1 oD o 1 oD

i odpowiada mu optymalna wartość wskaźnika q wynosząca:

i ' =- 7 a_ł | ( J y(V dY  J dt2)2 dZoDdt2
S S Iz S Izo o1 oP o1 oD

JeZeli dodatkowo założyć

to

y(ta) = k t2>

* 1 — 1 7 u (z )=- - a k b
,D 2 S Izo ' oD

oraz

q =- 7 a' 1 f (b )2 dz dt ,4 J *• I 2C S 2 n5 o 1 oD o
gdzie b jest Środkiem ciężkości zbioru S Iz .- i o 1 oDS zo1 oD

Dowod. Stosując twierdzenie o całce iterowanej mamy: 

f (a u2(z ) + u(z )y(tJ)dz dt =J oD oD 2 oD 2

= 1" ( f (a u2(z ) + u (z )y(t )) dtjdz =J J oD oD 2 2 oD
Z S IzoO o' oD
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= f  ( u2(z )( f dt )+ u(z ) f yCt ) dtjdz .J oD J 2 oD J 2 2 oD
Z S Iz S IzoD o 1 o D o ' oDoD o 1 oD o 1 oD

Przyrównując do zera pochodną względem u wyrażenia podcałkowego przy

zas wskaźnik jakości otrzymany po podstawieniu powyższego wyrażenia ma 

postać:

Latuo sprawdzić, że zakładając liniową postać funkcji y(t̂ ) tj. 

y(t2)=k t2 otrzymujemy wyrażenia podane w Tw.5.1.

Twierdzenie 5.2, Jeżeli spełnione są założenia i)-v), to rozwiązanie 

problemu 5 sprowadza sie do rozwiązania Nz wzajemnie niezależnych problemów 

postaci:

k=l N .
2

Dowod. Dokonując odpowiedniej zmiany zmiennych (patrz rozdz. 3) w każdej z 

całek będących składnikami sumy, określające q oraz uwzględniając, że żaden 

z występujących zbiorow nie zależy od praw sterowania, możemy zapisać 

problem minimalizacji w postaci:

min
uok ok

q= min (
u (z1) S

(a u2(z ) + u(z )y(t ))dz dt )+ ...oD oD 2 oD 2
1 1 1

ol

+ min (

ok



Założenie klasycznej struktury informacyjnej nie jest wykorzystywane w 

powyższym dowodzie, umożliwia natomiast “przeliczenie" nieaktywnych praw 

sterowania na prawa sterowania postaci u =u (z ), r(k)=D .r k k 700 k

Dyskusja problemu 5

Problem 5 przedstawia rozwiązanie zadania syntezy praw sterowania dla 

modelu bezpośredniego danego jako źródłowy. Dodatkowo, podobnie jak w prob­

lemie 3, poszukuje się pomocniczych praw sterowania,tj. funkcji pomiarów z 

"odliczonym" wpływem wcześniejszych sterowań. Połączenie w jednym problemie 

modelu bezpośredniego i pomocniczych praw sterowania pozwoliło na jawną 

dekompozycję wieloetapowego problemu wyjściowego na wzajemnie niezależne 

problemy Jednoetapowe. Otrzymany wynik ma głownie charakter poznawczy, 

pokazuje bowiem w sposób najbardziej bezpośredni strukturę problemów 

syntezy praw sterowania z modelem liniowym, niepewnością ograniczoną i 

klasyczną strukturą informacyjną. W niektórych przypadkach postępowanie 

przedstawione w problemie może być wykorzystane do uproszczenia rozwiązania 

praktycznego problemu syntezy praw sterowania.

6 . Problem 6 .

Model bezpośredni. Bezpośrednie prawo sterowania.

Sformułowanie problemu 6 

Zakładamy, że.

i) dyskretny, stacjonarny bezpośredni model dynamiczny określony w horyzon­

cie H ma postaC:u
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gdzie:

JceH^U, N3>.

t =col(tt:ieHt={l N̂ }, t(eR ),

u =col(u : leH ={1, . . . ,N }, u eR ),1 u 2 1

H N
h :R 'x R 2 -» R, k

ii) wartości zmiennych t nie są znane, wiadomo jedynie, Ze należą do danego 

ograniczonego 1 mierzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru TcRd, 

iillprawo sterowania ma postać:

u = u (z ), keH ,k k oD u

gdzie

jr: H -» Jf , jr(k)=D , )=ru z k i l

jest danym przyporządkowaniem informacyjnym,

iv) kryterium optymalnoścl ma postaC:

k=M

q = ^  Z i (a* u*+ u*y*)dt’
k = l T

gdzie dla keHu

a eR. a >0, k k

yk:RNl -» R.

m° = Jdt.
T

v) zadanie syntezy polega na znalezieniu praw sterowania u = u (z ),
k k oDk

ke«u takich, że odpowiadająca im wartość kryterium q* jest minimalna.



Twierdzenie 6.1 . Problemowi 6 odpowiada problem wariacyjny o postaci: 

k = xz

min ~  Y. i (a“ v  V k )dt-
• g m X=1 T

. f(t,g,gt)=0,

gdzie:

gk: R \  R.

gkt=r°w(agk/at)’

g =col(gi: ieHu={l.... n2 )̂>

gt = [gu :l€HB-{l.... Na>],

k=HN N N XK p i 2
f:R *x R 2x R 2 1 R , p= \ ( N ^ )

k=l

Funkcja f jest p wymiarową funkcją układu ograniczeń, określoną na podsta­

wie modelu i) i przyporządkowania informacyjnego jr.

Dowód. Odpbwiednio do rozwaZan z rozdz. 1, p.3 funkcja g^t) jest równoważna 

danej funkcji u^z ),Jeżeli spełniony jest warunek (13) lub (14). Ten sam
i

warunek otrzymany w inny sposób w rozdz. 2 wzór (28) nosi nazwę

różniczkowego ograniczenia informacyjnego. Jeżeli zbiór z zawiera r
i

pomiarów skalarnych to omawiany warunek stanowi N̂ -r̂  równań różniczkowych 

cząstkowych rzędu pierwszego. Łącznie warunki. Jak omówiony dla 

le{l,.. ,N }, dają ograniczenie f(t,g,gt )=0 dla całego problemu.

Przykład 1

Dyskretny stacjonarny model dynamiczny określony w horyzoncie 

H={1,2,3> ma postać: 

x = x + u , x2 i
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z = x, i
Z = X + V, 2 2 (a)

gdzie wszystkie zmienne są skalarami. Model ten może być przekształcony do 

następującej postaci bezpośredniej:

Z = X, 1
Z = X + V + U . 

2 1 (b)

Wartości zmiennych t=(x,v) nie są znane, wiadomo natomiast, źe należą
2do danego ograniczonego i mierzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru TcR .

Prawa sterowania mają postacie:

u t “ u 1 ( z i ) -

V U2(Z2)-

Wskaźnik jakości ma postaC:

(k2(ui }2 + (x3)2)dt.

Należy znaleźć prawa sterowania u^z^), u2(z2) nadające przyjętemu

wska2nikowi wartość minimalną.

Sformułowany jak powy2ej problem syntezy praw sterowania jest 

zmodyfikowaną wersją tzw. "kontrprzykładu Witsenhausena". Modyfikacja 

polega na zastąpieniu modelu niepewności losowej dla niezależnych i 

normalnych zmiennych losowych modelem niepewności ograniczonej przy 

dowolnym zbiorze T. Dodatkowo dla uzyskania jednolitości z oznaczeniami 

stosowanymi w pracy "przesunięto“ o 1 Indeksację stanu i pomiarów, a 

zamiast równania x =x -u przyjęto x =x +u .3 2 2  3 2 2

Przyjęty wskaźnik jakości można przekształcić wykorzystując równania 

stanu do następującej postaci bezpośredniej:

, =  J ( l u i us
1+k2 1

+2 [x x ] + x )dt.
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Podstawiając

' pl ' ' 1 0 ' ui

■ P2 ■ 1 1 u L 2

przekształcamy wskaźnik q do postaci odpowiadającej założeniom w 

sformułowaniu problemu 6.

r ' k2 0 ' ' P, ' P,
q=JC[Pl P2J 1

+2 [0 x ] 1

T 0 1 - P2 ■ ■ P2 '
+ x )dt=

= J(k2p2+ p2+ 2xpz +x2)dt.

Zastępując minimalizację względem funkcji uj(zi), u2(z2). minimaliza­

cją względem g]((x,v), g2(x,v) wprowadzamy ograniczenia informacyjne. W 

rozpatrywanym przypadku (patrz rozdz. 2, p. 3 przykład 5) mają one postać:

dg^/dv = 0

ag2/ax - O g 2/av)(i+Ogi/ax)) = o (c)

Podstawiając

gr pi‘

W » ! *
otrzymujemy następujące ograniczenie informacyjne dla funkcji pj (x,v). 

P2(x,v).

{ dp^/dv = 0

ap /a x  -ap  / a v -  O p  / a x ) ( i + ( a p  / a v ) )  = o.
2  2  1 2

Dalej dla uproszczenia zafisów będziemy oznaczać:

(d)

ap (x, v)/ax= p  ,1 lx

3pz (x, v)/ax=p2j[.

ap (x,v)/3v=p .
2 2v



Równania charakterystyk dla układu (d) zapisane z wykorzystaniem 

powyższych oznaczen. mają postać:

{dv/dx = -1-p (x),i*

dp (x,v(x))/dx = p (x),2 X lx
dp (x, v (x) )/dx = 0.2»

oraz dodatkowo zachodzi:

p2x(x.v(x) )=p2y(x, V(X) )+P]x(x) (p (x,v(x) )+l ).

Zauważmy, Ze pierwsze z równan układu (e) określa rodzinę zblorOw 

zgodnych z pomiarem o numerze 2 (patrz rozdz.2, p.1). Rzeczywiście, biorąc 

drugie z rownan modelu bezpośredniego (a) z uwzględnieniem uj=gj (x)=pj (x) 

mamy:

Z2=x+v+pi(x).

Przyrównując do zera różniczkę dz2 otrzymujemy:

0=(1+Spi(x)/3x)dx+dv,
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stąd

dv/dx=- 1-p (x).
i  X

Na podstawie równania (f) "kształt" zbioru zgodnego z pomiarem Z2 

zależy od prawa sterowania pt(x). Zbiory C|z2 i Tn(C|zz) odpowiadające 

prawom sterowania 

p“(x) = 0,
b . . « -kx, k>0,

p‘(x) =
-kx. - ńsxsi, A>0 
-kA, x<A
kA, x>A.

przedstawiają rys.6.1. a, b, c.
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a) pi(x)=0

b) pi(x)=3x

c) Pj(x)=
3x, dla -2sx52 

6 x<2

6 x>2

Rys. 6.1. Wpłyvm prawa sterowania P5(x) na postacie zbiorOw 

C|zz> Tn(C|z2)

Fig.6.1. Influence of the control law p^U) on forms of sets C|z2> Tn(C|z2)
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Przykładowe bezpośrednie prawa sterowania nie są wybrane przypadkowo. 

Pierwsze z nich jest optymalne w przypadku zawierającej struktury 

informacyjnej, drugie reprezentuje koncepcję stosowania liniowego prawa 

sterowania, trzecie jest podobne do proponowanego w [64], [44].

Wniosek 6. 1. JeZeli układ ograniczeń

to problemowi 6 odpowiada zbiór wzajemnie niezależnych problemów 

wariacyjnych

Dowód. Funkcje keH^il ł̂ } występujące w problemie wariacyjnym z

Tw.6.1 mogą byc zależne jedynie poprzez ograniczenia f(t,g,gt)=0. JeZeli 

ograniczenie to dekomponuje się na zbiór ograniczeń f ̂ (t, g(,g, t )=0 takich, 

Ze zmiana funkcji zmienia tylko “własne" ograniczenie, to cały problem 

wariacyjny dekomponuje się na Nz wzajemnie niezależnych częściowych 

problemów wariacyjnych.

Dyskusja problemu 6

W zakresie przedstawionym w pracy problem 6 ma charakter poznawczy. 

Stanowi go próba uporządkowania 1 sformalizowania syntezy praw sterowania 

przy nleklasycznej strukturze informacyjnej. Podejście przedstawione w pro­

blemie 6 wykorzystuje tzw. bezpośrednią postać prawa sterowania będącego 

funkcją wszystkich zmiennych niepewnych rozpatrywanego zadania. Dla uzyska­

nia zgodności z założonym przyporządkowaniem informacyjnym wykorzystywane 

są wprowadzone w pracy ograniczenia informacyjne. Ilustrację do problemu 6 

stanowi znany “kontrprzykład Wltsenhausena".

f(t,g,gt)=o

może byc przedstawiony w postaci:

ielH
U



PODSUMOWANIE

Podstawową cechą przedstawionego w pracy problemu syntezy praw 

sterowania jest model niepewności ograniczonej w powiązaniu z oryginalną 

metodą zbiorów informacyjnych i dwiema przykładowymi parametryzacjami 

zbioru informacyjnego-elipsoidalną 1 wielościenną.

Model niepewności ograniczonej jest intuicyjnie naturalny. W przypadku 

skalarnym oznacza on, Ze możliwe realizacje zmiennej niepewnej o takim 

właśnie modelu niepewności należą do danego zbioru. Struktura tego zbioru 

może byc dowolna, wymaga się jedynie by był całkowalny w sensie Lebesgue'a.

Model niepewności ograniczonej, można rozszerzyć wprowadzając dowolną 

miarę określoną na zbiorze i otrzymując w konsekwencji model niepewności 

losowej. Zbiory informacyjne stają się w tej sytuacji zbiorami z miarą. W 

przypadku zbiorów typu S 1 modelu liniowego miara ta Jest niezmiennicza 

zarówno względem parametrów modelu, jak i praw sterowania. Dla zbiorów typu 

R omawiana miara zale2y od parametrów modelu, jest jednak nadal niezmienni­

cza względem praw sterowania.

W pracy pokazano nową interpretację struktury informacyjnej, opartą w 

sposób naturalny na niezależności odpowiednich zbiorów zmiennych zgodnych z 

pomiarami od praw sterowania wpływających na te pomiary. W rozważaniach 

tych wykorzystywano postacie różniczkowe zbiorów zmiennych zgodnych z 

pomiarami i wynikające stąd różniczkowe ograniczenia informacyjne. 

Różniczkowe ograniczenia informacyjne pozwalają na sformułowanie zadania 

syntezy tzw. bezpośredniego prawa sterowania, niezależnie od założonej 

struktury informacyjnej. Efektywne wykorzystanie ograniczeń informacyjnych



dla celów syntezy prawa sterowania przy dowolnej strukturze informacyjnej 

wymaga dalszych badan. W pracy ograniczono sie do problemu podobnego do 

kontrprzykładu Wltsenhausena.

Wprowadzone w pracy zbiory informacyjne typów IR, S, T zorientowane sa 

na różne przypadki szczególne.

Zbiory informacyjne typu IR nadają się do problemów, w których model 

sterowanego obiektu zapisany Jest w konwencji zmiennych stanu. 

Odpowiednikiem warunkowej oceny wektora stanu jest ogólnie rzut ortogonalny 

środka ciężkości warunkowego zbioru informacyjnego na podprzestrzen 

zmiennych stanu. W przypadku szczególnym, jeSli warunkowy zbiór informacyj­

ny spełnia odpowiednie warunki symetrii, kolejność rzutowania i wyznaczania 

środka ciężkości może być zamieniona. Wystarczy zatem wyznaczyć środek 

ciężkości niskowymiarowego warunkowego zbioru stanów, będącego rzutem 

ortogonalnym warunkowego zbioru informacyjnego na podprzestrzen zmiennych 

stanu.

Dodatkowo w świetle wyników przedstawionych w pracy dla przypadku 

modelu liniowego wystarczy wyznaczać środki ciężkości tzw. swobodnych 

zbiorów informacyjnych odpowiadających zerowym wartościom sterowań.

Jeżeli warunki symetrii dotyczące zbioru R o których mowa powyżej nie 

są spełnione, technika przestrzeni stanu nie jest efektywna i stosowane 

powinny byc zbiory informacyjne typu S.

Zaproponowana w pracy parametryzacja zbiorów informacyjne typu S przez 

zbiory wielościenne pozwoliła, dla przypadku liniowego modelu, na wyrażenie 

środka ciężkości odpowiednich warunkowych zbiorów informacyjnych przez 

wierzchołki tych zbiorow a w konsekwencji na jego jawne wyrażenie przez 

wartości pomiarów.

Zbiory informacyjne typu I i związane z nimi tzw. zbiory zmiennych 

zgodnych z pomiarami pozwalają na formułowanie problemów syntezy prawa 

sterowania w przypadku nieklasycznej struktury informacyjnej, jak również

- 192 -



na nową interpretację istoty tej struktury przez wprowadzenie tzw. 

ograniczeń informacyjnych stanowiących układ rownan różniczkowych o 

pochodnych cząstkowych rzędu pierwszego.

Przedstawiona w pracy oryginalna metoda syntezy prawa sterowania w 

warunkach niepewności ograniczonej, oparta na przekształceniach 1 

własnościach zbiorów informacyjnych, pozwala na uzyskanie przedstawionych w 

rozdziale 6 wyników aplikacyjnych pojęciowo równoważnych uzyskanym w teorii 

sterowania stochastycznie optymalnego [1], [23], [24], [59-61].

Przedstawiona w rozdziale 5 ogólna interpretacja geometryczna wskazuje 

na możliwości zastosowania opracowanej metody dla syntezy praw sterowania 

przykładowo dla agregacji mieszanej typu "maksimum-momenty rzędu drugiego".

Przedstawiona metoda jest kompletna, definicje i własności zbiorów 

informacyjnych łącznie z rozwiązaniami przykładowych problemów zamieszczo­

nymi w rozdziale 6 1 ich dowodami tworzą całoSC. Nie ma potrzeby

odwoływania się do pojęć "zewnętrznych". Jednocześnie sama metoda Jak i 

postaC uzyskanych wyników jest prosta, co pozwala na ich bezpośrednią 

implementację numeryczną.
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SYNTEZA PRAW STEROWANIA W WARUNKACH NIEPEWNOŚCI OGRANICZONEJ

Streszczenie

Praca zawiera jednolite podejście do syntezy praw sterowania w 

warunkach niepewności ograniczonej z wykorzystaniem zbiorów informacyjnych. 

Przedstawiono wybrane pojęcia wstępne występujące w sformułowaniu problemu 

syntezy praw sterowania. Ze względu na objętość pracy ograniczono się do 

problemu renumeracji pozwalającej na jednolite traktowanie tzw. modeli ID i 

MD, problemu modeli bezpośrednich oraz problemów wzajemnie równoważnych 

praw sterowania, a w szczególności warunków równoważności dla bezpośrednie­

go prawa sterowania. Kolejno przedstawiono definicje i własności tzw. 

zbiorów informacyjnych wykorzystywanych w syntezie praw sterowania. W 

zakresie zbioru T przedstawiono zbiory zmiennych zgodnych z pomiarem oraz 

rodziny tych zbiorów określone przez formy różniczkowe Pfaffa lub 

równoważne układy rownart różniczkowych o pochodnych cząstkowych rzędu 

pierwszego. Szczególną uwagę zwrócono na określenie warunków niezależności 

wspomianych form różniczkowych od praw sterowania lub ich gradientów.

Wykorzystując różniczkową postać zbiorOw zmiennych zgodnych z 

pomiarami określono tzw. różniczkowe ograniczenia informacyjne będące 

warunkami równoważności klasycznych i bezpośrednich praw sterowania. Podano 

definicje zbiorów informacyjnych typu R̂  kelH oraz podstawowe własności. 

Jedną z nich jest słuszna w przypadku modelu liniowego inwariantnosc miary 

Lebesgue’a wymienionych zbiorów względem praw sterowania.

Dla zbiorów typu S zastosowano parametryzację odpowiadającą zbiorom 

wielościennym. Jeżeli zbiór T, charakteryzujący łącznie warunek początkowy



x] zakłócenia w równaniu stanu, błędy pomiarowe vi,...,v)( w

równaniu wyjścia jest wielościenny (naprzykład kostka), to również

wielościenne sa zbiory informacyjne oraz warunkowe zbiory informacyjne.

Srouek ciężkości wielościennego warunkowego zbioru informacyjnego można

przedstawić w postaci analitycznej funkcji jego wierzchołków, a w

konsekwencji w funkcji wartości pomiarów. W pracy wykorzystano w tym celu

podział symplicjalny zbioru wielościennego (kompleksu komórkowego).

Zamieszczono obszerne przykłady ilustrujące wyznaczanie środka ciężkości

zbiorów wielościennych i jego zależność od pomiarów.

Dla zbiorów typu R zastosowano parametryzację odpowiadającą zbiorom

elipsoidalnym. Jeżeli zbiór T, charakteryzujący łącznie warunek początkowy

x zakłócenia w .....w w równaniu stanu, błędy pomiarowe v  v wi i n J r i’ n
równaniu wyjścia jest elipsoidalny, to również elipsoidalne są: zbiory

informacyjne, warunkowe zbiory informacyjne oraz ich rzuty ortogonalne na 

podprzestrzen zmiennych stanu. W pracy zbiory elipsoidalne parametryzowane 

są przez środek ciężkości i dodatnio określoną macierz odpowiedniej formy 

kwadratowej. Dla zbiorów informacyjnych 1 warunkowych zbiorów 

informacyjnych przedstawiono zależność ich parametrów od parametrów zbioru 

1, modelu obiektu oraz ciągu zrealizowanych obserwacji. Elipsoidalne 

warunkowe zbiory informacyjne posiadają własność symetrii pozwalającą na 

operowanie ich rzutami ortogonalnymi na podprzestrzen zmiennych stanu. 

Rzuty te sa warunkowymi zbiorami stanów. Zakładając dodatkowo szczególną, 

blokowo diagonalną postać macierzy określającej zbiór I uzyskano zależności 

rekurencyjne pomiędzy parametrami warunkowych zbiorów stanów. Otrzymane 

zależności posiadają strukturę analogiczną do równan filtru Kalmana. 

Przedstawiono ogólną geometryczną Interpretację problemu syntezy praw 

sterowania.

Podstawa wyboru optymalnego prawa sterowania jest porządek w rodzinie
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obrazów zbioru T, danego jako informacja a priori przez zależne od praw 

sterowania odwzorowanie podstawowe.

W pracy zamieszczono zbiór przykładowych problemów syntezy praw 

sterowania, których rozwiązania analityczne znaleziono wykorzystując metode 

zbiorów informacyjnych. W przypadku zbiorów typu R polega ona na 

przekształceniu dla każdego kelH zbioru T danego w przestrzeni zmiennych 

(x ,wH,vH) w zbiór R̂ , dany dla kelH odpowiednio w przestrzeniach zmiennych
N W\k k k(x ,w ,v ,z ). Dzięki temu zadanie minimalizacji względem funkcji u (z ),k k

keW może byc sprowadzone do zadania minimalizacji względem wartości tych
k kfunkcji, przy ustalonej wartości z , kelH. Ustalonej wartości z odpowiada

warunkowy zbiór Informacyjny Rk|zk. Niezależność "kształtu“ tego zbioru od
k—1sterowań u jest podstawową własnością umożliwiającą otrzymanie prawa 

sterowania w postaci liniowej funkcji Środka ciężkości warunkowego zbioru 

informacyjnego. Podobne postępowanie stosuje się wykorzystując zbiory 

informacyjne typu S. Różnica polega na tym. że zbiór T dany w przestrzeni 

zmiennych (xi,wN,vK) przekształca się w zbiór Ŝ , dany dla kelH odpowiednio 

w przestrzeniach zmiennych (x , wK, vNNk, zk). Nie wprowadza się zatem 

zmiennej x̂  reprezentującej aktualny stan układu, bowiem ze względu na brak 

wymaganej symetrii zbiór nie stanowi informacji wystarczającej dla 

sterowania. Dalszy przebieg syntezy jest analogiczny jak dla zbiorów typu R .

Wykorzystując zbiory informacyje typu T i związane z nimi ograniczenia 

informacyjne sformułowano zadanie syntezy praw sterowania dla dowolnej 

struktury informacyjnej oraz pokazano przyczynę powodującą, że w przypadku 

klasycznej struktury informacyjnej problem syntezy praw sterowania przy 

wykorzystaniu modelu bezpośredniego dekomponuje się na odpowiednią liczbę 

wzajemnie niezależnych problemów statycznych.Dla odpowiednika kontrprzykła- 

du Witsenhausena , sformułowanego przy ograniczonym modelu niepewności 

pokazano, dlaczego pomimo liniowych rownan stanu i kwadratowego wskaźnika 

jakości nieliniowe prawa sterowania mogą byC lepsze od liniowych.
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CMHTE3 3AKOHOB YTIPABIIEHHJ! B YCHOBHRX OFPAHHHEHHOii

HEOnPEflEJlEHHOCTH 

P  e  o  d  M  e

P a 6 o T a  c o n e p x c H T  o p H o p o p H b i f t  n o f l x o n  k  c H H T © 3 y  3 a x o H O B  y n p a -  

B n e H H S  b y c n o B H a x  o r p a H H i e H H O f l  H e o n p e n e n e K H o c T H  c  H c n o n b o o B a -  

H H e M  H H < j > O p M a U H O H H L I X  K H O Ï B C T B  . ü p e n c T a B n © H M  H S Ö p a H H b i e  B B O U H b l ©  

n o H a r w a  B M C T y n a o i H H e  b < } > o p M y n H p o B K e  npoönei-ibi C H H T e a a  a a t o H o s  

y n p a ß n e H H a .  H o - 3 a  o r p a H K s e H K o r o  o 6 b e « a  p a ö o T U  e e  n p o 6 n e n a T H K a  

C B e n e H a  K n p o ö n e M ©  p e H y i i e p a u H H  p o p y c K a c m e f t  o p H o p o f j H y i o  t p a x  t o b  —  

x y  T. K. tiopeneft ID  h MD, n p o 6 n e w w  H e n o c p e n c T B e H H i i x  H o n e n e ü  h 

n p o ô n e n  p a B h o u ê h h w x  o a x o H O B  y n p a ß n e H H a ,  a b h a c T H O C T H  y c n o B x d  

p a B H O u e H H O C T H  n n a  H e n o c p e p c T B e H H o r o  a a x o H a  y n p a B n e n x a .  t l o o H e -  

p e f l H O  n p e n c T a B n e H M  o n p a g e n e x x x  h C B O f l c T B a  T. h. H H i j x î p x a u K O H H M X  

« H O i e c T B i  H c n o n b o y e M M X  n n a  C H H T s a a  s a K o h o b  y n p a ß n e H H a .  fljia 

M H o x e c T B a  TT n p e n c r a s n e H H  m h o ä o c t b a  n e p e w e H H M X  c o o T B e T C T B y o i a n x  

H o « e p © H H i o  h  c e t t b H  3 T H X  h h o ä o c t b  o n p e n e n e H H w e  c  noMouibio nn^xjie- 

p s H U H a n b H M X  <|x3p M  é a ^ x ^ a  « n u  p a ß h o i x ö h h b i x  C H C T e x  p H < | x } > e p e H U H a n b H b i x  

y p a B H e H H f i  c x a c T H W B f l  n p O H S B O f l H M x «  n e p B o f t  C T e n e x « . O c o ö o e  

B H H M a H K e  o ö p a m e H O  H a  o n p e p e n e H H e  y c n o B H f l  H e a a B H C B K O C T K  y n o t i a -  

H y r b i x  n a 4x } > e p e H U H a n b H w x  «jxopti o t  s a r o H O B  y n p a ß n e H H a  h h h  h x  

r p a f l H B H T O B  .

H c n o n k o y a  p H i J x J j e p e H U H a n b  HbiA b k b  M H O * e c T B  n e p e n e H H b i x  

c o o T B B T C T B y i o w R X  H S t i e p e H H H M  o n p e p e n e H b i  T . H .  P H c J x ^ e p e H U K a n b H b i ©  

H H i p o p x a u H O H H b i e  o r p a H H M © H H H  « B n a o n e i t c «  y c n o B h  a m h  p a B H O u e H H O C T H  

k n a c C H M e c K H X  H H e n o c p e f l c T B e K H b i x  a a x o H O B  y n p a ß n e H H a .  flaHbi o n p e -



peneHHa HHíjxopMauHOHHktx mho* sctb runa 0?̂  kelH h hx ocHOBHkie

CBOdCTBa. OflHO H3 cboActb , BepHO flna nHHefiHOß KOflem, 3TO

h hb  a p n  aHTHOCTb nepki fle6era Ha3 B aHbix nHonecTB OTHOCKrentHO

3axoHOB ynpaßneHHa.

Dna khoibctb T » n a  S n p u n e H e n a  napaM eTpuoauH X cootbötctby— 

BKax MHororpaHHbiM «H oxtecTsaM . EcnH m h o ä e c tbo U , x a p a x T e p H O H p y -  

loutHe coBMeCTHo H a a a n b H o e  y c n o B H e  x^ notiexH w^, . . . ,WN b y p a B H e -  

hhh c o c T o a H H a , HSHepHTenbHbie ouhöxh V . . . ■ »V 8 ypaBHeHHH

B t tx o a a  a ß n a e T c a  MHororpaHHtm mhoxc©ctbob CnanpHMep xy ß n x !)  , 

T o r a a  x a x  H h 4>opM aun oh h kie K H o a e c T B a ,  T a x  h ycnoBH kie B H ^opH auH o- 

HHkie KH O xecTBa a s n a io T c a  KHororpaHHkiMH. UeHTp TaxtecTH M H o r o r p a -  

HHOPO ycnOBHOPO HH^xapMailHOHHOrO MHOXBCTBa HOXHO npeACTaBHTb B 

b h n e  aHanHTHHecxofl 4>YHK|dHH e r o  BepuiHH, a  b p e o y n b T a T e  b 

4>yHxUHH 3HaseHHñ HOMepeHHfl. B p a 6 o T e  H c n o n b 3 0 B a H a  n n a  stoö

n e n »  cHM nnexcH aa nexoM n ooH uhh mhopopp a H H oro  M H o *e cT B a  C x n e T o a -  

hopo K o n n n a x c a )  . B p a 6 o T e  noKeneHM oöuiHpHki© npHMepki noacHaioutH© 

o n p e n e n e H H e  ueH Tpa TaxceCTH MHororpaHHkix MHO*ecTB h e p o  oaB H C K - 

MOCTb OT H3«epeHHft.

Una MHOiecTB THna (R npitnoHeHa napaneTpHoauH» cootbeTCTBy—

»man annnncoHnanbHkiM MHomecTBaH. Ecnn «HoxecTBo TT, xapaxTepn-

3Hpyx>uiHe coBM ecTH o H ananb H o e  y c n o B H e  x  -n o n e x H  w . . . . .w b1 I N

ypaB HeHH h coctohhhh, HsnepHTenbHkie owh6xh v . . . , , v b ypaBHe- 

HHH Biixona asnaeTca anrancoBaankHu« «KoaecTBo«, Torna anminco- 

Hnanb HUMH HHO*eCTBa«H «bMetcb Taxxce: HĤ sopiianHOHHkie MHO*ec-

tba , ycnoBHue HHtjxopMauHOHHkie KHOiecTBa H hx opTOPoxanb Hkie

npoexuHH wa nonnpocTpaHCTBO nepetieHHkix coctohhhh . B paöore 

HcnonboyeTca napaKerpHaauHa annnncoHnanbHkix xhoxbctb c noHoiXbD 

UOHTpa Ta*ecTH h nono»HT8nbHo onpeneneHHOfl KaTpHUN cooTBeTc- 

TByioneft xaanpaTHOñ ¿ p o p m t. Una HH(f>opManHOHHUx khoxbctb h ycno-
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BHbIX HH<JX3pMaUHOHHbIX MHOXÔCTB HpeflCTaBneHa 3BBKCB KOCTb HX napa-
KerpoB ot napaweTpoB MHOiecTBâ TT, HOflenn o6-bexTa h nocnenoBa-
TentHOCTH BMnonHeHkix HaönioaeHH fl. 3nnnncoHnani>KMe ycnosKue
H H $ o p i i a u H O H H u e  « H o a e c T B a  o ö n a n a D T  c b o A c t b o m  c h m m o t p h h  nooBora-

»1HHH neftcTBOBaTt H X  o p T O P O H a n b h u m  n p o e x u H B H  H a  n o n n p o c T p a H C T B O

n e p © M © H H M X  C O C T O H H H H .  3 t H n p o e X U H H  H B H H E T C H  ycnoBHblMH M H O * © —

C T B a M H  c o c t o h h h A. flpH h h  Man n o n o n H H T e n b H O  oco6bifi 6 n o x -

nHaroHanbHHfi b h h  M a T p H U M  onpenenaioineA h h o i b c t b o  U  nonyaeHb!

pe x x y p e H T H b i e  3aB H c h m o c t h  M e x n y  n a p a w e T p a M H  ycnoBHbrx m h o * © c t b

•cocTOHHHft. nonyxeHHiie b b b h c h m o c t h  o6najqa»T CTpyxTiypoA noxoxofl

H a  y p a B H © H H H  <J>HnbTpa K a n b M a H a .  IlpencTaBneHa oôutaa peoMeTpHMec-

x aa H H T © p n p © T a u H H  npoôneMbi c h H T e 3 a  a a x o H O B  y n p a ß n e H H a .

Oc h o b oA Bb:6opa onTHManbHOPO eaxoHa ynpasneHHH aanaeTca
nopanox B ceMbH oöpaooB MHo*ecTBa IT, b b k h o p o  xax anpHopHaa

HHtfcopMauHS n p o H C x o n a n a a  ot o a B H C H M o r o  ot 3axoHOB y n p a B n e H H H ,

O C H O B H O r o  O T O S p a x e H H H  .

B p a 6 o T B  n o M e n e H O  M H O x e c T B O  npHMepHhix np>o6neM c H H T e 3 a

3 a x o H O B  y n p a ß n e H H a ,  x o T o p u x  a H a n n t h h e c x h e  p e u e H H H  HafineHbi c

Kcnonb© O B a H H © m  K S T o n a  HK<jx>pHauHOHHHx M H O * e c T B  . B c n y a a e  m h o -

n e c T B  T H n a  R  M e T o n  coctoht b n p e o 6 p a 3 0 B a H H H  nna x a x a o r o  ke£H

M H O * e c T B a  TI jjaHHoro b n p o c T p a H C T B e nepeneHHbix (X^.w , v  ) b

M H o x e c T B o  R  , n a H H o e  nna k ^ H  c o o t b © t c t b © h h o  b n p o c T p a H C T B e  k
nepeMeHHbix ( x fc , W N , v N ''k , Z k ) . B n a p o n a p a  3 T O M y  3 a n a a a  m  h H h m  h 3 aun H

Jç
O T H O C H T e n b h o  (j>yHXHHH U fc(z ), k«äH M O i e T  6biTb C B e n e H a  x 3 a n a a e

M H H H M H 3 a u H H  O T H O C H T e n b h o  3 H a H e H H ñ  3 T H X  4>yHxuHH, npH y c T a H o s n e -

k kH H O M  3 H a H  eHH H Z , keiH. Y C T B H O B n e H O M y  3HaaeHHX> Z C O O T B e T C T B y e T

y c n o B H o e  HH<j>opHauHOHHoe m h o * © c t b o  R fc | z . H e a a B H C H M O c T b  ”<}>opMbi"
lc~l

3 T o r o  M H O * e c T B a  o t  ynpaBneHHfl u H B n a e T c a  o c h o b h h k  c b o A c t b o m  

no3Bonax>iuHM n o n y x H T b  3axoHbi y n p a B n e H H S  b B » a e  nHHeńHoń <}>yHxuHH
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ueHTpa THxecTH ycnoBHoro KHijjopKanHOHHoro MHoaecTßa. iloxo^Hf! 

noflxon npHMSHBeTCa Hcnonb3 ya HH<j>op>iai;HOHHwe «HOnecTsa THna S. 

Paam iK e  coctoht b Tom, i t o  mhoäectbo ÏÏ «aHHoe b npocTpaHCTse

nepeMeHHtix (x^.W , v  J  npeBpawaeTca b «HoaecTBO naHHoe nna

, , N N\k k.
köH COOTBBTCTB OH HO B npOCTpaHCTB aX nepeMeHHMX CX1,H ,v ,z J-

TaxHM o6 paaoM Ke bboahtcü nepeiteHHoi x^, npeacTaBnaioiitefl

axyanbHoe cocTOHHHe CKCTeMW. H3 -aa  KepocTaTpKa TpeöyeMoß chm-

MeTpHH «HoaecTBo ÎÆ He npepcTaBnaeT HH<j>opMaiHHH nocTaTOHHoa pna

ynpaBnsHKS. nocnenyioutH ft xop CHHTeea noxomü Ha CHHTea ona

MHoacecTB Txna 0?.

Hcnonbay« hHtJxapMauHOHHkie nno*ecTBa THna T H c b b aanbie c

HHMH HHtJxapMauHOHHbie oppaHBHeHHd ccjłopMynHposa»a oanaxa CHHTeoa

3 a x o H O B  y n p a ß n e H H a  a n a  n p o H S B o n b H O f t  H H c j s o p M a u H O H H o f t  C T p y x T y p t i  h

npepcTaBneHa npnwHHa Toro, hto b cnyaae KnaccHsecicoft HH(j>opMau-

HOHHOft CTpyKTypti npoönefia CHHTaaa aaKOHoB ynpaBneHHH c Hcnonb-

30BaHHeM HenocpepcTBeHHOfl Hopera paapenaeTca Ha cooTBeTCTsy-

loipHe K onH M ec TB o b 3 aH kokbobb hch mmx CTaTHxecKHX npo6 ne«. Una

ananora KOHTpnpHMepa BHuenrayseHa ccJxapMynHpoBaHHoro npH o rpa -

HHHeHHOft Monenn HeonpepieneHHOCTH noicaaaHO, nonexy HecMOTpa Ha

nHHefiHbie ypashbhhb coctobhhb h KBanpaTHMfl noxasaTenb icanecTBa,

HonHHeftHkie 3 axoHH ynpaßneHHa HoryT 6 biTb nyxuie nHHeftHbix.
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CONTROL STRATEGIES DESIGN IN THE PRESENCE OF BOUNDED UNCERTAINTY

Su m m a r y

A unified approach to control strategies design in the presence of 

bounded uncertainty based on the concept of Information sets is proposed. 

Chosen introductorily notions used in the statement of the design problem 

are presented. The limited contents of the work imply the application of 

renumeration procedure which enables a unified treatment of ID and MD 

models, the problem of direct models and the problem of mutually equivalent 

control strategies and particularly equivalence conditions for the 

directcontrol law. Then definitions and properties of the so called 

information sets used in the design procedure are presented. As concerns T 

set the sets of variables consistent with measurements are presented and 

the famliies of such sets defined by Pfafflan differential forms or 

equivalent partial differential first order equations are discussed. 

Attention is paid to the invariance conditions for such forms in relation 

to the control strategies or their gradients.

A differential form of the set of variables consistent with 

measurements is used to define the so called differential information 

constraints which provide equivalence conditions for classical and direct 

control laws. Definitions of information sets and keH and their 

properties are given. The Lebesgue measure of these sets has been found to 

be invariant with respect to the control laws in the case of the linear 

model.



For S sets parameterization is used related to the polyhedra sets. If 

the T set featuring jointly initial condition xj, disturbances w^-.-.w^ in 

state equations and noises v ,...,v in the output equations is a

polyhedron e.g. a cube then for linear models the information sets as well

as conditional information sets are polyhedra too. A gravity center of the 

polyhedral conditional information set may be found as an analytic function 

of its vertices and in consequence as a function of the measurements. The 

simplistic cutting of the polyhedron (cell complex) has been used. Many 

examples illustrating the searching procedure for the center of gravity of 

the polyhedra and its relationship with measurements are presented.

For IR sets parameterization relevant to ellipsoidal sets has been 

used. If T set featuring jointly initial condition x̂ , disturbances

w^ w n and noises v^ v^ is ellipsoidal then for linear models,

information sets, conditional information sets and their projections onto

the state space are ellipsoidal too. The ellipsoidal sets have been

parameterized by the gravity center and positive definite matrix of the 

respective quadratic form. For the information sets and the conditional 

information sets their parameters are expressed by the parameters of the 

set T , the model of the system and the sequence of observations. The 

ellipsoidal conditional Information sets have symmetric property which 

enables to operate by their orthogonal projections onto the state space. 

The projections are conditional sets of states. Assuming a particular block 

diagonal form of the matrix defining set I, recurrent relationships between 

parameters of the conditional state sets have been found. They resemble 

Kalman filter equation in the structure. General geometric interpretation 

of the problem of control strategies design is presented.

The basis for choice of the control strategy is an order in the family 

of images of the set T which is given as a priori Information by the basic 

mapping dependent on the control strategies.
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A set of exemplary problems of the control law synthesis is presented

for which analytical solution can be found using the information sets

technique. For (R sets it is based on the mapping of the set T given for

every keH in the space (xi>wN,vN) in the set given for keH respectively

in the space of variables (x^,wN,vNNkzk). This enables substitution of the
|(minimization problem with respect to function u^iz ) by the minimization 

with respect to the values of these functions for given value zk. For the 

given value zk the conditional information set is R^|zk. Independence of 

the shape of this set ofthe control actions u^  ̂ is a principal property 

enabling the receipt of the control law as a linear function of the gravity 

center of the conditional information set. Similar approach may be applied 

for information sets S. The main difference is that the set T given in the 

space of variables X̂j-WN>VN  ̂ converts into the set given for every keH 

respectively in the spaces of variables (x^,wN,vNNk, zk). The state variable 

x̂  is not introduced because the lack of symmetry of set implies that it 

does not constitute a sufficient information for control. The following 

steps of the design procedure are similar to the ones for sets IR.

Sets T and related information constraints have been used to formulate 

a control design problem for an arbitrary information structure . Moreover 

the reason for the possibility of the decomposition of the design problem 

while using the direct model onto a number of mutually independent static 

problems in the case of the classical information structure has been found. 

For an analog of the Witsenhausen counter example in the case of bounded 

uncertainty it is shown why In spite of the linear state equations and the 

quadratic performance index nonlinear control strategies may be better then 

linear ones.
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