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ANALIZA DYNAMICZNA BELKI POD INERCYJNYM OBCIAZENIEM
RUCHOMYM

Streszczenie. Przedmiotem pracy jest analiza dynamiczna belki swobodnie podpartej obcigzonej ruchomym
punktem materialnym, poruszajacym sie ze statg predkoscig. Belka modelowanajest jednym stopniem swobody.
W zadaniu uwzgledniono wptyw tlumienia.

DYNAMIC ANALYSIS OF BEAM UNDER INERTIAL MOVING LOAD

Summary. The paper deals with dynamic analysis of simply supported beam under inertial load. The con-
centrated mass is moving with constant velocity along one-degree-of-freedom beam. Viscoelastic damping of
beam is taken into account in the analysis. Forced and free vibrations are considered. Numerical examples are
presented in the paper.

1 Wstep

Analizujac zagadnienie belki swobodnie podpartej obcigzonej ruchomym punktem mate-
rialnym, poruszajacym sie ze stata predkos$cig wyprowadzono metoda analityczng réwnanie
ruchu drgajagcego belki. Do rozwigzania tego liniowego rdéwnania ro6zniczkowego
o zmiennych wspétczynnikach zastosowano program Mathematica. Za pomoca tego samego
oprogramowania wykonano réwniez przyktady obliczeniowe, w wyniku ktérych uzyskano
ugiecia dynamiczne belki przy r6znych warto$ciach predkosci ir6znych proporcjach wartosci
masy obcigzenia inercyjnego do masy konstrukcji. Ponadto przeprowadzono analize drgan

swobodnych rozwazanej konstrukcji.

*Opiekun naukowy: Prof. dr hab. inz. Wactaw Szcze$niak.
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2. Drgania belki modelowanej jednym stopniem swobody wymuszone
ruchomym, skupionym obcigzeniem inercyjnym

Rozpatrujemy belke swobodnie podpartg (rys. 1), o dtugosci / i sztywnosci na zginanie
EJ , obcigzong ruchomym punktem materialnym o masie M , poruszajacym sie ze stalg

predkoscig v. Masa belki Mh jest skupiona w $rodku jej rozpietosci. Analizujemy, zatem
uktad o jednym stopniu swobody z niewiadomym ugieciem $rodka belki w , wywota-
21

nym ruchomym obcigzeniem skupionym. Zaktadamy, ze w uktadzie wystepuje ttumienie wi-
skotyczne wedtug modelu Teologicznego Kelvina-Voigta.
Zgodnie z rysunkiem 1 poszukiwane ugiecie dynamiczne belki w $rodku rozpietosci wyra-

zimy znanym wzorem korzystajac z zasady superpozycji:
=-Su(Bb+R)+(P-B)SIO, (2.1

gdzie:
daw - .
B. = M, — — - sita bezwtadnosci belki,
* dr
P = Mg - ciezar ruchomej masy,

,d 2w
B=M- sita bezwtadnos$ci d’Alemberta ruchomej masy M
dr

dw . .
R=c- sita thtumienia.
dr

Dalej w pracy przyjmujemy model belki Renaudota, w wyniku czego druga pochodna
d2w

jest pochodng materialng opisang wzorem:
drz2

Vv = const,



Analiza dynamiczna belki. 19

w(x,t)=f(t) sin*

. nNX
w(x,t)= f(t) sin
- (0= (1)
n ik
R=c W diz
dt
P =Mg
S = kw\ 2>t
£:_ 51; =
/ u 48E7
*
dow .= 1 48E/ n*EJ
21
dr dr2 dxdt ar 2
. ~ . TX . TVt
®0 — Isin . ~ Is,n~~~
Rys. 1. Schemat belki o jednym stopniu swobody pod ruchomym obcigzeniem inercyjnym
Fig. 1. One-degree-of-freedom beam under inertial moving load
Zaktadajgc rozwigzanie zadania w postaci funkcji
v{x,t)=/(f)sin — , (2.3)

site bezwtadnosci ruchomego obcigzenia B, zgodnie z wzorami Renaudota (2.1) i (2.2), mo-

zemy zapisa¢ w nastepujacej formie
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Roéwnanie ruchu masy M h w $rodku belki (2.1), po uwzglednieniu (2.3) i (2.4) oraz wzorbéw
na przemieszczenia jednostkowe:

d, =m ** e 5» = 5nsin—vt = 5,, sin Tk,
48EJ n EJ | "
ma posta¢ (2.5)
SV 2P Mg - M ()sinTtE + 27 7in i
()= ke g - (/)sin (r)ycos7in . sin kE +
(2.5)
--TTT k ;. /()+ c/(n)], rzy X =~
TTTk L/()+ c/(], pray x =7
Zaktadajac, ze skupiona w $rodku belki masa Mb="m | = , rownanie (2.5) mozemy,

po prostych przeksztatceniach, zapisaé¢ nastepujgco:

(h%es
(W, + M sinz K%)f(t)+ —— sinzir<ti+c /(/)+ fzp Y an =o 1= Aijgsin” , (2.6)
' \%
gdzie m jest masgjednostkowg belki.
Dalej wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
P = _I - bezwymiarowy wspoétczynnik masy,
m
1 196EJ_ rc2 [EJ : e
©=@=-f-I==== -5 —[ - czestosé’ dfgan’ wiasnych’ belkl "o jednym stopniu
I\ m I \'m
swobody.

Rownanie ruchu drgajgcego belki, po podzieleniu go stronami przez M h, mozemy teraz
zapisa¢ w nastepujacej postaci:

.2

' 2jtv . .
(+2)3sin2 )I(F)+ 9 Bsin2n +7 i)+ £rv SBsind T 1(/)= 2fig sintt/;. (2.7)

Wymiarem funkcji /(i) jest [m], funkcji /(?) [m/s], a funkcji f(t) [m/s2].

Po wprowadzeniu bezwymiarowej funkcji /,(£) = , (wlin sin—) oraz wspo6t-

czynnika kKi=_2, , réwnanie ruchu (2.7) zapisujemy w postaci bezwymiarowej
I co

W nastepujacy sposob:

je2 (I + 2/3 sin2 g, )& + 2kk2P sin2wg+a)r N +(1- 2k2Pk7sin2nE )/, (¢;) = sinkE, , (2.8)
de dE
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2Mg?
gdzie, fsm = 208 ugiecie statyczne w $rodku rozpietosci belki,
k *EJ
2CV k ¢ , 2nc _,, Y.
P <5 -> 5,,2 -------- =2 )i/,
ml co n mlco

5, oznacza logarytmiczny dekrement ttumienia.

Réwnanie (2.8) jest rownaniem liniowym ré6zniczkowym drugiego rzedu o zmiennych
wspoétczynnikach. Poniewaz dotychczas nie jest znana metoda analityczna jego $cistego roz-

wigzania, réwnanie to rozwigzujemy numerycznie korzystajgc z programu Mathematica.

3. Drgania swobodne belki

Po zjechaniu ruchomej masy z konstrukcji, belka wykonuje drgania swobodne opisane

réwnaniem rézniczkowym (3.1)
/(O+"{(‘)+® 7(0=o0. (3.D
m
Rozwigzanie réwnania (3.1) we wspétrzednych bezwymiarowych ma nastepujaca postac:

li(§)=e IS Acoséo-¢; + fisinol-¢; , (3.2)
I v v
gdzie: ;0=-J(Q2-h 2 =(0"\~ ¢ 2 -jest czesto$cig drgan swobodnych ttumionych,
c

C
2h — s —> h —— |
M h ml

£ =— ¢100% =—-°*100% - liczba ttumienia.

K
Poniewaz analizujemy ugiecie w $rodku rozpietosci belki (w, =/, sin~)> funkcje /, oraz

/, sa sobie réwne, jesli £ = 1. Zatem warunki poczatkowe, ktére musi spetnia¢ funkcja ugie-

cia /, w chwili zjazdu masy z konstrukcji (£ = 1), zapisujemy w postaci:

% ,=4=> oraz (3-3)
Korzystajagc z warunkéw (3.3) oraz z réwnan (2.8) i (3.2) wyznaczamy state catkowania A

i B. Poniewaz réwnania ruchu (2.8) nie mozna rozwigzaé¢ analitycznie, uktad réwnan (3.3)

rozwigzujemy numerycznie postugujac sie programem Mathematica.
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4. Przykiad obliczeniowy

Przyktad obliczeniowy belki swobodnie podpartej modelowanej jednym stopniem swobo-
dy obcigzonej skupiong, ruchomag masg wykonano za pomocg programu Mathematica. W ob-
liczeniach przyjeto nastepujace dane liczbowe:

e ditugosé belki-/ =6 m,

¢ masajednego metra belki - m =141 — ,
m

¢ modut Younga-E - 21+10" Pa,
¢ moment bezwtadnosci przekroju belki J = 6874 «10-7 m4.
e predko$¢ ruchomej masy v = const.

Wyniki uzyskano przy réznych wartosciach predkosci v, wspdiczynnika {5
i wspotczynnika ttumienia £. Wielko$¢ ruchomej masy M przyjeto zgodnie z wzorem
B =—-. Rezultaty przedstawiono w formie wykresow ugie¢ $rodka belki, zaréwno
ml
w przypadku drgan wymuszonych, jak i drgan swobodnych po zjezdzie ruchomej masy

z belki.

Rys. 2. Ugiecie dynamiczne $rodka belki przy 3=0.5, ¢C=0%, f <1 - drgania wymuszone, i,>1 - drgania swo-
bodne

Fig. 2. Dynamie deflection of beam middle point 3=0.5, C=0% , C< 1- forced vibrations, ¢C>i - free vibra-
tions
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Rys. 3. Ugiecie dynamiczne $rodka belki przy P= 1.5, e =0%. £<1 - drgania wymuszone, i,> | -drgania swo-

bodne
Fig. 3. Dynamie deflection of beam middle point 0= 1.5, ¢ = 0%, %S 1 forced vibrations, {;>1 - free vibrations

S
Rys. 4. Ugiecie dynamiczne $rodka belki przy 0=2.0, ¢C=0% ,i;< 1 - drgania wymuszone, £> | - drgania swo-

bodne
Fig. 4. Dynamie deflection of beam middle point 0=2.0, G=0%,G<1- i,<1 forced vibrations, i,> i - free

vibrations

Rys. 5. Ugiecie dynamiczne $rodka belki przy predkosci obcigzenia v=50— , ¢ =0%. £<1 - drgania wymu-
szone, \ > I - drgania swobodne

Fig. 5. Dynamie deflection of beam middle point, load velocity v=50— , £=0%, \ <1 forced vibrations.

\ > 1- free vibrations
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Rys. 6. Ugiecie dynamiczne $rodka belki przy predkosci obcigzenia v=100— , ¢ =0%, ;<1 - drgania wymu-
s
szone, £>1 - drgania swobodne

Fig. 6. Dynamie deflection of beam middle point, load velocity v=100— , £=0%, £<1 forced vibrations,

£ > 1free vibrations

Rys. 7. Ugiecie dynamiczne $rodka belki przy p=15 i e=7.5% ,££1
swobodne

- drgania wymuszone, £>1 - drgania

Fig. 7. Dynamie deflection of beam middle point, p=15 i ¢ =7.5% ,£ £ 1 forced vibrations, £ > 1 free vibrations

Rys. 8. Wptyw ttumienia na ugiecie dynamiczne belki, £ <1 - drgania wymuszone, £ >1 - drgania swobodne

Fig. 8. Dampimg influence for dynamie deflection of beam, ¢ § 1 forced vibrations, ¢ > 1 free vibrations
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Rys. 9. Ugiecie dynamiczne $rodka belki przy v=100— i C=5%, C<l1 - drgania wymuszone, C>1 - drgania
s

swobodne
Fig. 9. Dynamie deflection of beam middle point, v=100— i G=5%, £< 1 - forced vibrations. \ > I free vi-
S
brations
5. Whnioski

Na podstawie otrzymanych wynikéw widaé¢, ze istotne znaczenie w rozwigzywanym zada-
niu ma zaréwno predkos$¢, jak i wielko$¢ wspoétczynnika P . W pracy nie przedstawiono po-
réwnania z belkg o masie rownomiernie roztozonej, ale jak wskazujg obliczenia, w przypadku
ugie¢ wyniki praktycznie pokrywajg sie ze soba, jeSli uwzglednimy jeden wyraz szeregu w
rozwigzaniu analitycznym. Niemniej jednak, jak wynika z rozprawy [2], wptyw wyzszych
czesto$ci i postaci drgan wtasnych na ugiecia Srodka belki jest nieznaczny (okoto 2 %).

Dalszymi etapami analizy bedzie uwzglednienie zmiennej predkos$ci obcigzenia, réznych
modeli podtoza sprezystego, modeli ttumienia liniowego i nieliniowego, wptywu umiarkowa-
nie duzych ugie¢ (nieliniowo$¢ geometryczna), a takze zmiennej grubosci, sztywnos$ci i masy
belki.

Zadanie ma istotne znaczenie przy testowaniu duzych systeméw komputerowych.
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Abstract

The paper deals with the simply supported beam, modelled with one degree of freedom.

The beam is subjected to the concentrated mass moving with constant velocity. The Kelvin-

Voigt model of damping, the influences of velocity and mass magnitude are considered. The

differential equation of beam motion is analytically educed and numerically solved with the

aid of Mathematica 4.0. The dynamic deflections of beam in case of various velocities, p

factors and damping coefficients are shown.



