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ANALIZA DYNAMICZNA BELKI POD INERCYJNYM OBCIĄŻENIEM 
RUCHOMYM

S tr e s z c z e n ie . P rzed m io tem  pracy je s t  a n a liza  d yn a m iczn a  b elk i s w o b o d n ie  podpartej ob c ią żo n e j ru ch om ym  
punktem m ater ia ln y m , p oru sza jącym  s ię  z e  s ta łą  p ręd k ośc ią . B e lk a  m o d e lo w a n a  je s t  jed n y m  sto p n iem  sw o b o d y .  
W zadaniu  u w z g lę d n io n o  w p ły w  tłu m ien ia .

DYNAMIC ANALYSIS OF BEAM UNDER INERTIAL MOVING LOAD

S u m m a r y . T h e  p aper d ea ls  w ith  d y n a m ic  a n a ly s is  o f  s im p ly  sup p orted  b eam  under in ertia l load . T h e  co n ­
centrated m a ss  is  m o v in g  w ith  con stan t v e lo c ity  a lo n g  o n e -d eg re e -o f-fr e e d o m  b eam . V is c o e la st ic  d a m p in g  o f  
beam is  tak en  in to  a cc o u n t in th e a n a ly s is . F orced  and free v ib ration s are co n s id ered . N u m erica l e x a m p le s  are 
presented in th e paper.

1. Wstęp

A nalizu jąc zagadnien ie  belki sw obodnie podpartej obciążonej ruchom ym  punktem  m ate­

rialnym , poruszającym  się ze s ta łą  p rędkością  w yprow adzono m etodą  analityczną  rów nanie 

ruchu drgającego belki. Do rozw iązania tego liniow ego rów nania  różniczkow ego 

o zm iennych w spółczynnikach zastosow ano program  M athem atica. Z a  pom ocą tego sam ego 

oprogram ow ania w ykonano rów nież przykłady obliczeniow e, w  w yniku których uzyskano 

ugięcia dynam iczne belki przy różnych w artościach prędkości i różnych proporcjach w artości 

m asy obciążen ia  inercyjnego do m asy konstrukcji. Ponadto przeprow adzono analizę drgań 

sw obodnych rozw ażanej konstrukcji.

* O piekun  naukow y: Prof. d r hab. inż. W acław  Szczęśniak.
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2. Drgania belki modelowanej jednym stopniem swobody wymuszone 
ruchomym, skupionym obciążeniem inercyjnym

R ozpatru jem y belkę sw obodnie podpartą  (rys. 1), o długości / i sztyw ności na zginanie 

E J  , obciążoną ruchom ym  punktem  m aterialnym  o m asie M  , poruszającym  się ze sta łą  

p rędkością  v . M asa belki M h je s t skupiona w środku je j rozpiętości. A nalizujem y, zatem

układ o jednym  stopniu sw obody z  niew iadom ym  ugięciem  środka belki w
2 J

, w yw oła-

nym  ruchom ym  obciążeniem  skupionym . Zakładam y, że w  układzie w ystępuje tłum ienie wi- 

skotyczne w edług m odelu Teologicznego K elv ina-V oig ta .

Z godnie z rysunkiem  1 poszukiw ane ugięcie dynam iczne belki w  środku rozpiętości w yra­

zim y znanym  w zorem  korzystając z zasady superpozycji:

' /

2 J
= - S u(Bb+ R ) + ( P - B ) S l0, (2.1)

gdzie:

d 2w
B. =  M , — — - siła  bezw ładności belki, 

* d r
P  = M g - ciężar ruchom ej masy,

, d 2w
B = M -

dr
siła  bezw ładności d ’A lem berta ruchom ej m asy M

dw  . .
R  = c -  siła  tłum ienia.

dr
D alej w pracy przyjm ujem y m odel belki R enaudota, w w yniku czego druga pochodna 

d 2w

d r 2
je s t pochodną m ateria lną op isaną  wzorem :

v =  const,
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x  = vt

P  = M g

w ( x , t ) = f ( t )  s i n ^

w ( x , t ) =  f ( t ) sin
n x

dw  
R = c —  

dt

n  ik
d i2

S  = kw \ 2>t

£= — 5,, = ——
/ 11 48E 7

d 2w

d r dr2 dxdt a * 2

* =
1 4 8 E /  n * E J

21

.  ~ . TtX _  . 7tVt
®I0 — I sin . ~  I s,n  ~~j~

R ys. 1. S ch em a t b e lk i o  je d n y m  stop n iu  sw o b o d y  p od  ru ch om ym  o b c ią ż en iem  in ercyjn ym  
Fig. 1. O n e -d e g r e e -o f-fr e e d o m  b eam  under in ertia l m o v in g  load

Z akładając rozw iązanie  zadania  w  postaci funkcji

v{x,t)= /(f)s in  — , (2.3)

siłę bezw ładności ruchom ego obciążen ia  B , zgodnie z w zoram i R enaudota (2.1) i (2.2), m o­

żem y zap isać w następującej form ie
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R ów nanie ruchu m asy M h w  środku belki (2.1), po uw zględnieniu (2.3) i (2 .4) oraz w zorów  

na p rzem ieszczenia  jednostkow e:

«  1 3  2 / 3d „  =  ■ , , 5.» =  5 n sin — vt  =  5 ,, sin TT«?,
4 8 E J  n  E J  l "

m a postać (2.5)

, /  v 2P
/ ( , ) = - I 7 7 K E J

M g -  M /(/)sin 7t£  + 2 /( r )y c o s 7 i^  - sin kE, +

(2.5)

-  -T T T  k ; ,/ ( ')+  c /(r)], przy x =  ~̂. 
K ŁJ 2*

Z akładając, że skupiona w środku belki m asa M b = ^ m l  = , rów nanie (2 .5) m ożem y,

po prostych przekształceniach , zapisać następująco:

(  4
(iW,, + M  sin 2 K%)f(t)+  — — sin 2 ;r<!;+c / ( / ) +

'  V
gdzie m  je s t m asą  jednostkow ą belki.

D alej w prow adzam y następujące oznaczenia:

P  = —  - bezw ym iarow y w spółczynnik masy, 
m l

n  E J  k  v . 2 ,
~ 2 p  sln *5 / ( / )=  A ijęsin^ , (2.6)

1 I96EJ rc2 [EJ ,, , , . . . „ .
(0  = (Oh = - r - - l -------- = - 5- , —  - częstosc drgań w łasnych belki o jednym  stopniu

l \  m  l \  m
sw obody.

R ów nanie ruchu drgającego belki, po podzieleniu go stronam i przez M h, m ożem y teraz

zapisać w następującej postaci:

' 2jtv . 2 £ V « . s- 2 . 
r-

- /3 sin 2 Tri / ( / ) =  2fig s in tt/;. (2.7)(l + 2)3 s in 2 7^ ) / ( f ) + | “ /3 sin 2 ^  + ^  j / ( t ) +

W ym iarem  funkcji / ( i )  je s t [m], funkcji / ( ? )  [m /s], a funkcji f ( t )  [m /s2].

Po w prow adzeniu  bezw ym iarow ej funkcji / , ( £ )  =  , ( wlln, s in — ) oraz w spół-
2

2 v 2
czynnika k ~ = — — 7 , rów nanie ruchu (2.7) zapisujem y w postaci bezw ym iarow ej 

l co
w następujący sposób:

jc2 (l + 2/3 sin 2 nĘ, )C* + (2 k k 2P  sin 2 tcĘ, + a ) ^ ^  + (l -  2 k 2P k 7 sin2 nE, )/, (¿;) = sin kE, , (2.8)
dę  d£
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2 M g ?

k *EJ
gdzie, f sm =  — -— — - ugięcie sta tyczne w  środku rozpiętości belki,

2 cv k  c „ 2 n  c  „ y.
-<5, ->  5, = -------- =  2 nt¡ ,— i * - ” 1 ” I ,m l  co n  mlco

5 , oznacza logarytm iczny dekrem ent tłum ienia.

Rów nanie (2.8) je s t  rów naniem  lin iow ym  różniczkow ym  drugiego rzędu o zm iennych 

w spółczynnikach. Poniew aż do tychczas nie je s t  znana m etoda analityczna je g o  ścisłego roz­

wiązania, rów nanie  to  rozw iązujem y num erycznie korzystając z program u M athem atica.

3. Drgania swobodne belki

Po zjechaniu ruchom ej m asy z konstrukcji, belka w ykonuje drgan ia  sw obodne opisane 

równaniem różniczkow ym  (3.1)

/ ( 0 + ^ / ( ' ) + ® 7 ( 0 = o .  (3 .D
m l

Rozwiązanie rów nania  (3 .1) w e w spółrzędnych  bezw ym iarow ych m a następu jącą  postać:

(3.2)/ i ( Ś )  =  e l'S" A c o sć o -ć ; +  f i s in o l - ć ;  ,
l v v

gdzie: ¿o = -J(Q2 - h 2 = (0 ^ \ ~ ę 2 - j e s t  częstośc ią  drgań sw obodnych tłum ionych,

c c
2  h — -------  —> h — — ,

M  h m l

£  = —  • 1 0 0 % =  — • 1 0 0 % - liczba tłum ienia.

K
Poniew aż analizujem y ugięcie w  środku rozpiętości belki ( w, =  / ,  s in ~ )>  funkcje / ,  oraz

/ ,  s ą  sobie rów ne, je ś li £ =  1. Zatem  w arunki początkow e, które m usi spełn iać funkcja  ugię­

cia / ,  w chw ili zjazdu m asy z konstrukcji (£  =  1 ), zapisujem y w postaci:

% , = 4 = >  oraz (3 -3)

K orzystając z w arunków  (3 .3) oraz z rów nań (2 .8) i (3 .2) w yznaczam y stałe całkow ania A 

i B . Poniew aż rów nania  ruchu (2 .8) nie m ożna rozw iązać analitycznie, układ rów nań (3.3) 

rozw iązujem y num erycznie posługując się program em  M athem atica.
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4. Przykład obliczeniowy

Przykład ob liczeniow y belki sw obodnie podpartej m odelow anej jednym  stopniem  sw obo­

dy obciążonej skupioną, ruchom ą m asą  w ykonano za pom ocą program u M athem atica. W  ob­

liczeniach przyjęto  następujące dane liczbowe:

•  d ługość b e l k i - /  = 6 m ,
ĴCT

•  m asa jednego  m etra belki - m = 141 — ,
m

• m oduł Y ounga - E -  2.1 • 10" Pa ,

•  m om ent bezw ładności przekroju belki J  =  6874 • 10~7 m 4 .

•  prędkość ruchom ej m asy v =  c o n s t .

W yniki uzyskano przy różnych w artościach prędkości v , w spółczynnika ¡5 

i w spółczynnika tłum ienia  £ .  W ielkość ruchom ej m asy M  przyjęto zgodnie z w zorem  

M
13 = — -. R ezultaty  przedstaw iono w  form ie w ykresów  ugięć środka belki, zarów no 

m l

w przypadku drgań w ym uszonych, ja k  i drgań sw obodnych po zjeździe ruchom ej masy 

z belki.

R ys. 2. U g ię c ie  d y n a m iczn e  środ ka b e lk i p rzy (3 =  0 .5 ,  Ç =  0% , f, <  1 - drgania w y m u sz o n e , i, > 1 - drgania s w o ­

b od n e
F ig . 2 . D y n a m ie  d e fle c tio n  o f  beam  m id d le  p o in t (3 =  0 .5 ,  Ç =  0% , Ç <  1- forced  v ib rations, Ç > i  - free  v ibra­

tion s
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Rys. 3. U g ię c ie  d y n a m iczn e  środ ka b elk i p rzy  P =  1 .5 , ę  =  0% . £ < 1  - d rgan ia  w y m u sz o n e , i, > I -d r g a n ia  s w o ­

bodn e
Fig. 3. D y n a m ie  d e fle c t io n  o f  beam  m id d le  p o in t 0  =  1 .5 , ę  =  0% , % S 1 forced  v ib ration s, ¡;> 1  - free  v ib ration s

S

Rys. 4. U g ię c ie  d y n a m iczn e  środ k a  b e lk i p rzy  0  =  2 .0 ,  Ç =  0% , i; <  1 -  drgan ia  w y m u sz o n e , Ł, >  I -  drgan ia  s w o ­

b od n e
Fig. 4 . D y n a m ie  d e fle c t io n  o f  beam  m id d le  p o in t 0  =  2 .0 ,  Ç =  0 % , Ç <  1 -  i, <  1 forced  v ib ration s, i, >  i -  free  

vib rations

Rys. 5. U g ię c ie  d y n a m iczn e  środ ka b elk i p rzy p ręd k ośc i o b c ią ż en ia  v =  5 0 — , ę  =  0% . £ <  1 - drgania  w y m u ­

sz o n e , \  >  I - drgania  sw o b o d n e  

Fig. 5 . D y n a m ie  d e f le c t io n  o f  b eam  m id d le  p o in t, load v e lo c ity  v =  5 0 — , £ =  0% , \  <  1 forced  v ib rations. 

\  >  1 -  free  v ib ration s
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R ys. 6 . U g ię c ie  d y n a m iczn e  środ ka b elk i przy  p ręd k ośc i o b c ią ż en ia  v =  100— , ę  =  0 % , ¡;< 1  - drgania w y m u -
s

s z o n e , £  >  1 - drgania  sw o b o d n e  

F ig . 6 . D y n a m ie  d e f le c t io n  o f  beam  m id d le  p o in t, load  v e lo c ity  v =  lOO— , £ =  0 % , £ < 1  forced  v ib rations, 

£  >  1 free  v ib ration s

- 1 . 5  

- l  

- 0 . 5

0 . 5

1

1 .5

2

R ys. 7 . U g ię c ie  d y n a m iczn e  środ ka b elk i p rzy p =  1.5 i ę  =  7 .5 % ,£ £ l  -  drgania  w y m u sz o n e , £ > 1  - drgania  

sw o b o d n e
F ig . 7 . D y n a m ie  d e fle c t io n  o f  beam  m id d le  p oint, p = 1.5 i ę  =  7.5% , £  £  1 forced  v ib ration s, £  >  1 free v ibrations

R ys. 8. W p ły w  tłu m ie n ia  na u g ię c ie  d y n a m iczn e  b elk i, £  <  1 - drgania  w y m u szo n e , £  >  1 - drgania  sw o b o d n e  

F ig . 8. D a m p im g  in f lu e n c e  for d y n a m ie  d e fle c t io n  o f  b eam , ę  ś  1 forced  v ib rations, ę  >  1 free  v ib rations
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Rys. 9. U g ię c ie  d y n a m iczn e  środ ka b elk i p rzy v = 100 —  i Ç =  5% , Ç <1 - drgania  w y m u sz o n e , Ç >1  - drgania
s

s w o b o d n e

Fig. 9 . D y n a m ie  d e f le c t io n  o f  b eam  m id d le  p o in t, v =  1 0 0 —  i Ç =  5% , £, <  1 - forced  v ib ra tion s. \  > I free v i-
S

b ration s

5. Wnioski

N a podstaw ie o trzym anych  w yników  w idać, że istotne znaczenie w  rozw iązyw anym  zada­

niu m a zarów no prędkość, ja k  i w ielkość w spółczynnika P . W  pracy nie przedstaw iono  po­

rów nania z  be lk ą  o m asie rów nom iernie rozłożonej, ale ja k  w skazu ją  obliczenia, w  przypadku 

ugięć w yniki prak tyczn ie  pok ryw ają  się ze  sobą, je ś li uw zględnim y jed en  w yraz szeregu w 

rozw iązaniu analitycznym . N iem niej jednak , ja k  w ynika z rozpraw y [2], w pływ  w yższych 

częstości i postaci drgań w łasnych na ugięcia środka belki je s t  n ieznaczny (około 2 %).

D alszym i etapam i analizy  będzie uw zględnienie zm iennej prędkości obciążenia, różnych 

m odeli pod łoża  sprężystego , m odeli tłum ien ia  liniow ego i nielin iow ego, w pływ u um iarkow a­

nie dużych ugięć (n ielin iow ość geom etryczna), a  także zm iennej grubości, sztyw ności i masy 

belki.

Z adanie m a istotne znaczenie przy testow aniu  dużych system ów  kom puterow ych. 
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A b s tra c t

T he paper deals w ith the sim ply supported beam , m odelled w ith one degree o f  freedom . 

The beam  is subjected  to the concentrated  m ass m oving w ith constant velocity . The K elvin- 

V oigt m odel o f dam ping, the influences o f  velocity and m ass m agnitude are considered. The 

d ifferential equation  o f  beam  m otion is analytically  educed and num erically  solved w ith the 

aid o f M athem atica 4.0. T he dynam ic deflections o f beam  in case o f  various velocities, p  

factors and dam ping coefficients are show n.


