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DWA MODELE KOMPOZYTOWYCH PRETOW CIENKOSCIENNYCH
OPROFILU ZAMKNIETYM

Streszczenie. W artykule tym przedstawiono opis statyki kompozytowych pretéw cienko$ciennych. Zbudo-
wano dwa modele bazujgce na teorii powtok Timoshenki i K.irchhoffa-Love’a. Sformutowano dwa rodzaje ele-
mentoéw skoriczonych. Poprawno$¢ przedstawionych teorii sprawdzono na przyktadzie.

TWO MODELS FOR COMPOSITE THIN WALLED BEAMS WITH
CLOSED CROSS SECTION

Summary. In this paper the static problems description of the thin-walled composite beams was presented.
Two models based on the Timoshenko’s and Kirchhoffa-Love’s shell theory were built. Two kinds of beam
finite elements were formulated. The correctness of the theories was checked on the example.

1 Wstep

Kompozytowe prety cienkos$cienne, ze wzgledu na swe znakomite wtasnosci wytrzymato-
Sciowe i matg mase, bardzo szybko znalazty liczne zastosowania; w szczeg6lnosci w prze-
mysle lotniczym. Prace naukowe tyczace sie opisu statyki rozpatrywanych ustrojéw bazujg na
teorii powtok cienkich, warstwowych. Mozemy tutaj wyrézni¢ prace zwigzane z teorig po-
wiok: a) Kirchhoffa-Love’a, por. np.: N. R. Bauld i L-S. Tzeng [1] czy B. Omidwar i A.
Ghorbanpoor [4] oraz b) Timoshenki np.: L. W. Rehfield, A. R. Atilgan, D. H. Hodges [7], W
obu tych przypadkach uwzglednia sie dodatkowo deplanacje. Celem tej pracy jest poréwna-
nie rezultatéw otrzymywanych z wykorzystaniem tych dwéch modeli. Dazac do tego zbudo-
wano model kompozytowego preta cienko$ciennego o profilu zamknietym, bazujac na teorii
powltok Timoshenki. Roéwnania réwnowagi belki typu Bernoulliego przedstawiono jako

szczeg6lny przypadek teorii Timoshenki. Rozwigzania problemu uzyskano wykorzystujac
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MES, budujac oddzielne elementy skonczone dla kazdego modelu. Rezultaty otrzymywane w

ten sposéb poréwnano z wynikami programu ANSYS 5.4, gdzie zastosowano elementy 3D.

2. Pole przemieszczen i odksztatcen

Przemieszczenie dowolnego punktu MO powierzchni srodkowej preta - powtoki bedziemy
okre$laé, por. rys. 1, w odniesieniu do dwoch prawoskretnych uktadéw wspétrzednych, a

mianowicie globalnego Oxyz i lokalnego MOnsz m

|z=const.|
Rys. 1. Konfiguracja preta cienko$ciennego Rys. 2. Przemieszczenia powtoki
Fig. 1. Thin-walled beam configuration Fig. 2. Shell displacement

Niech dowolny punkt O' plaszczyzny sztywno zwiazanej z przekrojem preta wykonuje
ruch ptaski, okre$lony wspétrzednymi translacyjnymi Ux, U (uktad Oxyz) oraz obrotem o
kat a. Niech dalej «, i us okre$lajg sktadowe przemieszczenia dowolnego punktu MO linii
Srodkowej przekroju preta (uktad M unsz), ktére sg normalnymi i stycznymi do tej linii. Na
podstawie rys. 1 ustalimy zalezno$¢ miedzy tymi wspoétrzednymi:

un(z,s) = Uxcos(p+ U sin(p-dq, ux(z,s) =-U xsin(p+ Uycos(p+ap. 1)
Celem zdefiniowania odksztatcen w kompozytowym precie cienkosSciennym rozpatrywac
bedziemy powtoke cienkoécienng, warstwowa i zamknietg, por. rys. 2. W powtoce tej okre-
§limy, za R. B. Rikardsem [6], sktadowe stanu odksztatcenia warstwy powierzchni $rodkowej
w powtokach typu Timoshenki, w dostosowanej do przyjetej tutaj notacji:

0 6uu,, .  ow , dw du, , 38, . 3t
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W réwnaniach (2) przyjeto oznaczenia:e", e°, y"- skladowe odksztatcenia; K°, k'Z, .-

sktadowe zmiany krzywizny | skrecenia powierzchni $rodkowej; pvl, psn - usrednione od-

ksztdicenia poprzecznego dcinania; Vn= A d—v‘f----gi%-\ - kat obrotu.
2yds 0z

Dokonujac prostych przeksztatcen, otrzymamy zalezno$¢ pomiedzy zmiang skrecenia po-

wierzchni Srodkowej a odksztatceniami postaciowymi:
K=7]- ©
Catkowite odksztatcenia postaciowe y" mozemy przedstawi¢ jako sume odksztatcen posta-
ciowych: y*t- zwigzanych ze zginaniem i $cinaniem iy -wywotanych skrecaniem.
Y°25=VZZS+YZSS- (4)

Zalezno$¢ pomiedzy odksztatceniami postaciowymi (zwigzanymi ze zginaniem) odpowiednio
w uktadach wspo6trzednych Oxyzi Munsz po uwzglednieniu odpowiednich wzoréw trans-
formacyjnych przyjmie postaé:

Ya =-Y Zlsin(p + y2,cos(p, (5)
gdzie przyjeto: yK,y5,- odksztatcenia postaciowe zwigzane z sitami poprzecznymi w ukia-
dzie Oxyz m

Przejdzmy dalej do wyznaczenia przemieszczenia osiowego w(z,s). Zwigzek taki otrzy-

mamy z warunku okres$lajgcego odksztatcenia postaciowe (2)3. W tym celu poréwnujemy
stronami réwnania (2)3 i (4), a nastepnie podstawiamy do tak uzyskanej réwnosci zaleznosci
(D2i catkujemy, a woéwczas otrzymamy nastepujaca funkcje:

w(z,s)=W -p yx+Pxy+ylcc'\ (6)

w réwnaniu powyzszym wprowadzono nowe funkcje:

= = - = - = N~ i
w=w(Z), px=Iyv-u ,)le {ux-rJ v r?l\& p is, @)

gdzie: W -jest sktadowg osiowg przemieszczenia; Px=P x{z), Py- Py(z) - sa katami obrotu
ptaszczyzny przekroju preta wzgledem osi: Ox i Oy ; \fr(s,n) - jest funkcja deplanacji.
Niezerowe sktadowe stanu odksztatcenia (2), po uwzglednieniu (1), (3), (6), przyjma postac:

{eH fifcJ, (8)
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gdzie:
{w g~Py g+P, p: Py @€ «7 . (9a)
k K K (9b)
1 0 0 y —X 0 w
0 -sine COS(p 0 0 0
[Bb 0 0 0 sing -cose 0 9 ©0)
0 ~2'sing Jcosip O 0 0

W réwnaniu (8) wyrazono odksztatcenia typu powtokowego -{e}> jako funkcje odksztatcen

typu pretowego - -je }.

3. Zwiagzki konstytutywne w materiale wielowarstwowym

Prety cienkos$cienne scharakteryzowane sg matg gruboscia scianki w stosunku do pozosta-
tych wymiaréw; w zwiazku z czym mozemy przyja¢ zatozenie, ze pracujg one w ptaskim sta-
nie naprezenia oraz kazda z warstw kompozytu, z ktérych pret jest zbudowany, bedzie zbro-
jona jednokierunkowo (ortotropowa). Uwzgledniajagc powyzsze, por. np.: A. Kelly [Ed] [3],

niezerowymi sktadowymi tensora naprezenia beda as,o0,,xa . Dla przypadku pretéw cienko-
Sciennych przyjmujemy dalsze zatozenie, iz naprezenia obwodowe as sa w przyblizeniu
réwne zeru (crv=0). Po uwzglednieniu tego zalozenia stwierdzamy, ze zalezno$¢ okre$lajaca

wektor naprezenia pojedynczej, Kk-tej warstwy preta-powtoki w relacji naprezenie-

odksztatcenie przyjmie postaé:

g n 823824
oz # e2 (10)
+
Q gy Q
Q2 244 822

Sity wewnetrzne typu powtokowego, dla naszego przypadku mozemy zapisa¢ nastepujgco:
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gdzie wprowadzono macierze:

[l 1. M =K M, M j; (L la)
przez [a] [flj [/)] oznaczono, znane z teorii powtok cienkich, warstwowych, macierze sztyw-
nosci tarczowej, sprzezen i zginania.

4. Roéwnania rownowagi i warunki brzegowe

Réwnania réwnowagi oraz warunki brzegowe otrzymamy z warunku minimalizacji funk-
cjonatu catkowitej energii potencjalnej.
Sktadnik funkcjonatu Lagrange’a okreslajacy energie wewnetrzng sit sprezystosci w pre-

cie, po wykorzystaniu réwnan (11), por [2], mozemy przedstawi¢ w postaci nastepujgcej:

(12)
y u u  ~1 u w
Energie potencjalng obcigzen zewnetrznych, masowych okreslimy jako:
JX'ujdV = j(nW +mxBx+myRBy+rnja+ba +fxUx+ fyUy)iz. (13)

v 0
W réwnaniu (13) wprowadzono obcigzenia masowe, ktdre wystepujg w konstrukcjach preto-

wych cienkosciennych; poszczeg6lne skiadniki wystepujace w wyrazeniu podcatkowym

okreslajag:«, f x, fy- sity masowe: osiowa i poprzeczne; mx,my,m,- momenty masowe: zgi-

najace i skrecajacy; b - masowy bimoment.
Analogicznie do sit masowych (13), wystepujgcych w sktadowej funkcjonatu Lagrange’a,

zapiszemy trzeci sktadnik tego funkcjonatu, w ktérym wystepujg obcigzenia brzegowe:

\X'uidf = (nW+mxBx+myRBy+mza +ba +fxUx+ fyU}]o. (14)

Réwnania definiujgce sity wewnetrzne typu pretowego w zaleznosci od sit wewnetrznych

powtokowych przyjma postac:
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/ \

Qy-\ N,cos(p+— Macose is, (15)
ol “ 2p -~

gdzie wystepuja: sita osiowa N, momenty zginajace: M x, M , moment skrecajacy:”, bi-
moment: B, sity poprzeczne: Qx, Qy.

Lokalne réwnania réwnowagi otrzymamy przyréwnujac do zera wariacje funkcjonatu La-
grange’a, po uprzednim zastosowaniu tam twierdzenia Greena. Uzyskane w ten sposéb réw-
nania, w liczbie sze$ciu, po wykorzystaniu sit wewnetrznych typu pretowego (réwnania (15)),

przyjma postac:

N'+A =0, Mx~Qy+mx=0,
fis>/x= 0, My +Qx+my=0, (16)
g,+/,=o, -B +Ms-b +inz=0,

Warunki brzegowe, w liczbie siedmiu na kazdym brzegu, otrzymane podobnie beda spetniaty

nastepujace zwigzki na brzegach z=0iz=1L":

W réwnaniach (15) przedstawiono sity wewnetrzne typu pretowego jako funkcje sit we-
wnetrznych powtokowych. Wprowadzajgc tam sity typu powtokowego (11), a dalej odksztat-
cenia powierzchni $rodkowej powtoki (8), otrzymamy w rezultacie sity typu pretowego w
funkcjach przemieszczen; na tej samej drodze mozemy otrzymac¢ lokalne warunki réwnowagi

w relacji przemieszczeniowej.

5. Belka Bernoulliego

Model bazujgcy na hipotezie Kirchhoffa-Love’a, zaktada, iz odcinek materialny prostoli-
niowy, prostopadly do nieodksztalconej powierzchni $rodkowej pozostaje prostoliniowy i
prostopadly do powierzchni odksztatconej, a jego diugo$¢ sie nie zmienia. Zatozenie to
uwzglednimy w powyzszym opisie, przyjmujac, iz uSrednione odksztatcenia poprzecznego
$cinania dla belki Timoshenki sg réwne zeru:

PV, = Psn = 0« (18)
Stad zaleznosci pomiedzy katami obrotu i przemieszczeniami preta opisane réwnaniami:

(19)
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Réwnosci (19) opisuja, znang z wytrzymatos$ci materiatow, hipoteze Bernoulliego wykorzy-
stywang w teorii pretéw o przekroju zwartym.

Zaleznosci definiujace sity wewnetrzne typu pretowego sg analogiczne do uzyskanych dla
przypadku belki Timoshenki (15). Wyjatek stanowia sity poprzeczne, ktére obliczymy w
funkcji sit powtokowych wg nastepujacych zaleznosci:

i i
Qx - i[n_X+ M,cose)ds, Qy=J(fV y+ M zsin(p)ds. (19a)
0 0
Poréwnujac réwnania (19) z (15)23 otrzymamy charakterystyczne zaleznosci, w modelu belki
Bernoulliego, pomiedzy sitami poprzecznymi i momentami zginajacymi:
Qx=-M'y. Qy =M X (20)

Wanalizie tego rodzaju belki wystepuja cztery lokalne warunki réwnowagi:

N +n=0, M +rn-/ =0,
;o . - (21)
B -Ms+b -mz=0, M x+mx+fy=0.

Na tym zakonczymy rozpatrywanie modelu belki Bernoulliego. Wszystkie pozostate oblicze-

niasg analogiczne do modelu Timoshenki (po przyjeciu tam zaleznos$ci (18) i (19)).
6. Metoda elementéw skonczonych

Okre$lmyzwigzek opisujacy wariacje energii wewnetrznej sit sprezystosciw precie. W
tym celurozpatrzymy réwnanie (12), do ktérego wprowadzimy zaleznosci (11) i (8), skad
kolejno otrzymamy:
5W=]dz\M Me}* -jdzj{&,} [bJ[slfiKe,}ds=}{&,} [K%pldz. (22)

0 0 0 0 0
W réwnaniu tymwyodrebnimy macierz charakterystyk geometryczno-wytrzymatosciowych,

zdefiniowanagjako:
M =j[BF[sIfi]*. (23)
0
Catkowitg wariacje fiinkcjonatu Lagrange’a zapiszemy:

8iL=pK Ykk?h - M {/}e. (24)
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W réwnaniu (24) wprowadzono macierze wektory, kolejno wariacji przemieszczen, obcigzen

masowych i brzegowych:
M={w Ux Uy px py a a'},
{/}={« 1, fymx my m, -bj, (25)
{}={" h fymx thy mz+b bj.
Do rozwigzania zadania brzegowego rozpatrywanego problemu wykorzystamy MES, w kto-
rym zastosujemy element belkowy o dwoéch weztach. Wektor przemieszczen weztowych k-
tego wezta w postaci wektora mozemy zapisac:
{dk} =ty Ux Uypx py a al\,k =1.2. (26)
Ze wzgledu na analogie w budowie elementu skonczonego belek zwartych i cienkoscien-
nych, ograniczymy sie tutaj do podania przyjetych funkcji aproksymujacych:
a) belki Timoshenki (dla belek zwartych, izotropowych J. S. Przemieniecki [5]):
W(z)=N2M + N iW2,
Vx{z)=N>Uxt-NIPy+N;Ux+NIpy2
uy(z)=N;uy] +N;px+N;uy2-N*5px2,
Px(z)=Nj;uyi+n;pa-NjUy2+n;px2
Py(z)=-NJUx+N’P, X N'Ua + NIPy2,
a(z)=Nwa|+ Nuax+Nxa2+Nna 2,
b) belki Bernoulliego
W (z)=N2WI+ N W2,
Ux{z)= NWUX + /V,,PYX+ NuUx2+ NnPy2,
Uy(z)=NioUyl- N uPxX+NtUy2- N uPx2,
a(z)=Nwal+Nucx+Nna2+ NBa2,

W zwigzkach (27) i (28) przez Na (i= x,y;a = 1+m13) okreslono nastepujace funkcje ksztattu:

N]=-f-,N2=1-j-,N'}=N[{3Nx-2N?2+\2rli* , (i=*y)

Na= N2{3N2-2N2+12n”it N- =L > ,2-(I-6rj,. )\,
Nt=L> 2- (1- 61,)N2- 6rj> 2C,, N*=j-NINZi, 29

N1=At @IV, - 21- 6/7,))C, * =M@BW2- 2(1- 677,))C. ATD=1- 3A72 +2AT3,
AL, = L(W, - 2872+ 7/3) Nn =3N? -2 N?,N,, = Le{-N 2+ W3)



Dwa modele kompozytowych pretéw cienkosciennych.. 143

w ktérych, przyjeto nastepujace oznaczenia:

1
C= @azpy) 5!
(30)

*44 *55

Ty =
*rAf,,V kxK 21Lr

7. Analiza przykiadu

Przeprowadzimy obliczenia rozpatrujac trzy belki o profilu prostokgtnym, por. rys 3.
Scianki profilu sktadaja sie: w przypadku: A -z jednej warstwy o grubosci t=1cm, usta-
wionej pod katem 25°; B - z trzech warstw o grubosci f, =0.33 cm i kodzie [25,0,25], W obu
przypadkach materiatem jest kompozyt szkto E/epoksyd o nastepujacych charakterystykach

materiatowych: £, = 45GPa, E2=12GPa, G=55GPa,v12=0.28.

®  Fy=10[kN]

a 1. Mx=10[kNm]
[cm]
. i A n
A/ 200[em] A 1 200[cm] Aj/
IFy=10[kN]

I\
y 100[cm] Y 100[cm] Y

Rys. 3. Schemat zadania
Fig. 3. Schematic of the problem

Wyniki otrzymane autorskim programem, napisanym w Matlab-ie, zostaty poréwnane z
rezultatami uzyskanymi za pomoca pakietu Ansys 5.4. W programie tym rozwigzanie otrzy-
mano stosujac warstwowe elementy skofnczone typu powtokowego (3D). Maksymalne ugiecia
i katy obrotu zostaty zestawione w tabeli.

Tabela 1
Maksymalne ugiecia i katy obrotu

1 I 1]

A B A B A B
Uy[mn] Uy[mm] Uy[mm] bx[rad] Uy[rrm] bx[rad] Uy[rrrrj Uy[rrm]
ANSYS54  -33,09 -25,34 -24,6 2.47E-02 -18,6 1,91E-02 -0,65 -0,54
Timoshenko -30,04 -24,86 -23,1 2.25E-02 -18,4 1.83E-02 -0,61 -0,53
btad [m& 9,22 1,89 6,10 891 1,08 4,19 6,15 1,85
Bemoulli -25,52 -25,8 -19,4 1.95E-02 -17,2 1.68E-02 -0,4 -0,37
22,88 -1,82 21,14 21,05 7,53 12,04 38,46 31,48
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8. Whnioski

Analizujgc otrzymane wyniki stwierdzamy, iz belka Timoshenki lepiej odzwierciedla prace
kompozytowych belek cienko$ciennych. W odréznieniu od belki Bernoulliego, uwzglednia
ona sprzezenie odksztalcen poprzecznych ze zginajgcymi. Zaleta ta szczeg6lnie uwypukla sie
dla przypadku belek jednokierunkowo zbrojonych (przypadek A), gdzie max. btagd w belce
Timoshenki wynosi 6%, a Bernoulliego 38%. Dla belek warstwowych (B), ze wzgledu na

wystepujaca kompensate sprzezen, bitedy w belce Bernoulliego sg mniejsze.
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Abstract

In this paper the static problems description of the thin-walled composite beams was pre-
sented. The beam was modelled with the closed cylindrical multilayered shell. Two models
based on the Timoshenko’s and Kirchhoffa-Love’s shell theory were built. Two kinds of
beam finite elements were formulated. The correctness of the theories was checked on the
example. Timoshenko’s and Bernoulli’s solution was compared with the results obtained by

the used Ansys 5.4 programme in which the 3D-shell element was used.



