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KONSYSTENTNE SFORMUŁOWANIE MES PROBLEMU 
WYBOCZENIA RAM Z PODATNYMI POŁĄCZENIAMI

Streszczenie. W pracy wyprowadzono macierze sztywności i początkowych naprężeń dla belkowego ele­
mentu skończonego, z podatnymi połączeniami. Do budowy macierzy elementu przyjęto funkcje kształtu wyni­
kające ze ścisłego rozwiązania odpowiedniego problemu brzegowego. Wykorzystując model skończenie- 
elementowy pręta, sformułowano nieliniowy algebraiczny problem własny, który następnie konsekwentnie zli­
nearyzowano.

CONSISTENT FEM FORMULATION OF THE BUCKLING PROBLEM OF 
FRAMES WITH SEMI-RIGID CONNECTIONS

Summary. In the paper, the stiffness matrix and geometrical matrix for the beam element with semi-rigid 
connections is derived. The formulation of the finite-element model is applied. The exact shape functions being 
the solution of the boundary-value problem are used. The nonlinear eigevalue problem is formulated and consi­
stently linearized.

1. Cel i zakres pracy

Celem pracy  je s t  w yprow adzenie  rów nań rów now agi i w yboczenia  d la  belkow ego e le­

mentu skończonego, m odelującego podatne po łączenie e lem entu  z w ęzłam i konstrukcji. M o­

del skończenie-elem entow y pręta zbudow ano w ykorzystu jąc sform ułow anie w ariacyjne od­

powiedniego problem u brzegow ego, d la  p ręta zginanego z s iłą  ściskającą  [5]. Podatność m o­

delowana je s t przez uw zględnien ie  w  naturalnych  w arunkach brzegow ych relacji pom iędzy 

stopniami sw obody w ęzłów  i p rzem ieszczeniam i uogólnionym i (obro tow ym i i translacyjny- 

mi) przekrojów  końcow ych  elem entu . Funkcję ugięcia p ręta  in terpolow ano za pom ocą funkcji 

kształtu o trzym anych ze ścisłego rozw iązania  rów nania  różnicow ego problem u. Przyjęcie 

takiej in terpolacji pow oduje, że o trzym any algebraiczny problem  w łasny je s t w ysoce nieli­

niowy w zględem  param etru  obciążenia. K onsystentna linearyzacja w ystępujących  tam  m acie­

rzy pozw oliła o trzym ać odpow iednio  liniow e rów nania  rów now agi oraz liniow y algebraiczny 

problem w łasny, w  funkcji param etrów  podatności.
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O ryginalność pracy polega na konsekw entnym  w ykorzystaniu postępow ania właściwego 

m etodzie e lem entów  skończonych M ES, w przeciw ieństw ie do znanych rozw iązań, w  których 

łączy się postępow anie w łaściw e m etodzie przem ieszczeń z  postępow aniem  M ES [2], Na 

obecnym  etapie rozw oju pracy przyjęto  podatności liniow e. Zakres cytow anej literatury został 

ogran iczony  jed y n ie  do pozycji w iążących się bezpośrednio  z p racą  i nie p retenduje do zesta­

w ien ia  literatury opisującej stan w iedzy na tem at problem ów  zw iązanych z teo rią  i projekto­

w aniem  połączeń półsztyw nych w konstrukcjach m etalow ych. Bogaty przegląd literatury na 

ten tem at m ożna np. znaleźć w cytow anej ju ż  pracy [2],

P roblem atyka pracy będzie dalej rozw ijana, z w ykorzystaniem  w yprow adzonych macierzy 

elem entu skończonego, w  celu  obliczan ia  ścieżek stanów  rów now agi konstrukcji. Odpowied­

nie postępow anie przyrostow e w  opisie Lagrange a  zostanie połączone z efektyw ną, w  przy­

padku płaskich  konstrukcji prętow ych, koncepcją  tzw . w spółrzędnych w spółobrotow ych [3].

W  części aplikacyjnej au tor zam ierza rów nież zdefin iow ać takie  połączen ia  elementów 

konstrukcyjnych  (słupów , belek), w  których w ystępuje m ożliw ość ograniczonego obrotu i/lub 

przesuw u przekrojów  przyw ęzłow ych.

2. Skończenie-elementowy model pręta

2.1. Sformułowanie wariacyjne

R ów nanie różniczkow e problem u utraty stateczności elem entu skończonego z s iłą  osiową 

m a postać

E J + S = 0, xe  (0,l) (1)
dx4 dx2

gdzie:

v(x) - funkcja  ugięcia elem entu w  lokalnym  układzie w spółrzędnych prostokątnych (x,y) ,

(y.z) - osie g łów ne centralne przekroju  poprzecznego,

EJ = EJZ - sztyw ność g iętna przekroju poprzecznego (przyjęta, dla uproszczenia jak o  stała dla 

elem entu),

S(x) - s iła  ściskająca elem ent,

/ - d ługość elem entu.

P ierw szym  krokiem  w skończenie-elem entow ym  procedurze je s t zbudow anie sform uło­

w ania w ariacyjnego w  celu zidentyfikow ania podstaw ow ych i naturalnych w arunków  brze­

gow ych. W  przypadku rów nania  (1), sform ułow anie w ariacyjne przy jm uje form ę
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gdzie w{x)e H2(o,l) je s t funkc ją  testow ą.

W celu uniknięcia żm udnego całkow ania przy  obliczaniu m acierzy  elem entu  skończonego 

wykonamy dalsze całkow anie sprow adzając problem  jed y n ie  do obliczan ia  w artości b rzego­

wych [4], Bardziej ogólne sform ułow anie tego klasycznego postępow ania przy budow aniu 

różnych m etod rozw iązań aproksym acyjnych problem ów  brzegow ych m ożna znaleźć w [1], 

Wykonując stosow ne ob liczen ia  o trzym am y

0 = ¡w
0

EJ-
dx4

7 +  S -

EJ-
dxJ

7 + S

EJ-
dx}

- + S

dx‘

dv
dx

dv
dx

d x - w

(3)

gdzie w ykorzystano rów nanie (1).

Z analizy cz łonów  brzegow ych ujętych w  klam ry w  rów naniu  (3) w ynika, że w arunki 

brzegowe d la  końcow ych w ęzłów  (przekrojów ) elem entu skończonego w ynoszą  

podstawowe warunki brzegowe

v(o)=v,,  - ^ ( 0)=v2 , v(l)=vj -^-(l)=v4 , 
dx dx

(4a)

naturalne warunki brzegowe

EJ (0 )+S (0)^(0)=V / , E j £ j { p ) = M j ,  - E J ^ { l ) - S ( l ) ^ { l ) = V 2, E J ^ ( l ) = M 2 . (4b), d 4_v dv i , d Jv,
dxJ ' ' ' 'dx ' ' ‘ ‘ dx2 ' ‘ dxJ dx * dx2

W yprow adzone w yżej w ielkości m ożna zapisać w  form ie w ektorow ej

v M v , v2 v3 v4 \ f T =[V, M, V2 M2\ (5)

gdzie elem entam i w ektora  v s ą  uogólnione przem ieszczenia  końców  elem entu , a w  w ektorze 

/  są zgrupow ane odpow iadające tym  przem ieszczeniom  uogólnione siły  przekrojow e (siły 

poprzeczne i m om enty  zginające).
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2.2. Interpolacja funkcji ugięcia.

(6)

i  = [ai a2 aj a4] - w ektor kolum now y nieznanych w spółczynników  interpolacji.

M ożliw ość podatnego po łączenia elem entu skończonego z w ęzłam i konstrukcji uwzględ­

n im y w prow adzając do naturalnych w arunków  brzegow ych (4b) relacje pom iędzy węzłowy­

mi stopniam i sw obody i uogólnionym i przem ieszczeniam i końców  elem entu. R elacje te opi­

su ją  w łasności sprężyn m odelujących połączenie podatne:

kvj,kv j - w spółczynniki charakteryzujące podatności połączeń pręta, ze w zględu na ograniczo­

ny przesuw  lub obró t przekrojów  końcow ych.

W ystępujące w e w zorach (7) w ielkości <?,, i = 1,2,...4 tw o rzą  w ektor w ęzłow ych stopni swo­

body elem entu  (nazyw anego też  w literaturze superelem entem )

D alsze postępow anie polega na w yznaczeniu  w spółczynników  a,, i = 1,2,...4 z  rozwiązania 

ogólnego rów nania  różniczkow ego (1) z w ykorzystaniem  w arunków  brzegow ych (7). 

W  efekcie rów nanie (6) przy jm uje postać standardow ą

(7)

gdzie:

/  = [<?/ <72 <?j <74 ]■ (8)

(9)
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2.3. Równanie równowagi krytycznej elementu

Stosownie do przyjętej koncepcji budow y superelem entu , funkcję tes tow ą należy  aprok- 

symować w bazie zw ykłych funkcji H erm ita

n̂ jc ) = H ę  (10)

gdzie:

H - macierz jednow ierszow a w ielom ianów  H erm ita  stopnia  trzeciego, 

c-w ektor stałych w spółczynników .

Przyjęcie różnych aproksym acji d la  funkcji ugięcia v(jc) i funkcji testow ej wj*) pow oduje, 

że tak sform ułow any m odel skończen ie-elem entow y odpow iada sform ułow aniu  Petrow a- 

Galerkina m etody residuów  w ażonych.

Funkcje H,, i = 1,2,..,4 p rzy jm ują  w w ęzłach w artości 0 lub 1, odpow iednio  dla funkcji i ich 

pochodnych. P odstaw iając następnie w zory  (9) i (10) do rów nania  (3) o trzym am y rów nanie

0 = c s \h t ^  1
dx3 l dx ) dx2 Jo L .

= £r { [* (s .a J,/3y) - S £ (s ,a ; , ^ ) ] ę }  

gdzie zdefiniow ano m acierze:

( 11)

(12)

Przyjmując, że c * 0  o trzym am y rów nanie rów now agi krytycznej e lem entu  w postaci je d ­

norodnego układu rów nań w form ie

[k + Sg_ j j r= 0  (13)

Macierze d la  e lem entu  ram ow ego o trzym am y w  prosty  sposób dodając do w ektora q stopnie 

swobody, zw iązane z  przem ieszczen iem  podłużnym  osi elem entu.

3. Algebraiczny problem własny

Algebraiczny problem  w łasny dla konstrukcji zdyskretyzow anej elem entam i skończonym i 

(belki, ram y) o trzym am y dokonując procesu agregacji i uw zględniając, że rozw ażana kon­

strukcja je s t idealna, co w  naszym  przypadku oznacza brak obciążen ia  zew nętrznego, pow o­
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dującego stan g iętny przed w yboczeniem . W  ten sposób otrzym am y rów nanie problem u wła­

snego w form ie

(Z (s)+ A G (s))ę= g , (14)

gdzie przyjęto , że obciążenie w yw ołujące siły osiow e w konstrukcji je s t proporcjonalne

P = XP°, (15)
gdzie:

X - param etr obciążenia,

P° - w ektor charak teryzujący  rozkład obciążenia

oraz w yraźn ie  zaznaczono zależność m acierzy  g lobalnych K i G od rozkładu sił osiowych S 

(czyli od stanu przem ieszczeń).

A lgebraiczny  problem  w łasny (14) je s t silnie nieliniow y ze w zględu na param etr obciąże­

n ia  A, (S = 5(A)) i w  następnym  punkcie p rzedstaw im y konsysten tną linearyzację tego proble­

mu.

4. Linearyzacja

W  celu  o trzym ania problem u w łasnego d la  zagadnienia  stateczności początkow ej [4] zli­

nearyzujem y w yrażenie  w  naw iasie (13) o trzym ując

k + Sg = k0 +Skg +... (16)

gdzie:

kg - m acierz  sztyw ności elem entu, 

kg - m acierz  sztyw ności geom etrycznej.

N ależy  zauw ażyć, że aby uzyskać konsysten tną linearyzację, nie m ożna rozw inąć w szereg 

T ay lo ra  oddzieln ie  m acierzy  k i g , lecz m usi to być w ykonane d la  sum y (k + X g ), co prowa­

dzi do popraw nego w yniku. W  Z ałączniku podano 'jaw ne w zory d la  e lem entów  m acierzy kg i

V

W ykorzystu jąc linearyzację (16) sform ułujem y następujące rów nania M ES dla konstrukcji 

równania równowagi w stanie przedwyboczeniowym

K 0Q = P° (17)

gdzie:

Q - w ektor stopni sw obody konstrukcji,

algebraiczny problem  własny dla zagadnienia stateczności początkowej
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Q = o (18)

gdzie obecnie Q je s t  w ektorem  form y utraty stateczności.

Macierze Kn i K  s ą  m acierzam i g lobalnym i o trzym anym i w  w yniku agregacji m acierzy 

elementowych k  ̂ i k .

Macierz sztyw ności geom etrycznej kf o trzym ana w w yniku linearyzacji je s t  rów now ażna 

macierzy obliczanej ze w zoru

w którym m acierz funkcji kształtu  je s t o trzym ana z w arunku granicznego

lub co jes t rów now ażne, Nj  je s t  m ac ie rzą  w ielom ianów  H erm ita  d la  elem entu  z podatnym i 

połączeniami.

5. Uwagi końcowe

W pracy przedstaw iono konsysten tne w yprow adzenie m acierzy elem entu  skończonego 

z podatnymi połączeniam i z w ęzłam i konstrukcji. W  w yniku konsekw entnej linearyzacji n ie­

liniowego algebraicznego  problem u w łasnego, sform ułow ano k lasyczny problem  w łasny dla 

zagadnienia stateczności początkow ej.

Podziękowanie. A u to r dziękuje prof. C. C ichoniow i za pom oc w  sform ułow aniu  problem u

(20)

i dyskusję w  czasie przygotow ania pracy.

Załącznik

Jawne postacie w zorów  elem entów  m acierzy  kg

a l l  a 12 ~ a u  a l4

k _ EJ a12 a 22 ~ a l2  a 24

~° A - a , ,  - a ,2 an  - a J4

_ a l4  a 24 ~  a l4  a 44

gdzie:

A = I + 4(pj + 3p/P2 + P2 )+ l 2(a i + a 2 + Pi + P2 )
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al2
6(l + 2 P2)

a/4

a24

a 22

a 44

.6(1 + 2 Pi)

2 — 12(a¡ +cc2)

4 + 12{a i + cx2 + P2 )

4 + 12(cti + a 2 + P /)

Jaw ne postacie  w zorów  elem entów  m acierzy kg

~s A 2

gdzie:

b l l b l2 ~ b l l b ,4

b l2 b 22 ~ b l2 b 2 4

- b u - b / 2 b l l ~ b l4

. b 14 b 24 ~ b l 4 b44

b¡¡ = — [t + (/3; + P2 Í? + 80PiP2) + ̂ PiP2^7 +20PiP2)+ ,b (pí  + f i l )

bn = j ^ [ - l  + {a, + a 2 jpOOip, + p2)+ 60 + 480p¡ +1200P,P2 +1400p ip ,} + 4 (p ,-2 p 2)+ 28p,p2 -3 2  p¡] 

b,4 = z L \ - l  + (a i +cc2Í300(Pi + P2)+60 + 480pf + I200plp 2 +1400pfp2]+4(p2 - 2 p l )+ 28p,p2 - 32/3/] 

b 24 = - \ - 1 -  1 2 (P i  +  P2\ l  + 1 5(a¡ + a 2\ l  - 1 2(a¡ + a2))]- 60(a/ +a2)-84P¡P2 + 720(l +  6 P¡P2 \a¡ + a 2 f  ] 

b22 =  —  [/ +  {a ¡  + a2 \ l 5  + 90 P2) +  360(3P2 (l + P2)+ l \ a : +a2f  + 3P2 (3 + 8P2)]
15

= y 5 [l + (a , + a 2 \1 5  + 90 P i)+ 360(3p, (/ + p ,)+  l \ a ,  + a 2f  + 3p,{3 + s p , )]
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Abstract

In the paper, the stiffness m atrix  and geom etrical m atrix fo r the beam  elem ent w ith sem i­

rigid connections is derived. T he form ulation  o f  the fin ite-elem ent R itz m odel is applied. The 

exact shape functions being the solution o f  the boundary-value problem  are used. The non li­

near eigevalue problem  is form ulated  and consistently  linearized.


