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KONSYSTENTNE SFORMULOWANIE MES PROBLEMU
WYBOCZENIA RAM Z PODATNYMI POLACZENIAMI

Streszczenie. W pracy wyprowadzono macierze sztywnosci i poczatkowych naprezen dla belkowego ele-
mentu skoriczonego, z podatnymi potgczeniami. Do budowy macierzy elementu przyjeto funkcje ksztattu wyni-
kajace ze $cistego rozwigzania odpowiedniego problemu brzegowego. Wykorzystujac model skonczenie-
elementowy preta, sformutowano nieliniowy algebraiczny problem wiasny, ktéry nastepnie konsekwentnie zli-
nearyzowano.

CONSISTENT FEM FORMULATION OF THE BUCKLING PROBLEM OF
FRAMES WITH SEMI-RIGID CONNECTIONS

Summary. In the paper, the stiffness matrix and geometrical matrix for the beam element with semi-rigid
connections is derived. The formulation of the finite-element model is applied. The exact shape functions being
the solution of the boundary-value problem are used. The nonlinear eigevalue problem is formulated and consi-
stently linearized.

1 Cel i zakres pracy

Celem pracy jest wyprowadzenie rownan réwnowagi i wyboczenia dla belkowego ele-
mentu skonczonego, modelujgcego podatne potgczenie elementu z weztami konstrukcji. Mo-
del skonczenie-elementowy preta zbudowano wykorzystujagc sformutowanie wariacyjne od-
powiedniego problemu brzegowego, dla preta zginanego z sitg $ciskajaca [5]. Podatno$¢ mo-
delowana jest przez uwzglednienie w naturalnych warunkach brzegowych relacji pomiedzy
stopniami swobody weztdw i przemieszczeniami uogdlnionymi (obrotowymi i translacyjny-
mi) przekrojow koncowych elementu. Funkcje ugiecia preta interpolowano za pomocg funkcji
ksztattu otrzymanych ze $cistego rozwigzania réwnania réznicowego problemu. Przyjecie
takiej interpolacji powoduje, ze otrzymany algebraiczny problem wilasny jest wysoce nieli-
niowy wzgledem parametru obcigzenia. Konsystentna linearyzacja wystepujacych tam macie-
rzy pozwolita otrzymaé¢ odpowiednio liniowe ré6wnania rwnowagi oraz liniowy algebraiczny

problem witasny, w funkcji parametréow podatnosci.
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Oryginalnos$¢ pracy polega na konsekwentnym wykorzystaniu postepowania witasciwego
metodzie elementéw skonczonych MES, w przeciwieAstwie do znanych rozwigzan, w ktérych
taczy sie postepowanie witasciwe metodzie przemieszczen z postepowaniem MES [2], Na
obecnym etapie rozwoju pracy przyjeto podatnosci liniowe. Zakres cytowanej literatury zostat
ograniczony jedynie do pozycji wigzacych sie bezposrednio z pracg i nie pretenduje do zesta-
wienia literatury opisujgcej stan wiedzy na temat probleméw zwigzanych z teorig i projekto-
waniem potaczen pétsztywnych w konstrukcjach metalowych. Bogaty przeglad literatury na
ten temat mozna np. znalezé w cytowanej juz pracy [2],

Problematyka pracy bedzie dalej rozwijana, z wykorzystaniem wyprowadzonych macierzy
elementu skofAczonego, w celu obliczania $ciezek stanéw réwnowagi konstrukcji. Odpowied-
nie postepowanie przyrostowe w opisie Lagrange a zostanie potgczone z efektywnga, w przy-
padku ptaskich konstrukcji pretowych, koncepcjg tzw. wspétrzednych wspétobrotowych [3].

W cze$ci aplikacyjnej autor zamierza rowniez zdefiniowa¢ takie polgczenia elementéw
konstrukcyjnych (stupow, belek), w ktérych wystepuje mozliwos$¢ ograniczonego obrotu i/lub

przesuwu przekrojéw przyweztowych.

2. Skonhczenie-elementowy model preta

2.1. Sformutowanie wariacyjne

Roéwnanie rézniczkowe problemu utraty stateczno$ci elementu skofczonego z sitg osiowg

ma postac

E J +S =0, xe (0,1) 1)
dx4 dx2

gdzie:
v(x) - funkcja ugiecia elementu w lokalnym uktadzie wspétrzednych prostokatnych (x,y),
(y.z) - osie gtéwne centralne przekroju poprzecznego,
EJ = EJZ - sztywno$¢ gietna przekroju poprzecznego (przyjeta, dla uproszczeniajako stata dla
elementu),
S(x) - sita $ciskajgca element,
/ - dtugos$¢ elementu.
Pierwszym krokiem w skonhczenie-elementowym procedurze jest zbudowanie sformuto-
wania wariacyjnego w celu zidentyfikowania podstawowych i naturalnych warunkéw brze-

gowych. W przypadku réwnania (1), sformutowanie wariacyjne przyjmuje forme
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dw d
o=jw EJ- -+S-  dx=) dwdv dwdv . wEd gy ey (2)
0 dx4  dx* dx2 dx2  dx dx dx-  dx dx dx

gdzie w{x)e H2(o,l) jest funkcjg testowg.

W celu unikniecia zmudnego catkowania przy obliczaniu macierzy elementu skoficzonego
wykonamy dalsze catkowanie sprowadzajac problem jedynie do obliczania wartosci brzego-
wych [4], Bardziej og6lne sformutowanie tego klasycznego postepowania przy budowaniu
roznych metod rozwigzan aproksymacyjnych probleméw brzegowych mozna znalezé w [1],

Wykonujagc stosowne obliczenia otrzymamy

0={jw EJ- 7+s- dx-w
0 dx4 dx*

B a5 O ®)
dxJ  dX

EJ- -+S dv
dx} dx

gdzie wykorzystano réwnanie (1).
Z analizy cztonéw brzegowych ujetych w klamry w réwnaniu (3) wynika, ze warunki
brzegowe dla koricowych weztdw (przekrojow) elementu skoAczonego wynoszg

podstawowe warunki brzegowe
v(o)=v,, -M(0)=v2, v(l)=vj -~-(I)=v4, (4a)
dx dx
naturalne warunki brzegowe
g4 . dy i dJ
B (0)+s(0)r0)=v/, Eiffpy=mi, -Ear)-s)Ph=va, e Ny=m2. @b
axJ ' "tdxt ottt dx2 " ‘ dxJ dx * dx2
Wyprowadzone wyzej wielko$ci mozna zapisa¢ w formie wektorowej

vMy, V2 B W fT=[V, M, 2 M2\ (5)

gdzie elementami wektora v sg uog6lnione przemieszczenia koncéw elementu, a w wektorze

| sg zgrupowane odpowiadajgce tym przemieszczeniom uog6lnione sity przekrojowe (sity

poprzeczne i momenty zginajace).
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2.2. Interpolacja funkcji ugiecia.

i=[ai a2 aj a4]- wektor kolumnowy nieznanych wspétczynnikéw interpolacji.
Mozliwo$¢ podatnego potaczenia elementu skofnczonego z weztami konstrukcji uwzgled-

nimy wprowadzajac do naturalnych warunkéw brzegowych (4b) relacje pomiedzy weztowy-

mi stopniami swobody i uogélnionymi przemieszczeniami koncéw elementu. Relacje te opi-

suja wtasnosci sprezyn modelujgcych potgczenie podatne:

@

gdzie:

kvj,kvj- wspoétczynniki charakteryzujace podatnosci potgczen preta, ze wzgledu na ograniczo-
ny przesuw lub obrét przekrojéw koncowych.
Wystepujace we wzorach (7) wielkos$ci <,i=12,..4 tworzg wektor weztowych stopni swo-
body elementu (nazywanego tez w literaturze superelementem)
I = 2 4 dm (8)
Dalsze postepowanie polega na wyznaczeniu wspoétczynnikéw a,, i=12..4 z rozwigzania

og6lnego réwnania rézniczkowego (1) z wykorzystaniem warunkéw brzegowych (7).

W efekcie rGwnanie (6) przyjmuje posta¢ standardowa

(9)
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23. Rownanie rownowagi krytycznej elementu

Stosownie do przyjetej koncepcji budowy superelementu, funkcje testowg nalezy aprok-
symowaé w bazie zwyktych funkcji Hermita
mMic)=He (10)
gdzie:
H- macierz jednowierszowa wielomianéw Hermita stopnia trzeciego,
c-wektor statych wspétczynnikow.

Przyjecie ro6znych aproksymacji dla funkcji ugiecia Wjog i funkcji testowej wj*) powoduje,
ze tak sformutowany model skonczenie-elementowy odpowiada sformutowaniu Petrowa-
Galerkina metody residuéw wazonych.

Funkcje H,, i=12,..,4 przyjmujgw weztach warto$ci 0 lub 1, odpowiednio dla funkcji i ich
pochodnych. Podstawiajac nastepnie wzory (9) i (10) do réwnania (3) otrzymamy réwnanie

0=¢ dx3 | dx ) dx2 JoS I\_ht/\ 1 (11)
=£r {[*(s.al/3y)-S£(s,a;,")]e}

gdzie zdefiniowano macierze:

(12)

Przyjmujac, ze c¢*0 otrzymamy réwnanie réwnowagi krytycznej elementu w postaci jed-
norodnego uktadu réwnan w formie

[k +Sg jjr=0 (13)

Macierze dla elementu ramowego otrzymamy w prosty sposob dodajagc do wektora q stopnie

swobody, zwigzane z przemieszczeniem podiuznym osi elementu.
3. Algebraiczny problem wiasny
Algebraiczny problem witasny dla konstrukcji zdyskretyzowanej elementami skoficzonymi

(belki, ramy) otrzymamy dokonujgc procesu agregacji i uwzgledniajac, ze rozwazana kon-

strukcja jest idealna, co w naszym przypadku oznacza brak obcigzenia zewnetrznego, powo-
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dujacego stan gietny przed wyboczeniem. W ten sposéb otrzymamy réwnanie problemu wia-
snego w formie

(Z(s)*AG(s))e=g, (14)
gdzie przyjeto, ze obcigzenie wywotujace sity osiowe w konstrukcji jest proporcjonalne

P = XP°, (15)
gdzie:

X - parametr obcigzenia,
P° - wektor charakteryzujgcy rozktad obcigzenia
oraz wyraznie zaznaczono zalezno$¢ macierzy globalnych K i G od rozktadu sit osiowych S

(czyli od stanu przemieszczen).
Algebraiczny problem witasny (14) jest silnie nieliniowy ze wzgledu na parametr obcigze-
nia A (S=5(A)) i w nastepnym punkcie przedstawimy konsystentng linearyzacje tego proble-

mu.
4. Linearyzacja

W celu otrzymania problemu wtasnego dla zagadnienia stateczno$ci poczatkowej [4] zli-
nearyzujemy wyrazenie w nawiasie (13) otrzymujac
k+Sg =k0 +Skg +... (16)
gdzie:
kg- macierz sztywnosci elementu,
kg- macierz sztywnos$ci geometrycznej.
Nalezy zauwazyé, ze aby uzyska¢ konsystentng linearyzacje, nie mozna rozwingé w szereg

Taylora oddzielnie macierzy ki g, lecz musi to by¢ wykonane dla sumy (k+Xg),co prowa-
dzi do poprawnego wyniku.W Zataczniku podano'jawne wzory dla elementéw macierzy kg i
\%

Wykorzystujgc linearyzacje (16) sformutujemy nastepujgce rownania MES dla konstrukcji

réwnania réwnowagi w stanie przedwyboczeniowym
K0Q=P° 17)
gdzie:

Q - wektor stopni swobody konstrukcji,

algebraiczny problem wtasny dla zagadnienia stateczno$ci poczatkowej
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Q=0 (18)
gdzie obecnie Q jest wektorem formy utraty statecznosci.
Macierze Kn i K sg macierzami globalnymi otrzymanymi w wyniku agregacji macierzy
elementowych k™ i k
Macierz sztywnos$ci geometrycznej kf otrzymana w wyniku linearyzacji jest rbwnowazna

macierzy obliczanej ze wzoru

wktérym macierz funkcji ksztattu jest otrzymana z warunku granicznego
(20)
lub co jest rownowazne, Nj jest macierzag wielomianéw Hermita dla elementu z podatnymi

potaczeniami.

5 Uwagi korcowe

W pracy przedstawiono konsystentne wyprowadzenie macierzy elementu skonczonego
zpodatnymi potgczeniami z weztami konstrukcji. W wyniku konsekwentnej linearyzacji nie-
liniowego algebraicznego problemu wtasnego, sformutowano klasyczny problem wiasny dla
zagadnienia stateczno$ci poczatkowej.

Podziekowanie. Autor dzigkuje prof. C. Cichoniowi za pomoc w sformutowaniu problemu
i dyskusje w czasie przygotowania pracy.
Zakgcznik

Jawne postacie wzoréw elementéw macierzy kg

all alz ~au al4
k _EJ al2 a2 -~al2 a2
~ A-a,, -a,2 an -al

_al4 a24 ~ al4 ad4
gdzie:

A=1+4(pj +3p/P2+ P2)+12@i+a2 +Pi+P2)
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6(1 +2P2
al2 ( )

a/a 6(1+2Pi)

a2 2 —12(aj +cc2)

4 +12{ai + o2 + P2)
a22

4 +12(cti +a2 +P/)

Jawne postacie wzoréw elementow macierzy kg

bil bl2 ~bll b4
b12 b22 ~bl2 b24

~s A2 -bu  -b/2  p1 ~bpl4
b14 b24  ~bl4  pag
gdzie:
bjj =—[t+(/3; + P21? + 80PiP2) +"PiP2”7 +20PiP2)+ ,b (pi +fil)

bn =jr[-1 +{a, +a2jpO0ip, +p2)+60 +480pi +1200P,P2+1400pip,}+4(p,-2p2)+28p,p2-32pj]

b,4=zL\-1+(@i +a2i300(Pi +P2)+60 +480pf +1200plp2 +1400pfp2]+4(p2-2p |1)+28p,p2 - 32/3/]

b2a = -\-1- 12(Pi+ P2\l +15(aj +a2\l -1 2(aj +a2))]-60(a/ +a2)-84PP2+720(I+ 6PiP2\aj +a2f |
b22 = U+ (ai + a2\I5 + 90P2)+ 360(3P2(l + P2)+I\a : +a2f +3P2(3+8P2)]

=y5[1+(a, +a2\15 +90P i)+ 360(3p, (/+ p,)+ \a, +a2f +3p,{3+sp,)]
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Abstract

In the paper, the stiffness matrix and geometrical matrix for the beam element with semi-
rigid connections is derived. The formulation of the finite-element Ritz model is applied. The
exact shape functions being the solution of the boundary-value problem are used. The nonli-

near eigevalue problem is formulated and consistently linearized.



