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ZASTOSOWANIE METOD SYMULACYJNYCH W ZAGADNIENIACH 
INŻYNIERSKICH

Streszczenie. Praca dotyczy analizy probabilistycznej funkcji wielu zm iennych losowych z zastosowaniem 
metod symulacyjnych. Przedstawiono przykłady analizy sumy i iloczynu dwóch zm iennych losowych oraz mo
del opisujący m om ent niszczący zginanych belek żelbetowych. Uzyskane wyniki porównano z wynikami obli
czonymi m etodą momentów. Stwierdzono pełną  zgodność dwóch pierwszych param etrów rozkładu (tj. wartości 
średniej i odchylenia standardowego) oraz pew ne rozbieżności dotyczące w spółczynnika skośności.

APPLICATION OF SIMULATION METHODS IN ENGINEERING 
PROBLEMS

Sum m ary. The article deals with the probabilistic analysis of functions o f many random variables using the 
simulation method. The exam ples o f the analysis perform ed for the functions o f sum and product o f two random 
variables and for the model o f the ultim ate strength o f reinforced concrete sections under bending have been 
presented. The com parison of the obtained results with the results calculated using the m om ent method has 
shown full agreebility o f the first two param eters (mean value and standard deviation) and certain differences in 
estimating the skewness coefficient.

1. Wprowadzenie

W iększość zjaw isk  zachodzących  w  przyrodzie  należy traktow ać jak o  losow e, a w ięc ta 

kie, których param etry  początkow e i końcow e nie są  zdeterm inow ane, lecz m o g ą  przyjm ow ać 

dowolne w artości z  określonym  praw dopodobieństw em . Przyjm ując to  założenie, w szystkie 

zjawiska i procesy spotykane w praktyce inżynierskiej m ożna podzielić  dodatkow o na takie, 

których losow y charakter p rzejaw ia się w  sposób bezpośredni oraz takie, których p raw dziw ą 

naturę p rzesłania złuda opisujących je  determ inistycznych m odeli m atem atycznych.

' Opiekun naukow y: D r hab. inż. Jan Paw likow ski, prof. ITB i PW .
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Do pierw szej grupy zaliczyć m ożna np. zm ienność w ytrzym ałości betonu, k tó rą  daje się 

zauw ażyć ju ż  w śród próbek pobranych z jednego  zarobu. L osow y charakter wytrzymałości 

został częściow o uw zględniony w  zapisach norm y [5] w  postaci zaczerpniętych z rachunku 

praw dopodobieństw a w zorów  określających je j w artość śred n ią  oraz odchylenie standardowe. 

Do drugiej grupy zaliczyć m ożna takie  param etry  konstrukcji inżynierskich, jak : nośność 

p rzekrojów , sztyw ność, odkształcenia oraz oddziaływ ania, jak im  podlegają. N ie zawsze 

uśw iadam iam y sobie ich losow y charakter obliczając ich w artości z  gotow ych form uł. Złudne 

przekonanie  o ich determ inistycznej naturze je s t w ynikiem  pow szechnego stosow ania w pro

jek tow an iu  m etod półprobabilistycznych, które choć oparte są  na fundam entach rachunku 

p raw dopodobieństw a, sprow adzają  się jedyn ie  do obliczania konkretnych (tzw . obliczenio

w ych) w artości i ich porów naniu z w artościam i dopuszczalnym i.

Z astosow anie w  projektow aniu  m etod ściśle probabilistycznych w ym aga odpow iedzi na 

następujące pytanie: ja k  przek łada się zm ienność danych w ejściow ych na w artości wyjściowe 

d la  p rzyjętego m odelu obliczeniow ego? O dpow iedzi dostarczyć m o g ą  m etody rachunku 

praw dopodobieństw a, w  szczególności zaś m etody sym ulacyjne, których zastosow anie zo

stało  bliżej om ów ione w niniejszej pracy.

2. M etody symulacyjne

M etody sym ulacyjne, zw ane także m etodam i M onte C arlo, s ą  w ygodnym  narzędziem  sto

sow anym  m .in. w  analizie n iezaw odności konstrukcji. D w a podstaw ow e założenia warunku

jące  ich stosow anie to sform ułow anie m odelu obliczeniow ego w  postaci deterministycznej 

funkcji w iążącej ze  so b ą  param etry w ejściow e, której postać ogó lną  przedstaw ia w zór (1)

Z  = f ( X 1,X2,...,X n,C I,C2,...,C n) (1)

gdzie:

Xj -  zm ienne losow e,

Cj -  param etry  stałe

oraz znajom ość param etrów  i typów  rozkładów  w ystępujących w e w zorze zm iennych. 

O gólny  algorytm  m etod sym ulacyjnych przedstaw ia się następująco:

•  w ygenerow anie ciągów  n iezależnych liczb losow ych d la  każdej zm iennej w ystępują

cej w  m odelu obliczeniow ym  w edług ustalonego dla niej w cześniej rozkładu,
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• obliczenie w artości funkcji Z  dla każdego w ygenerow anego zestaw u zm iennych 

z uw zględnieniem  param etrów  stałych,

• analiza o trzym anego  zbioru w yników , k tóry  trak tow any je s t jak o  dyskretny rozkład 

zmiennej losow ej o n ieznanych param etrach.

Wspomniana w  ostatn im  punkcie analiza  po legać m oże na obliczeniu  param etrów  rozkładu 

funkcji Z (tj. w artości średniej, odchylen ia  standardow ego i skośności) lub określeniu  praw 

dopodobieństwa n ieprzekroczenia  założonej w artości, które m ożna zdefin iow ać jak o  iloraz 

liczby wyników nieprzekraczających  danej w artości (n) do liczby w szystk ich  w yników  (N). 

Uzyskanie w ysokiej dokładności przy obliczaniu  tego  ilorazu w ym aga zazw yczaj dyspono

wania bardzo d u żą  liczb ą  w yników . W ielkość ta  zależy od w artości p raw dopodobieństw a p i 

według [7] w ynosi:

N > (25 4-100) p 1 (2)

Oznacza to , że p rzy  praw dopodobieństw ie n ieprzekroczenia  założonej w artości rów nym  

np. 10'6 liczba w ykonanych losow ań d la  jedne j ty lko zm iennej pow inna zaw rzeć się 

w zakresie od 25 do 100 m ilionów . N iestety , liczba losow ań je s t na ogół ogran iczona od góry. 

Ograniczenie to  w ynika przede w szystk im  z okresow ości fo rm uł stanow iących podstaw ę 

działania generatorów  liczb pseudolosow ych. Pow oduje ona, że po w ygenerow aniu  pew nej 

liczby w artości generator zaczyna pow tarzać od początku sekw encję  w ylosow anych w cze

śniej liczb.

W przypadku analizy polegającej n a  w yznaczeniu  param etrów  rozkładu liczba w yników  

może być znacznie niższa. S taje się to  szczególnie isto tne w analizie skom plikow anych m o

deli zaw ierających w iele  zm iennych, które m o g ą  przy jm ow ać rożne w artości. Pojaw ia się tu 

bowiem kolejne ograniczenie, k tórym  je s t w ydajność oprogram ow ania oraz zestaw u kom pu

terowego. B iorąc pod uw agę czas potrzebny  na  w ygenerow anie odpow iedniej ilości w yników  

liczbę w ykonyw anych losow ań pow inno się ograniczyć do m inim um .
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c) N=1.000.000 losowań

Rys. 1. Funkcje gęstości prawdopodobieństwa otrzym ane przy: a) 1000 losowań, b) 100 000 losowań 
i c) 1 000 000 losowań

Fig. 1. Probability density functions obtained for: a) 1000 results, b) 100 000 results and c) 1 000 000 
results
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3. Cel i zakres badań

Wobec pow yższych  stw ierdzeń is to tną  sp raw ą staje się w yznaczenie optym alnej liczby 

przeprowadzanych losow ań. Jest to  w skazane rów nież d latego, że  w raz ze zw iększaniem  się 

tej liczby zm ienność param etrów  w ygenerow anej próby m aleje w  coraz m niejszym  stopniu 

tak, że w ykonanie w iększej liczby sym ulacji nie gw arantuje uzyskania  proporcjonaln ie  w ięk

szej dokładności w yników .

Sytuację tę  najlepiej ilustru je rysunek  1. P rzedstaw iono na  nim  uzyskany  z w ykorzysta

niem metod sym ulacy jnych  rozkład  gęstości praw dopodobieństw a o w artości średniej z=20 i 

odchyleniu standardow ym  o= 2 ,12  w ygenerow any d la  trzech w artości liczby losow ań. D la 

każdej w artości w ykonano  10 sym ulacji, których w yniki naniesiono  na jed en  w ykres w  posta

ci krzywych. N a  w ykresach  w yraźnie w idać, że  przy  liczbie losow ań rów nej 1000 otrzym ane 

krzywe charak teryzu ją  się d użą  zm iennością. W artości średnie o scy lu ją  w  okolicach w artości 

oczekiwanej, jed n ak  zakres tych oscylacji je s t szeroki. D la w artości 100 000 losow ań krzyw e 

aproksymujące rozkład  są  znacznie bardziej zbieżne. W yraźnie zaw ęża się zakres zm ienności 

wartości średnich. P ew ne załam ania w ystępujące na w ierzchołkach krzyw ych w yn ikają  z nie

doskonałości odw zorow ania w yników . D la 1 000 000 losow ań krzyw e u legają  dalszem u w y

gładzeniu, a w  w ielu m iejscach pok ryw ają  się.

Na podstawie tej pobieżnej analizy m ożna w ysnuć w niosek, że op tym alna do oszacow ania 

parametrów w ynikow ego rozkładu liczba losow ań zaw iera  się w  przedziale od 105 do 106. W  

celu potwierdzenia tak postaw ionej tezy  przeprow adzono badanie polegające na sym ulacji 

rozkładów trzech funkcji zm iennych losow ych i analizie ich w yników . P ierw sze dw ie funk

cje, wyrażone w zoram i (3) i (4), o p isu ją  p roste operacje arytm etyczne na  zm iennych w ej

ściowych, trzecia zaś (5) je s t  m odelem  obliczeniow ym  nośności zginanego przekro ju  żelbe

towego zaw artym  w pracy [2].

-oznaczenia wg [4],

Jako dane w ejściow e przyjęto  zm ienne losow e opisane rozkładam i norm alnym i. Ich para

metry dla funkcji (3) i (4) zestaw iono w  tab licach  1 i 2; są  to  kolejno: w artości oczekiw ane,

Z  =  X+

Z  = X *Y  

Z  = 0 ,5(1-exp (-2 ,5 a))b d 2fcm

(3)
(4)

(5)
gdzie:

a  = (fymA s)/(bdfcm)
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odchylen ia  standardow e i w spółczynniki skośności. D o sym ulacji funkcji (5) przyjęto  prze

krój o w ym iarach 20 x 40 cm zbrojony sta lą  A-1I (fym= 415 [M Pa]). W spółczynniki zmienno

ści przyjęto  na poziom ie odpow iednio: 0,03 dla w ym iarów  i 0,088 dla w ytrzym ałości stali. 

Param etry  rozkładów  przy jęte  d la pozostałych danych, tj. po la  pow ierzchni stali oraz klasy 

betonu, zestaw iono w tablicy  3.

T ablica 1

Param etry danych w ejściow ych do analizy 
funkcji (3)

Nr ze
stawu

fu n k c ja : Z  = X+Y

x ,y ° X ’a Y a X’ a Y
1 100 1,5 0,015
2 10 1,5 0,15
3 1 1,5 1,5

T ablica 2

Param etry danych w ejściow ych do analizy 
funkcji (4)

Nr ze
stawu

funkcja : Z = X*Y

x ,y ° X ’0 Y 3 X ’ a Y
1 14 0,21 0,015
2 4,5 0,68 0,15
3 1,4 2,1 1,5

T ablica 3

Param etry  danych w ejściow ych do analizy funkcji (5)

Nr funkcja: Z  = 0,5(1 -exp(-2,5a))bd2fcm
zestawu Asm VAs fcm Vfc

1 3,7 cm ' 0,01 20 MPa 0,11
2 11,1 cm2 0,01 38 MPa 0,11
3 2 2 ,2  cm2 0,01 4 8  M Pa 0,11

S ym ulacje p rzeprow adzone zostały  z w ykorzystaniem  specjaln ie w  tym  celu opracowane

go p rogram u kom puterow ego napisanego w  języ k u  T urbo Pascal 6.0. W ykorzystano  w nim 

sym ulator liczb pseudolosow ych U LT R A  stanow iący in tegralną cześć pakietu B orland Turbo 

Pascal. D ane do program u w prow adzane były z  przygotow anych w cześniej plików  teksto

w ych. W yniki zap isyw ane były rów nież w  plikach tekstow ych, k tóre poddane zostały  analizie 

za po m o cą  specjaln ie w  tym  celu opracow anego oprogram ow ania.

S ym ulacje przeprow adzono dla 1000, 10 000, 100 000 oraz 1 000 000 losowań i trzech ze

staw ów  danych. W  przypadku dw óch pierw szych funkcji dane w ejściow e zostały  zróżnico

w ane pod w zględem  w artości w spółczynnika zm ienności, który m ógł m ieć w pływ  na uzyski-
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w ane w yniki. W  trzeciej funkcji w spółczynniki zm ienności pozostały  na stałym  poziomie 

przyjętym  na podstaw ie literatury f l ,  2]. D la każdego zestaw u danych i przyjętej liczby loso

w ań w ykonano  serię 10 sym ulacji. W yniki każdej sym ulacji poddaw ane były analizie pole

gającej na  obliczeniu  w artości średniej, odchylenia standardow ego i skośności, ja k  dla dys

kretnego rozkładu ciągłej zm iennej losowej. O bliczane w ielkości uśredniano w obrębie jednej 

serii i określano ich w spółczynnik  zm ienności. W yniki analiz zam ieszczono w  tablicach 4,5 

oraz 6. W  tab licy  7 um ieszczono dla porów nania w artości obliczone w edług metody mo

m entów .

T ablica 7
W yniki obliczeń w g m etody m om entów

Parametr

Z = X+Y Z  = X*Y Z = 0,5(l-exp(-2,5ot))bd2fcm

Vx, v Y 
= 0,015

Vx, v Y 
= 0,15

vx , v Y 
= 1,5

Vx, VY 
= 0,015

Vx, v Y 
= 0,15

Vx, v Y 
= 1,5

Asm= 3,7cm2 
fcm= 20 M pa

A sm—
11,1 cm 2 fcm= 

38 MPa

Asm— 
22,2cm 2 fcnl= 

48 MPa
Z 200 20 2 196 20,25 1,96 0,06244 0,17462 0,31419
o z 2,1213 2,1213 2,1213 4,158 4,3521 6,061 0,00536 0,01451 0,02537

az 0 0 0 0,0318 0,3151 1,0272 0,04937 0,08509 0,19274

W  tab licy  4, w  części dotyczącej w spółczynnika skośności, zrezygnow ano z obliczania 

zm ienności tego  param etru. Jest to konsekw encją faktu, że funkcja (3) je s t liniowa, a 

zm ienne losow e stanow iące je j dane w ejściow e są  opisane rozkładem  norm alnym . Zgodnie 

z C entralnym  T w ierdzeniem  G ranicznym  funkcja ta  opisana będzie rów nież rozkładem 

norm alnym , d la  którego skośność przyjm uje w artość 0.

4. Wnioski

A naliza w yników  w yraźnie w ykazuje, że w raz ze w zrostem  liczby w ykonyw anych loso

w ań m aleje  rozrzut param etrów  otrzym yw anych w  ich w yniku rozkładów . T endencję tę wi

dać w yraźn ie  nie ty lko  w  przypadku prostych funkcji dw óch zm iennych (zarów no liniowej, 

ja k  i n ielin iow ej), ale rów nież dla dość skom plikow anej funkcji pięciu zm iennych.

R ozpatru jąc dw a pierw sze m om enty  rozkładu (tj. w artość średn ią  i odchylenie standardo

w e) m ożna przyjąć, że op tym alną  liczbą losow ań w ystarczającą do ich precyzyjnego 

w yznaczen ia  je s t 104. P rzy  takiej liczbie losow ań zm ienność param etrów  rozkładu nie prze

kracza prak tycznie  w artości 0,01, zatem  u trzym uje się na bardzo niskim  poziom ie. Z a repre

zenta tyw ne m ożna uznać w yniki uzyskane ju ż  z  jednokro tn ie  w ykonanej sym ulacji.
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Sytuacja ulega zm ianie, gdy  w eźm iem y pod uw agę trzeci param etr rozkładu, tj. skośność. 

Zmienność w spółczynnika skośności osiąga akceptow alne w ielkości dopiero przy liczbie lo

sowań wynoszącej 106. N aw et jed n ak  w tedy zm ienność ta  n ie osiąga poziom u uzyskanego dla 

dwóch pierwszych m om entów . Podane przykłady pokazują , że param etr ten je s t  dosyć n iesta

bilny. W przypadku w yznaczania  dokładnej w artości w spółczynnika skośności w ydaje  się 

celowe wykonanie serii co najm niej dziesięciu  sym ulacji i uśrednienie  ich w yników . O trzy

mana w ten sposób w artość będzie bardziej reprezentatyw na. W spółczynnik  skośności okazał 

się też parametrem, którego w artości w ygenerow ane przy bardziej skom plikow anej postaci 

funkcji nie w ykazały zbieżności z  w artościam i obliczonym i w edług  m etody m om entów . W 

tej sytuacji jako  w artości ścisłe należy przyjąć w yniki z  obliczeń sym ulacyjnych. W artości 

obliczane w edług m etody  m om entów  w przypadkach skom plikow anych funkcji nielin iow ych 

mogą być obciążone n iedok ładnością  rozw in ięcia  funkcji w  szereg Taylora.

Podsumowując m ożna stw ierdzić , że przytoczone przykłady w skazu ją  na m ożliw ość 

efektywnego w ykorzystyw ania m etod sym ulacyjnych do analizy zagadnień inżynierskich 

związanych z p rognozow aniem  param etrów  rozkładu funkcji w ielu zm iennych losow ych.
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Abstract

T he article deals w ith the probabilistic  analysis o f functions o f m any random  variables us

ing the sim ulation  m ethod. The exam ples o f  the analysis perform ed for the functions of sum 

and p roduct o f  tw o random  variables and fo r the m odel o f the ultim ate strength o f reinforced 

concrete  sections under bending have been presented. The com parison o f the obtained results 

w ith the results calculated w ith using the m om ent m ethod has show n full agreebility of the 

first tw o param eters (m ean value and standard deviation) and certain d ifferences in estimating 

the skew ness coefficient.


