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DRGAŃ WŁASNYCH SŁUPA STALOWEGO

Streszczenie. Podjęto próbę optymalizacji częstości drgań własnych stalowego słupa, którego schematem 
statycznym jest wspornik o wysięgu h = 4,8 m, obciążonego masą użytkową m u = 300 kg. Zaproponowano 
przekrój rurowy o stałej sztywności wzdłuż osi elementu. Rozpatrzono cztery warianty średnic zewnętrznych 
o skokowo zmiennej grubości ścianek. Położenie mas skupionych od ciężaru własnego potraktowano jako 
zmienną decyzyjną zadania optymalizacji. Dokonano pełnego przeglądu zbioru rozwiązań. Przyjęto dwie funk
cje celu: minimum masy własnej słupa i maksimum częstości drgań własnych. Uzyskane zbiory ocen 
¡rozwiązań omówiono jako dwukryterialne zagadnienie optymalizacji.

OPTIMIMUM ANALYSIS OF EIGENFREQUENCY OF A STEEL COLUMN

Summary. An attempt has been undertaken for an optimization the eigenfrequency of steel column (statical 
scheme is bracket 4,8 m long and user mass = 300 kg loading). The tubular section with constant stiffness be 
proposed. Four alternatives o f diameter with different thicknesses have been considered. The situation reduced 
mass from dead weight load have been treated as decisive variable of optimum problem. Full presentation of 
solution set have been done. The goals were to minimize dead weight o f construction and to maximize eigenfre
quency of column. The obtained alternative designs (valuation and solution sets) have been discussed as bicrite- 
rial optimum problem.

1. Wprowadzenie

Projektow anie konstrukcji to  z łożony proces, na  k tóry  sk ładają  się decyzje, dośw iadczenie 

i intuicja projektanta. Jest obm yślaniem  now ych ustro jów  i układów  lub ustro jów  i układów  

powstających w  w yniku przekształcania dotychczas istniejących.

Każde zadanie projek tow e m oże być zrealizow ane na w iele  sposobów  („Ilu  inżynierów , 

tyle rozw iązań”). K onstruktor staje przed problem em  w yelim inow ania rozw iązań  złych, okre

ślenia dobrych i w yborem  rozw iązania  m ożliw ie najlepszego. D obre rozw iązania  spełn iają  

wszystkie podstaw ow e założen ia  w ynikające ze szczegółow ych zasad projektow ania, ale kon

strukcja pow inna być op tym alna w  danych w arunkach ze w zględu na  przy jęte  kryterium  

(kryteria) op tym alizacji [5].
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Sform ułow ane w  ten sposób ogólne uw agi na tem at w ym iarow ania ustro jów  m ogą być 

zapisane w  postaci m atem atycznej. Podstaw ow ym  zadaniem  je s t zbudow anie m odelu mate

m atycznego konstrukcji. U stala  się w  nim  zbiory zm iennych decyzyjnych (np. współrzędnych 

w ęzłów ) i param etrów  (np. w ym iarów ), a  następnie korzystając z praw  fizyki buduje się za

leżności m atem atyczne.

W  przedstaw ionej pracy podjęto analizę drgań słupa stalow ego. Przyjęto zmienne 

i param etry  do zbudow ania m odelu m atem atycznego konstrukcji. U w zględniono szczegółowe 

zasady p ro jek tow ania [7] w prow adzając norm ow e ograniczenia projektow e. U zyskane wyniki 

analizow ano trak tu jąc je  jak o  dw ukryterialne zagadnienie optym alizacji.

Z adanie w  przyszłości będzie  poszerzane -  dodaw ane now e elem enty, popraw iane istnie

jące . Poprzez stopn iow ą ew olucję m odelu obiektu [6 ] rów nież zm ieni się liczba zmiennych 

decyzyjnych i kryteriów  optym alizacji, a  co się z tym  w iąże -  sposób jeg o  analizy.

2. Przedm iot analizy

Jednym  z param etrów  decydujących o w ym iarow aniu  konstrukcji je s t  podstaw ow a czę

stość drgań w łasnych co. To indyw idualna cecha rozw ażanego obiektu i nie zależy od czynni

ków  zew nętrznych. D rgania  w łasne nie są  procesem  fizycznym , op isu ją  one jedyn ie  pewną 

dyspozycję  ustro ju  [8 ].

D ynam iczne rów nanie  ruchu d la  układu o jednym  stopniu sw obody dynam icznej m a ogól

n ą  postać (bez zdefin iow anych w arunków  początkow ych):

m  q + c  q + k  q =  P (t)  (1)

gdzie:

m -  m asa ciała  [kg], 

c -  w spółczynnik  tłum ien ia  [kg/s], 

k  -  sztyw ność ustroju [N/m ],

P(t) -  siła  w zbudzająca drgania konstrukcji [N],

q -  p rzyspieszenie punktu m aterialnego (m asy skupionej poddanej drganiom ) [m /s2], 

q -  p rędkość punktu m aterialnego [m /s], 

q -  p rzem ieszczenie punktu m aterialnego [m],
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Równanie to , zgodnie z zasad ą  d ’A lem berta, w yraża  w arunek  rów now agi sił działających 

na rozw ażaną m asę w  czasie ruchu, pozbaw ione składników  reprezentujących siłę w zbudza

jącą i opory ruchu m oże m ieć n iezerow e rozw iązanie.

Równania te  w  postaci m acierzow ej d la  układu o n-stopniach sw obody p rzy jm u ją  formę:

gdzie:

B -  m acierz bezw ładności,

C -  m acierz tłum ienia,

K -  m acierz sztyw ności,

q -  w ektor p rzyspieszeń punktów  m aterialnych (m as skupionych), 

q -  w ektor prędkości p.m ., 

q -  w ektor przem ieszczeń p.m .,

P(t) -  w ektor sił zew nętrznych.

Równanie (2a) -  układ  lin iow ych jednorodnych  rów nań algebraicznych m oże m ieć n ieze

rowe rozw iązanie, gdy

Wartość co m ożna  obliczyć w  sposób przybliżony (rozw iązanie uproszczone) d la  układu 

o jednym stopniu sw obody (rys. la )  ze w zoru G eigera [2]:

m -q  +  k -q  = 0

Wielkość co je s t  częstośc ią  ko łow ą drgań w łasnych

(2)

(3)

B ■ q+ C ■ q+ K • q = P ( t ) , ( la )

B • q+ K • q = 0 , (2 a)

|k  -  co2 • b | = 0 . (3a)

(4)

;dzie yst. max je s t m aksym alnym  przem ieszczen iem  od statycznego działan ia  m asy
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Rys. 1. Rozważane modele konstrukcji
Fig. 1. Models o f construction into consideration

Z agadnienie to  m ożna rozw inąć poprzez dyskretyzację układu do n-stopni sw obody dyna

m icznej ( rys. Ib ; lc ) . W artości co liczone w g m etod energetycznych wynoszą:

co =

co =

1

£ m i •« .

I g - Ę n y y j  
I I m . - y f

(w zór D unkerleya),

(w zór Rayleigha).

(6)

(7)

W  ten sposób m ożna obliczyć tylko podstaw ow ą częstość drgań.

Przy  w ykorzystan iu  m etod m acierzow ych, rozw iązując w yznacznik  (3), otrzym uje się 

rów nanie algebraiczne w zględem  co2 , k tórego pierw iastkam i są  częstości drgań w łasnych: coi, 

(Oz, .... cou.

U zyskane rozw iązania -  w ektory w łasne -  pozw alają w yznaczyć podstaw ow ą i kolejne czę

stości drgań w łasnych, podstaw ow ą i kolejne postacie drgań w łasnych.

Im w iększa liczba punktów  m asow ych, tym  dokładniejsze rozw iązanie. R ozw iązanie ide

alne (w  sensie m odelow ym ) m ożna otrzym ać d la  schem atu, w  którym  m asa słupa je s t po

trak tow ana jak o  obciążenie ciągłe [2 ] (rys. Id):

co= H ( 8)

gdzie:

y st.max
1 m g l 4

3 ,5162 E - J

C zęstości podstaw ow e drgań, w  zależności od przyjętej m etody i schem atu statycznegi 

p rzy jm ują nieco rozbieżne w artości.
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Zdecydowano, że co liczone w zadaniu będzie w edług schem atu 1 b (górna m asa skupiona 

m, to ciężar w łasny i użytkow y, dolna m 2 -  ty lko ciężar w łasny). Przyjęto dw ie skrajne oceny: 

idealną (superpozycja: m asa użytkow a w g rys. l a  +  m asa słupa w g rys. Id  ) i uproszczoną (obie 

masy skupione w  skrajnym  punkcie -  rys. la )  jak o  w artości porów naw cze do uzyskiw anych 

wyników.

3. Sformułowanie zadania optymalizacji

Obiekt analizy  to  słup stalow y o w ysokości h =  4,8 m, obciążony s ta łą  m asą  uży tkow ą 

m„= 300 kg (rys.2). Jako przekrój poprzeczny zaproponow ano rurę, której średnica D  m oże 

przyjąć w artość od 168,3 m m  do 244,5 m m  (4 w arianty) i grubość ścianek  g w zakresie od 

5,0 mm do 22,2 m m  (12 w ariantów ). Z m iana przekroju słupa pociąga za so b ą  zm iany ciężaru 

własnego m w i sztyw ności elem entu. C iężar w łasny został skupiony w dw óch punktach  m a

sowych, zm ien iających  sw e położenie na elem encie. P rzyrost sztyw ności p rzekroju  pow oduje 

zmniejszenie p rzem ieszczeń m as na  słupie rów nocześnie zw iększając w artość co. W prow a

dzono ogran iczen ia  zachow aw cze [4], m .in. -  dla stanu granicznego użytkow ania: p rzem iesz

czenie końca słupa nie przekraczające f gl = 1/100 h, czyli f  gr = 4,8 cm.

m

h li

EJ
h

WWW
Rys. 2. Schemat obliczeniowy zadania 
Fig. 2. Statical scheme of problem

Stałe obiektu: h = 4,8
m  □ = 300 

Param etry: m w -  z katalogu [1]

[m]
[kg]
[kg/m]
[kg]
[kg]

m i =  m u + 0,5 1 1 m w 
m 2 = 0 ,5  m w (1 1 + 12 ) 
0,25 h < 1 2 < 0,75 h 
1,2 [m] <  1 2 <  3,6 [m] 
11  = h -  1 2

3,6 [m] < 1 1 <  1,2 [m] 
12 =  1,2 + 0 , 3  n [m ]
n -  k rok  iteracyjny ( n = 0 , 1 , 2 ,...8 )
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Przy definiow aniu zadania optym alizacji ustalono następujące dyskretne w artości zmiennych 

decyzyjnych (rys.2 ):

x  = [ Xj, x 2> x3 ] t  (10)

x, = D xi =  ( 168,3; 193,7; 219,1; 2 4 4 ,5 ) [mm] (w g [1 ])

X2 = g  x2=  (5 ,0 ; 5,6; 6,3; 7 ,1 ;  ; 2 2 ,2 )  [mm] ( w g [ l ] )

x3 — 12 x3= (  1,2; 1,5; 1,8; 2 ,1 ;.........; 3 ,6 )  [m]

P rzyjęto  następu jące funkcje celu oceniające obiekt optym alizacji:

f  (x) = [ f , (x), f 2 ( x ) ] T (11)

f  i (x) — częstość drgań w łasnych, 

f  2 (x) -  m asa w łasna słupa.

Poszukiw ano m aksim um  f  i (x) i m inim um  f 2 (x).

4. Analiza optymalizacyjna

Z adanie optym alizacji rozw iązano d la ustalonych dyskretnych zm iennych decyzyjnych, 

przy przyjętych funkcjach celu. A nalizow ano j e  jak o  zagadnienie dw ukryterialne.

M etodą pełnego przeglądu [6 ] w ykonano serię 432 obliczeń (d la każdej średnicy 

12 różnych grubości ścianek, 9 m ożliw ych pozycji m as skupionych). Z badano najpierw  za

leżność częstości drgań w łasnych od położenia  punktów  m asow ych na w ysokości słupa ( co = 

f  (12) -  rys.3).

Ij=3,6
•  1^3,3

■ « A  g  •  * ' 2 = 2 j -

8, [ m ]
0,0262 -p  g  o„pf

0,0258 •
0,0254 •
0,0250 ■
0,0246 •

0,0242 ■
0,0238 ■
0,0234 ■
0,0230 •
0,0226 ■
0,0222  ■

0,0218   1---------- 1-----------1---------- 1-----------1-

19,3 19,5 19,7 19,9 20,1 20,3 20,5 20,7 20,9 21,1

•  wyniki wg MMS (nd=2) 

■  ocena uproszczona 

A ocena idealna

“id .
■+— —I-------1------- 1* -  W [ 1/S]

Rys. 3. Przykładowy rozkład częstości drgań własnych dla rury ę  193,7/12,5 ( x lfi) 
Fig. 3. Exemplary distribution of eigenfrequency for tube $ 193,7/12,5 ( xi6 )
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Uzyskano dw a rozw iązania zdom inow ane. Te w yniki uznano za satysfakcjonujące ze w zglę

du na odległości od skrajnych ocen (idealnej i uproszczonej) -  w  położeniu m asy skupionej m 2 

na wysokości 1 2 =  2,4 lub 2,7 m. N ajw iększa różnica w zględna w otrzym anych obliczeniach 

wynosiła: -3 ,2 5 2 %  (dla oceny idealnej) i najm niejsza +3,762%  (dla uproszczonej). S tw ier

dzono na podstaw ie w szystk ich  /432 / rozw iązań, że m ożna sform ułow ać p ew ną  praw idło

wość dotyczącą zm iennej decyzyjnej x 3 =  1 2 . M ianow icie: d la  n =5 (1 2 =  2 ,7  m ) w ystępuje 

największa w artość częstości drgań w łasnych. Z  w szystk ich  obliczeń w ybrano te w yniki /48/. 

Zostały one w zięte  pod uw agę przy  dalszej analizie op tym alizacyjnej. Ze w zględu na ograni

czenia norm ow e odrzucono kolejne, zaw ężając obszar poszukiw ań do 43 w arian tów  (rys.4).

Rys. 4. Zbiór rozwiązań X zadania optymalizacji o dwu zmiennych decyzyjnych 
Fig. 4. Solution set X optimum problem with two decisive variables

Rys. 5. Zbiór ocen Y dwukryterialnego zadania optymalizacji 
Fig. 5. Valuation set Y bicriterial optimization problem
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Dla pozostaw ionych 43 dyskretnych rozw iązań otrzym ano w yniki w  zakresie:

14,978 -  © -  33,743 [ l/s ] częstość drgań w łasnych, przy m aksym alnych

przem ieszczeniach rzędu 0 .0 4 6 2 -0 ,0 0 9 8  [m], 

124,8 -  m w- 585,6 [kg] m asa w łasna słupa.

Przykładow e w artości ze zbioru rozw iązań przedstaw iono w  tabeli I, d la elem entów  brzego

w ych (x i ,  X 9, X 2 1 , X 33, x 8, X 20» x 32 , X 43)  i zaw artych w ew nątrz (x 16, x  19 , X 25 , x 2 7 , X30)  zbioru 

rozw iązań dopuszczalnych X.

Tabela 1

W ybrane wartości ze zbioru rozwiązań X

^  i X l X 9 X 2 1 X33 x 8 X20 X 32 X 43 X l 6 X  19 X 25 X 27 X27

CO 14.978 15,557 19,564 24,062 18.966 23,472 28,777 33,743 20.752 22.766 23,168 24,895 27,314

$max 0,0462 0,0423 0,0270 0,0180 0,0300 0,0198 0,0134 0,0098 0,0247 0,0209 0,0197 0,0173 0.0147

m w 166,08 124,80 158,88 199,68 350.88 411,36 518,40 585,60 268,32 364.80 247,68 305.76 417,60

Przyjęte funkcje celu dają  rozbieżne oceny rozw iązań (m inim um  m asy -  m aksim um  często

ści drgań w łasnych). Przyrost średnicy słupa i grubości ścianek (pola przekroju) powoduje 

zw iększenie sztyw ności elem entu. Z m niejszają się przem ieszczenia m as skupionych, wzrasta 

częstość drgań w łasnych. To spraw ia, że znorm alizow any zbiór ocen zadania (rys.5) zaw iera się 

w  obszarze ocen rozw iązań, ograniczonych krzyw ą o w ykładniczym  przebiegu.

D o analizy  zbioru  ocen posłużono się w artościam i w zględnym i. O dniesiono uzyskane wy

niki (m asę i częstość) do m aksym alnych. N a  podstaw ie now ych (w zględnych) danych ustalo

no w artość oceny idealnej -  y  ¡d = [ 1,0; 0 ,2131]T. D okonano w yboru rozw iązan ia  preferowa

nego m etodą funkcji dystansow ej [4], O bliczono odległości geom etryczne dj (czyli w sensie 

euklidesow ym , z  no rm ą || p || =  2) pom iędzy punktem  oceny idealnej a ocenam i leżącym i na 

krzyw ej ograniczającej zbiór ocen niezdom inow anych (rys.5). U zyskane m etryki przedsta

w iono w tabeli 2.

Tabela 2

O dległości ocen niezdom inow anych od oceny idealnej

y¡d y 9 y 2 i y33 y 34 y35 y36 y37 y s s y39 y40 y 4 i y42 y 43 I
1,0000 0,4610 0,5798 0,7131 0,7452 0,7711 0,8059 0,8316 0,8654 0,8983 0,9278 0.9491 0.9785 1.0000 I

0,2131 0.2131 0,2713 0,3410 0,3828 0,4197 0,4738 0,5189 0,5861 0,6607 0J393 0,8033 0,9098 1.0000
d ¡ 0.5390 0,4242 0,3141 0,3061 0,3084 0,3250 0,3491 0,3965 0.4590 0,5312 0,5924 0,6971 0,7869

Po przeglądzie stw ierdzono, że dw ie oceny m ożna określić jak o  najlepiej spełn iające ocze

kiw ania. S ą  to  oceny y 34 i y 3 5 . O dpow iadają  im elem enty x 34 i x  35 ze zbioru  rozw iązań. W
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sensie m aterialnym  są  to  rury o średnicy zew nętrznej D  =  244,5 [mm] i grubości ścianek od

powiednio: g  = 8,0 lub 8 , 8  [m m ]. W artości funkcji celu: f  i (x) — częstość drgań w łasnych, f  2

(x) -  m asa w łasna słupa w ynoszą  d la  nich:

f  i ( x 34) -  25 ,146 [l/s ] ; f 2 ( x 34) - 2 2 4 ,1 6  [kg];

f , ( x 3s ) - 26,018 [ l /s ] ; f 2 (x 35) - 2 4 5 ,7 6  [kg].

Uzyskane rozw iązan ia  nie s ą  rozw iązan iam i ostatecznym i. P od lega ją  dyskusji. Istnieje 

możliwość m odyfikacji zadania po zaostrzeniu  ograniczeń lub w prow adzeniu  now ych kryte

riów. Pracę nad o p tym alizacją  konstrukcji w ysokich rozpoczęto i będzie  ona kontynuow ana.

5. Wnioski

Zadanie optym alizacji przeprow adzono m etodą pełnego przeglądu, w ykonano serię 432 ob

liczeń, rozw ażając ostatecznie liczbę 43 rozw iązań. U tw orzono zbiór ocen niezdom inow anych, 

ograniczony krzyw ą o w ykładniczym  charakterze. Stw ierdzono, że istnieje ocena idealna, nie 

istnieje rozw iązanie idealne. U zyskano 13 ocen niezdom inow anych. R ozw iązano zadanie po- 

lioptymalizacji m etodą funkcji dystansow ej. U znano dw ie oceny za satysfakcjonujące. O kre

ślono dla uzyskanych rozw iązań w artości założonych kryteriów. S tw ierdzono, że o w yborze 

rozwiązania nie decydują ekstrem alne w artości funkcji celu, tylko pośrednie. N a  podstaw ie 

przebiegu krzyw ych ocen dla rozpatryw anych przekrojów  (stała w artość D , zm ienna g), za

uważono, że m ają  one podobny, w ykładniczy charakter.

Uogólnienie to  m ożna przenieść na podobne zagadnienia, przy inaczej zdefiniow anym  

wektorze zm iennych decyzyjnych (inna w ysokość słupa, zm ienna sztyw ność, inny kształt prze

kroju), ale przy podobnie przyjętych funkcjach celu.
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A b s tra c t

A n attem pt has been undertaken fo r an optim ization  the eigenfrequency o f  steel column 

(statical schem e is b racket 4,8 m  long and user m ass = 300 kg loading). The tubular section 

w ith constan t stiffness be proposed. Four alternatives o f d iam eter w ith d ifferen t thicknesses 

have been considered . The situation reduced m ass from  dead w eight load have been treated as 

decisive variab le  o f  optim um  problem . Full presentation o f solution set have been done. The 

goals w ere to  m inim ize dead w eight o f  construction  and to  m axim ize eigenfrequency o f col

um n. T he obtained alternative designs (valuation and solution sets) have been discussed as 

b icriterial optim um  problem .


