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ZASTOSOWANIE ANALIZY FALKOWEJ W METODACH
APROKSYMACYJINYCH MECHANIKI BUDOWLI

Streszczenie. W artykule zaprezentowano zastosowanie analizy falkowej w metodach przyblizonych mecha-
niki. Przedstawiono sposéb doboru funkcji skalujacych i falek do rozwigzywania zagadnien o modelu oblicze-
niowym w postaci réwnan rézniczkowych. Efektywno$¢ transformacji falkowej przedstawiono na przyktadzie
zginania belki sztywno-przegubowej.

APPLICATION OF WAVELET ANALYSIS IN APPROXIMATIONAL
METHODS OF MECHANICS OF STRUCTURE

Summary. In the paper the application of wavelet bases in the trial function methods are considered. The
extended Ritz’s method is described and bending of the fixed-hinged beam is presented as a test case to show,
that the wavelet bases lead to accurate results. Wavelet bases can be successfully used instead of such conven-
tional bases as Fourier, Legendre or Chebyshev.

1 Wprowadzenie

Analiza falkowa jest stosunkowo mtodg dyscypling matematyki, wzbudzajacag w ciagu
ostatniej dekady duze zainteresowanie ws$rdd naukowcow wielu dziedzin. Stosuje sie jg mie-
dzy innymi w takich dziedzinach nauki i techniki, jak analiza sygnatéw, kompresja danych
czy aproksymacja rozwigzan réwnan rézniczkowych.

Kluczowg - pod wzgledem uzyteczno$ci - cechg charakterystyczng falek jest ich zdolnos$¢
do opisywania roznych ,frakcji” funkcji w odpowiednich skalach. Konsekwencjg tego jest
mozliwa aproksymacja funkcji szybkozmiennych, nieregularnych, a nawet nieciggtych przez
liniowg kombinacje relatywnie matej liczby falek. Analiza Fouriera - dla poréwnania - wy-
maga uzycia o wiele wiekszej liczby funkcji bazowych w celu uzyskania podobnych rezulta-

tow.

‘Opiekun naukowy: Dr hab. inz. Wojciech Glabisz, prof. PWr.
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Teoretyczny opis analizy falkowej dostepny jest w wielu publikacjach, np. [1, 2, 3]. Pod-
stawy analizy falkowej zostaty przez autora tego artykutu zarysowane w [4],

Niniejszy referat ma na celu prezentacje efektow badan nad zastosowaniem aproksymacji
falkowej w metodach przyblizonych mechaniki, a w szczeg6lnosci nad rozwigzaniem pro-
blemu doboru baz funkcji skalujgcych i falek oraz zagadnieniami zwigzanymi ze zbieznoscig
rozwigzan. W punkcie2 uzasadniono wybor uzytej metody, a wpunkcie 3krétko omoéwiono
dwa stosowanew pracy podejscia. W punkcie 4, na elementarnym przyktadzie zginania bel
sztywno-przegubowej, omowiono efektywno$¢ rozwigzywania zagadnien bezpo$rednimi
metodami wariacyjnymi przy wykorzystaniu baz funkcji aproksymujacych w postaci kombi-
nacji liniowych funkcji skalujgcych i falek. Wnioski zamieszczono w punkcie 5.

Obliczenia prezentowanego przyktadu zostaty przeprowadzone przy uzyciu programu

Mathematica 4.1 i pakietu Wavelet Explorer [5],
2. Sformutowanie metody rozwigzania problemu
Punktem wyj$cia w poszukiwaniu rozwigzan zagadnien mechaniki w tzw. metodach bez-

posrednich sa ich lokalne sformutowania, zwykle w postaci rownan rézniczkowych. Najogol-

niej taki opis mozna przedstawi¢ nastepujaco:

Lu=f wueV ()]
Bu=g uesS ]
gdzie:L,B - operatory rdézniczkowe dziatajagce na poszukiwany wektor funkcji u,

f,g - znane, dane wektory okreslone wewnatrz analizowanego obszaru V lub na jego brze-
gu S.

Réwnanie (1) opisuje lokalnie sformutowany problem, ktdry ma spetnia¢ warunki brzego-
we dane rownaniami (2).

Rozwigzania u problemu przedstawionego réwnaniami (1), (2) poszukuje sie w postaci

jego aproksymacji U , ktorg wyrazi¢ mozna jako:

m
S =NuO)u (U{x)=YJuiNui(x)) (©)]
i=
gdzie: Nu(x) - macierz liniowo niezaleznych funkcji prébnych Nuj(jc),

U - wektor nieznanych m parametrow ui, ktérych wartosci poszukujemy tak, aby rozwigza-

nie byto zadowalajgce w przyjetym sensie.
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Aby rozwigzanie byto poprawne, funkcje prébne powinny tworzy¢ tzw. ukiad zupetny
iunkcji analizowanego zagadnienia, tzn. zwiekszenie ich liczby w opisie problemu powinno
pocigga¢ za sobg poprawe rozwigzania: u u przy m->~ iprzy ich uzyciu mozna opisac
kazdy z elementow analizowanej przestrzeni rozwigzan.

Wygodng baze funkcji prébnych stanowi¢ moga falki. Nalezy jednak zauwazy¢, ze z re-
guly nie spetniajg one warunkéw brzegowych problemu (2), co jest wymagane w klasycznych
sformutowaniach najczesciej stosowanych metod wariacyjnych, takich jak metoda Ritza lub
Galerkina [6], Dlatego zachodzi konieczno$¢ przyjecia tak zwanych poszerzonych sformuto-
wen wymienionych metod, tak aby funkcje probne nie byty z géry ograniczane konkretnymi
warunkami, a warunki brzegowe byty uwzglednione w catkowym opisie zagadnienia. Najlep-
szametodg przy przyjeciu falek jako funkcji bazowych wydaje sie poszerzona metoda Ritza,
gdyz wymagane jest przy niej catkowanie iloczynéw drugich pochodnych funkcji prébnych,
podczas gdy w metodzie Galerkina konieczne jest catkowanie czwartych pochodnych. Obni-
zenie rzedu pochodnej jest istotne. Wyzsze pochodne funkcji skalujgcych i falek maja silnie
oscylacyjny charakter i ich catkowanie numeryczne moze okazaé sie mniej stabilne.

Poszerzona metoda Ritza wykorzystuje zasade prac przygotowanych [6]:

SW =-j5£.TadV +j8aTpvdV + j8u TpdS + J<5pr (u-u)ifS =0
\Y, v S, S,
gdzie: 8W , & , U - wariacje (gtdwne liniowe cze$ci przyrostéw) odpowiednio pracy W,

odksztatcenia e i przemieszczen u ;
Su, Sp - czesci brzegu, na ktérych odpowiednio okre$lone sg przemieszczeniowe u

isitowe p warunki brzegowe.

Dlabelki o dtugosci L isztywnosci ElI wyrazenie (4) przyjmuje postac:

L L
J Elw"Svfdx - J pz8wdx - + M 80\ - [sr(w- w)+SM(©Q-0 =0 (5)
0 0 na Sp na Su

gdzie w, 0 , T i M - funkcje zmiennej * opisujagce odpowiednio ugiecie, kat obrotu, site
tnacg i moment zginajacy (nadkresleniami oznaczono znane wielkos$ci brzegowe);
p, - funkcja okre$lajgca obcigzenie belki.

Zaktadajac, ze wszystkie obcigzenia i przemieszczenia brzegowe réwne sg zeru, mozemy

zwiazek (5) wyrazi¢ nastepujaco:
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L L
J'Elw 8w dx —3 p,Swdx + [6W"Elw+W"E 18w —8w’ Elw—w " E 18w "' _q (6
0 0 na Su

Przyjmujac aproksymacje(3), otrzymujemy po prostychprzeksztatceniachzwigzku (6)

symetryczny uktad réwnan algebraicznych niejednorodnych na poszukiwane wspotczynniki

aproksymacji w :

[K,#(R+RT) w-pu=0 (0]
gdzie: kK,=£/JN:rN > - Pu=Jnl/V&, R=£/[nX -N ", X f o
0 ]

3. Rozwinigcia falkowe

Dowolng funkcje f(x) mozna opisa¢, zgodnie z teorig aproksymacji falkowych, na dwa
sposoby:
e w postaci rozwinieciajedynie w bazie funkcji skalujacych  k(c) okreslonego poziomu J:
23°-\
()= Y, ci" jAX) ®
k=0
e w postaci rozwiniecia w bazie funkcji skalujgcych itowarzyszacych im falek if/j k(x):
23°-\ J-i 204\

f{x)= ) X (¢

=0 j=J0 k=0

Wspétczynniki funkcji skalujgcej cnk moga by¢ interpretowane jako lokalne $rednie wazone
funkcji /, podczas gdy wspdétczynniki falkowe dJk (lokalne $rednie wazone przyrostow

funkcji) stuza do uzupetnienia opisu funkcji / o szczegéty pominiete przez funkcje

skalujace.

Pierwszy sposob aproksymacji (8), stanowiacy tak zwane podej$cie niestandardowe, lepiej
opisuje funkcje gtadkie - bez lokalnych nieregularnosci i nieciggto$ci. Natomiast drugi
spos6b (9) —podejscie standardowe - bardziej nadaje sie do opisu funkcji szybkozmiennych
z lokalnymi silnymi wahaniami. W tym podejsciu ograniczony zakres falek z réznych
poziomdw | pocigga za sobg guasi-diagonalizacje (zerowanie niektdrych wyrazéw poza
gtéwna przekatng) macierzy ku z ukfadu rownan (7), a rozmiar zadania staje sie co najmniej

dwukrotnie mniejszy niz to wystepuje w podejsciu niestandardowym.
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4. Przykiad

Rozwazmy belke prostg podparta i obcigzongjak narys. 1.

Rys. 1. Schemat statyczny rozwigzywanej belki
Fig. 1 Static scheme of solving beam

Dla uproszczenia obliczeh zaktadamy, ze belka ma dtugos$é L =1, statg sztywnos$¢ EIl = 1,

a po = 1¢Poczynione zatozenia i warunki brzegowe tego zadania powodujg modyfikacje ma-
cierzy ku, p,, i R w sformutowaniu (7) poszerzonej metody Ritza. Macierze te przybieraja
postac:

i i

JN fN >. pu=\K pzdx.r =n:(i)n;(i)-n:(o)n:(o)+n'/(o)n:(0) (10)
0 0

Powyzsze zadanie rozwigzano przyjmujac baze aproksymacyjng w postaci funkcji skaluja-

cych i falek Meyera trzeciego rzedu, ktérych przyktady pokazano narys. 2.

fiL-1 IL-£

Rys. 2. Funkcja skalujgca 0(f) i falka Meyera
Fig. 2. Scaling function 0(r) and Meyer wavelet ip(i)

Na rys. 3 przedstawiono aproksymowang krzywag ugiecia belki (linia przerywana) w bazie
3 funkcji skalujacych jednego poziomu i odpowiednio 32, 64 i 128 funkcji falkowych z
trzech poziomow. Krzywa te poréwnano z rozwigzaniem S$cistym (linia ciggta). Oba wyniki

pokrywajg sie - blgd aproksymacji jest pomijalnie maty.
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Rys. 3. Szukany wykres ugiecia belki
Fig. 3. Finding graph of displacement of beam

Pochodnymi aproksymowanych ugie¢ sg sity przekrojowe. Na rys. 4 pokazano wynik obli-

czenia sittngcych - oscyluje on wokot rozwigzania $cistego.

Rys. 4. Wykres sit tngcych
Fig. 4. Graph of share forces

Otrzymany wykres mozna r6znymi sposobami wygtadzac, co w praktyce nie przedstawia
wiekszego problemu. Porownywalne pod wzgledem doktadnosci wyniki autor tego artykutu
uzyskat stosujac jako funkcje bazowe w poszerzonej metodzie Ritza zamiast falek wielomia-
ny Czebyszewa i Legendre’a.

Korzys$ci z przyjecia falkowej bazy aproksymacyjnej stajg sie bardziej widoczne, gdy wy-
nikiem obliczen ma by¢ funkcja nieciggta lub szybkozmienna. Odpowiednig tego ilustra-

cja moze by¢ rozwigzanie tego samego zagadnienia ze zmiang funkcji obcigzenia belki

L . . . .
na pz=P8 x 2 co pokazano na rys. 5. Aproksymacje wielomianami Czebyszewa lub
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Rys. 5. Schemat statyczny rozwigzywanej belki
Fg. 5. Static scheme of solving beam

Legendre’a dajg wtedy niezadowalajgce wyniki. Wystepujg problemy nawet ze spetnieniem
warunkow brzegowych na koncach belki. Natomiast doktadno$¢ aproksymaciji falkowych jest
dobra. Na rys. 6 pokazano wykres sit tngcych uzyskanych z rozwigzan wykorzystujgcych
rozwiniecia falkowe, ktéry poza lokalnymi zaburzeniami jest zgodny z rozwigzaniem $cistym.
W przypadku przyjecia aproksymacji w postaci wielomiandw Czebyszewa wykresy wyz-
szych pochodnych ugiecia (do ktérych proporcjonalne sg momenty zginajace i sity tnace) nie

odpowiadajg rozwigzaniom rzeczywistym.
5 Whnioski

W artykule opisano sposob zastosowania baz falkowych w metodach przyblizonych me-
chaniki. Na przyktadzie poszerzonej metody Ritza przeprowadzono analize rozwigzania za-
gadnienia zginania belki sztywno-przegubowej pod obcigzeniem roztozonym i skupionym.
Wyniki badan pozwalajg stwierdzi¢, ze aproksymacje w postaci funkcji skalujgcych i towa-
rzyszacych im falek moga byé z powodzeniem stosowane w metodach przyblizonych mecha-
niki. Dajg one zadowalajace rezultaty, a w przypadku rozwigzan o charakterze nieciggtym lub
szybkozmiennym wykazujg zdecydowang przewage nad klasycznymi bazami Fouriera, Le-

gendre’a i Czebyszewa.
T

Rys. 6. Wykres sit tngcych dla belki obcigzonej sita skupiong
Fig. 6. Graph of share forces for beam with point force
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Pozadane sg dalsze badania nad dopasowaniem typdw i rzedéw falek do réznych Kklas roz-
wigzywanych zagadnien. Istotng kwestig pozostaje tez problem efektywnosci, ktérej poprawy
upatrujemy w technicznym usprawnieniu obliczen poprzez zastosowanie nowych sposobéw
interpolowania, rézniczkowania i catkowania falek. W tym tez kierunku p6jda dalsze wysitki

autora.
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Abstract

In the paper the application of wavelet bases in the trial function methods are considered.
The extended Ritz’s method is described and bending of the fixed-hinged beam is presented
as a test case to show, that the wavelet bases lead to accurate results. Wavelet bases can be

successfully used instead of such conventional bases as Fourier, Legendre or Chebyshev.



