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ELEMENTY PRZEJŚCIOWE Z ROTACYJNYMI STOPNIAMI 
SWOBODY

Streszczenie. W pracy przedstawiono elementy tarczowe z uwzględnieniem rotacyjnych stopni swobody. 
Podstawowym założeniem prowadzonych badań była obecność sztywnego węzła, którego przemieszczenia, tj. 
przesunięcia i obroty, w yw ołują w płaskim kontinuum  tarczowe pole przemieszczeń i naprężeń. Rozważane były 
czterowęzłowe elementy tarczow e o 12 i 10 stopniach swobody.

TRANSITION ELEMENTS WITH DRILLING ROTATIONS

Summary. In this paper an engineering approach to drilling rotations for membrane finite elements is pro
posed. The approach is based on the following assumption: in the area o f membrane a rigid nodal point exists. A 
twelve-degrees-of-freedom and ten-degrees-of-freedom  four-nodal m em brane element having three or two- 
degrees-of-freedom per node was considered.

1. Wprowadzenie

Metoda elem entów  skończonych (M E S) sta ła  się pow szechnie sto sow aną m etodą  w m o

delowaniu i analizie obiektów  inżynierskich. M etoda je s t przybliżona i daje w yniki obarczone 

błędami. Istotnym  źródłem  błędów  je s t n iew łaściw e m odelow anie badanych obiektów . D oty

czy to w szczególności m odelow ania obszarów , w których w ystępu ją  podobszary  z  prob le

mami opisanym i w  różnych w ym iarach  (np. 2D , 3D ). Pow oduje to  konieczność stosow ania 

elementów z różnym i rodzajam i stopni sw obody. P ołączenie podobszarów  z różnym i stop

niami sw obody w ym aga w ydzielen ia  s tre f  przejściow ych  i zam odelow ania ich tzw . elem en

tami przejściowym i.
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R ozróżniam y dw a typy elem entów  przejściow ych [9]:

a) elem enty  przejściow e, które um ożliw iają  przejście m iędzy strefam i z siatkam i podziału o 

różnej gęstości, w ęzły  m ają  te sam e stopnie sw obody,

Rys. 1. Elem enty przejściowe o tych samych stopniach swobody 
Fig. 1. Transition elements with the same degrees-of-freedom

b) e lem enty  um ożliw iające przejście m iędzy obszaram i o różnych stopniach swobody (rama 

-  tarcza, ram a -  kontinuum  trójw ym iarow e).

tarcza

Rys. 2. E lementy przejściowe z rotacyjnymi stopniach swobody 
Fig. 2. Transition elements with drilling degrees-of-freedom

Z agadnien ie  elem entów  przejściow ych  nie zostało, ja k  dotąd, dostatecznie opracowane, 

L iczba publikacji na ten tem at je s t bardzo ograniczona, w  literaturze św iatow ej nie przekracza 

k ilkunastu , a w krajow ej kilku pozycji.

W  ostatn ich  latach w zrosło zainteresow anie tem atyką do tyczącą elem entów  przejścio

wych.
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Elementy um ożliw iające przechodzenie m iędzy obszaram i z  siatkam i podziału  o różnej gę

stości i tymi sam ym i stopniam i sw obody zostały  opisane m .in. przez: G upta [1], który zapro

ponował prostokątny ośm iow ęzłow y elem ent z czterem a w ęzłam i przejściow ym i leżącym i w 

połowie długości boków . Jeyachandrabose i K irkhope [2] przedstaw ili rodzinę elem entów  

trójkątnych z w ęzłam i przejściow ym i w ew nątrz  elem entu i w zdłuż jeg o  kraw ędzi.

Elementy, dzięki którym  m ożliw e staje się p rzejście m iędzy obszaram i o różnych stop

niach swobody, p rzedstaw ione zostały  m .in. w  pracach: A llm ana [3], zaproponow ał on ele

ment trójkątny o dziew ięciu stopniach sw obody z  funkcjam i kształtu  drugiego stopnia. Po

dobne elementy zostały  opisane przez: B ergana i Fellipa [4] oraz C ooka [5]. W  elem entach 

tych dośw iadczalnie dobrane zostały  dodatkow e (sw obodne) param etry, k tóre zapew niły 

optymalne rozw iązanie szczególnych problem ów . H ughes i B rezzi [6] zaprezentow ali zm ody

fikowany m ieszany i p rzem ieszczeniow y m odel sform ułow ań w ariacyjnych stosu jąc n ieza

leżne pola rotacyjne.

2. Zakres tematyczny dysertacji

Tematykę m ojej pracy stanow ią  elem enty  um ożliw iające przechodzenie m iędzy strefam i o 

różnych stopniach sw obody. P odstaw ow ym  założeniem  prow adzonych badań je s t obecność 

sztywnego w ęzła, którego przem ieszczenia, tj. p rzesunięcia i obroty, w yw ołu ją  w  płaskim  

kontinuum tarczow e pole p rzem ieszczeń i naprężeń, a  w  kontinuum  tró jw ym iarow ym  odpo

wiednie przestrzenne stany naprężeń i odkształceń, w yłączając b liskie sąsiedztw o węzła, 

gdzie zanikają odkształcenia postaciow e.

ut*.yl. VM  • przemieszczenia (współrzędne) pola

Rys. 3. Element ze sztywnym węzłem 
Fig. 3. Element with rigid point
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3. Rozpatrywane elementy przejściowe

D otychczas zostały opracow ane dw a prostokątne czterow ęzłow e elem enty tarczowe 

uw zględnia jące w pływ  rotacyjnych stopni sw obody. Podstaw ow ym  i jednocześnie najtrud

niejszym  problem em  w budow ie m acierzy sztyw ności elem entu je s t  opis p o la  przemieszczeń - 

czyli dobór odpow iednich funkcji kształtu.

P ro s to k ą tn y  e lem en t o cz te rech  w ęzłach  sz tyw nych  4 R

Rys. 4. Elem ent 4R, opis pola przem ieszczeń dla w ęzła 1 
Fig. 4. Elem ent 4R, unit-displacements States for node 1

N a rysunkach 4b, 4c, 4d, pokazano postacie zdeform ow anego elem entu  w  stanach jednost

kow ych d la  w ęzła  1. Funkcje opisujące zdeform ow ane brzegi to  w ielom iany Lagrange’a i 

H erm ita, p rzedstaw iają  one jednocześn ie  funkcje kształtu.
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Prostokątny e lem en t o dw ó ch  w ęzłach  sz tyw nych  i dw óch  w ęzłach  p rzeg u b o w y ch
2R 2H

a) b)
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Rys. 5. Element 2R2H, opis pola przemieszczeń dla węzła 4 i 2 
Fig. 5. Element 2R2H, unit-displacem ent states for node 4 and hinge 2

Na rysunkach 5b, 5c, 5d pokazano postacie zdeform ow anego elem entu w  stanach jed n o s t

kowych d la  sztyw nego w ęzła  nr 4, natom iast na  rysunkach 5e, 5 f  d la  w ęzła  przegubow ego nr

2. Pole p rzem ieszczeń elem entu  2R 2H  podobnie ja k  w  elem encie 4 R  opisane zostało w ielo

mianami L ag ran g e’a i H erm ita.

M acierze sztyw ności elem entów : 4R  i 2R 2H  zostały  zbudow ane w edług  standardow ego 

pięciopunktowego algorytm u M ES prow adzącego do znanego wzoru:
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(1)

gdzie:

ke - m acierz sztyw ności elem entu,

B e - m acierz odkształceń,

De - m acierz  sztyw ności m ateriału.

Jaw ne postacie m acierzy  sztyw ności przedstaw ionych elem entów  4R  i 2R 2H  zostały 

podane w pracy [8],

4. Analiza numeryczna

A nalizę kom puterow ą konstrukcji z uw zględnieniem  now ych elem entów  przejściowych 

przeprow adzono sam odzieln ie napisanym  program em  bazującym  na  system ie Math-Cad, 

W ykonano szereg  testów  spraw dzających popraw ność num eryczną m acierzy  sztywności ba

danych elem entów , które potw ierdziły  ich przydatność w  m odelow aniu  w arunków  podparcia. 

B adano ugięcie końca w sporn ika (punkt A na rys.6), obciążonego p ionow ą siłą  skupioną 

p rzy łożoną w zd łuż  sw obodnego brzegu.

Rys. 6. W spornik obciążony pionow ą siłą P 
Fig. 6. In-plane bending of a plate

O bliczen ia  przeprow adzono d la  trzech przypadków  zam odelow ania w spornika:

1) w sporn ik  zam odelow any elem entam i o w szystk ich  w ęzłach sztyw nych [4H],

2) podparcie  w sporn ika zam odelow ane elem entam i o dw óch w ęzłach sztyw nych i dwóch 

przegubow ych [2R2H ] jak o  przejście do klasycznych elem entów  tarczow ych,

3) w sporn ik  zam odelow any  klasycznym i elem entam i tarczow ym i [4R], 

przy siatkach podziału  zilustrow anych na rys. 6.

y(v) P  =  6 0 0 0  kG  

1 =  1200 m m  

2 h  =  6 0 0  m m

u
E  =  2 0 0 0 0  k G /m m '

t  =  10 m m

u  = 0.3
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Rys. 7. Siatki podziału na  elem enty badanego wspornika
Fig. 7. Selected mesh refinem ent for vertical displacem ent vA calculation for elements: 4R. 2R2H, 4H 

Wyniki odnośnie  do ugięcia końca w sporn ika przedstaw iono na rys.8

Rys. 8. Zbieżność wyników badanego ugięcia w punkcie A
Fig. 8. Convergence o f calculated vertical displacem ent at the point A

5. Możliwości zastosowań praktycznych i uwagi końcowe

■ Stosowanie elem entów  przejściow ych m a istotne znaczenie d la  m in im alizow ania błędów  

obliczeniow ych, bow iem  um ożliw ia budow anie bardziej realistycznych m odeli.

■ Przy użyciu  elem entów  przejściow ych m ożliw a staje się analiza połączeń w ęzłow ych 

z uw zględnien iem  w ym iarów  i odkształcalności w ęzła  traktow anego jak o  elem ent płaski 

lub elem ent przestrzenny, podatności podłoża traktow anego jak o  pó łprzestrzeń  sprężysta.
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A b s tra c t

T he approach is based on the assum ption o f existing a rig id  nodal po in t in the area of 

m em brane. T he nodal d isplacem ents cause on all over the m em brane d isplacem ents and 

strains fields typical for in -p lane  problem s. U sing the standard procedure, the 12x12 and 

10x10 stiffness m atrixes fo r four nodes elem ent w ere obtained. A  series o f num erical verifi

cation  study has been carried out.


