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OSZACOWANIE WARTOSCI WEASNYCH WIELOWYMIAROWYCH
UKEADOW DYNAMICZNYCH Il RZEDU O PARAMETRACH
PRZEDZIALOWYCH

Streszczenie. W pracy rozpatrywane jest zagadnienie wartosci wtasnych uktadéw dynamicznych drugiego
rzedu o wspotczynnikach przedziatlowych (a“M + AD + k )x = 0 . Przedstawione w pracy twierdzenie pozwala

na oszacowanie wartosci wtasnych takich uktadéw wykorzystujac fakt rownowazno$ci whasnosci zespolonych
przedzialowych macierzy i wiasnosci skoriczonego podzbioru nie przedziatowych macierzy rzeczywistych.
Praktyczne zastosowanie tego twierdzenia zostanie zilustrowane przyktadami z zakresu teorii konstrukcji.

EIGENVALUES ESTIMATION OF SECOND ORDER
MULTIDIMENSIONAL DYNAMIC SYSTEM WITH INTERVAL
PARAMETERS

Summary. The paper deals with eigenvalues problem of second order multidimensional dynamic system

with interval parameters (A2M + AD + k )x = 0 . Eigenvalues estimation of such systems becomes possible

using equivalence between some properties of complex interval matrices and equivalent properties of some finite
subset of explicitly described non-interval real matrices. Practical application is illustrated with the example
fromsctructual design.

1 Wstep. Podstawowe wzory i oznaczenia

W pracy rozpatrywane jest zagadnienie warto$ci wtasnych réwnan rézniczkowych drugie-
go rzedu opisujacych ruch uktadéw dynamicznych My + Dy + Ky =0, gdzie wystepujace w
rownaniu macierze to odpowiednio symetryczne przedziatowe macierze: dodatnio okreslona
macierz bezwtadnosci M e [M], nieujemnie okreslone macierze ttumienia D e [D] i sztywno-
&i Ke [K]. Wyznaczenie wartosci wiasnych dla takich uktadéw sprowadza sie do rozwigza-
niaréwnania charakterystycznego postaci:

(@a2M + AD +k )x = 0. 0
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Z takim zadaniem spotykamy sie w zastosowaniach inzynierskich zwigzanych z analiza
stabilnosci, wyznaczaniem czestosci drgan wiasnych oraz czestosci drgan swobodnych
z ttumieniem, w ktérych parametry analizowanych systemoéw technicznych sg wyznaczone
z pewng tolerancja. Znakomitym narzedziem pozwalajagcym na uwzglednienie w macierzach
niepewnos$ci parametrow jest algebra interwatowa.

W pracy wykorzystano wczesniejsze rezultaty badan Rohna [1] i Skrzypczyka [2-3],

W pracy przyjeto nastepujgce oznaczenia: A={aij} - macierze rzeczywiste, R - zbior liczb
rzeczywistych, Rn - zbior wektorow rzeczywistych, Rm - zbidér macierzy rzeczywistych
o wymiarach nxn, C" - zbiér wektoréw zespolonych ikmax(A )- najwieksza wartos¢ wihasna
macierzy A (jezeli A jest symetryczna), Amd(A)~ najmniejsza warto$¢ wiasna macierzy A
(jezeli A jest symetryczna). Zauwazmy, ze dla wszystkich wektorow x,yeR™, (X,X)=xTx
oznacza¢ bedzie iloczyn skalamy wektoréw, natomiast (.)T zwyk#a transpozycje wektoréw,
adla wektorow x,yeC *‘, (X,X) = x*x, gdzie x* = x,x-to wektor sprzezony do wektora x
Zbior przedziatdw rzeczywistych oznaczac¢ bedziemy I(R), podobnie I(R") - zbi6r wektorow
przedziatowych, I(Rmn) - zbior macierzy przedziatowych.

Kazda rzeczywistag macierz przedziatowg [A]e I(R"X) mozemy zapisa¢ w postaci:

[A]l:=[A-Aa,A+Aal=fa :A-Aa<A<A+Aa} A,AAeR mn @
Za Rohnem [1] wprowadzimy do rozwazah zwykty zbior indeksowy

@
tzn. E" bedzie zbiorem wszystkich n-wymiarowych wektor6w o warto$ciach +1, moc tego

zbioru wynosi 2". Dla kazdego xe R"oznaczymy przez Tse E"xn macierz diagonalng

o wymiarach nxn, ktéra na diagonali ma wektor sign(x), gdzie

: [ _ f1 dlaX; >0
sign(x) :={sign(x,}jw 2 ,,, sign(x,) =4 dlaxs()> @

Dla dowolnego wektora ze E” i macierzy [A]e I(R"X) zdefiniujemy nastepujace macierze

Aj=A-TzAaTz, Aj=A+TzZAaTz ®
W pracy bedzie uzywana uogdlniona funkcja Rayleigha postaci tAb: RmxR "™ —R" zdefi-
niowana dla dowolnej macierzy rzeczywistej AeR"x i dodatnio okre$lonej macierzy
Be R"X' jako

(z,Az) _ zTAz
F(A,B) :={rfAB(z):0* ze Rt} rAB(z) = ®)
(z,Bz) ztBz
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Wiasnosci tej funkcji dla macierzy rzeczywistych i zespolonych sg oméwione w pracach

[2-3]. Ponadto bedziemy uzywac form kwadratowych, ktére bedziemy oznacza¢ x'Ax = AX.

2 Oszacowanie wartosci wiasnych

Celem tej pracy jest przedstawienie twierdzenia pozwalajgcego na oszacowanie ekstremal-
nych wartosci witasnych, ktére moga by¢ wyznaczone z analizy skofnczonych podzbioréw
macierzy rzeczywistych z przedziatow [M], [D] i [K],

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnych symetrycznych macierzy [M],[D],[K]e I(Rnx), [M] jest
dodatnio okres$lona, [D] i [K] sa nieujemnie okre$lone, dla ktérych wyznacznik tréjmianu

kwadratowego réwnania charakterystycznego (1) Ae [A]=[A  A¥*], zachodzi:

AlJezeli A+<0, to

B. Jezeli A >0, to Im>-=0 oraz

C. Jezeli A" <0i A+>0

DOWOD
Rownanie charakterystyczne (1) przeksztatcimy do postaci:

A2X*MX +AX*DX + X*Kx =0 @)
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a nastepnie poszukujemy rozwigzania postaci Z= Re+ilm rozpatrujac, podobnie jak
w twierdzeniu 1, trzy przypadki w zaleznosci od znaku A= (Dx)2-4 M XX X:

1. Jezeli At <0, to:

-A 1
ReZ = ImZ =+ =+ — Do
2M 4(M ) M, M,,
Wykorzystujgc witasnosci uogélnionej funkcji Rayleigha dla pary macierzy, opisanych w
pracy [3], mozemy zapisac:
ReX — \rDM, ImX —yj 4(rDM) +rKM ®

korzystajac dalej z oszacowan uogélnionej funkcji Rayleigha ostatecznie otrzymujemy:

-ir. <ReA,<4r 10

(1
Jezeli podobnie postgpimy dla pozostatych przypadkéw A, potwierdzimy poprawno$¢ wyni

kéw otrzymanych w tw. 1.

2. JezeliA'>0,to ImZ =0 oraz

ReZ=-'JK' (12)

2M. M, M.
1

i podobnie jak we wzorach (9-11) wykorzystujac wiasnosci funkcji Rayleigha otrzymujemy

ReX — jrDMzyjJ(rDM) rkKM 1)
co ostatecznie prowadzi do oszacowania

_HAM - —> /ATDEM-A -1 K- Mt 2rD-Mt + "\/A rD*M* A _ | K-.Mt A
3. W przypadku gdy A <0i A+>0, korzystajgc z przedstawionych dowoddw otrzymujemy

®

[ ImX|<A-|(rD. M 2+rrM . (16)

Znajac oszacowania wartosci wasnych przedstawione w tw. 1 mozemy je wykorzysta¢ do

wyznaczenia dla konstrukcji opisanej réwnaniem (1) czestosci drgan wiasnych, czestosci

drgan swobodnych z ttumieniem, a takze mozemy przeprowadzi¢ analize statecznos$ci kon-
strukcji.

Zastosowanie tego twierdzenia zostanie zilustrowane przyktadami.
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3 Przykiady

PRZYKLAD 1 Danajestjednoweztowa rama przestrzenna, ktérej schemat przedstawiono
na rysunku 1. Dlatego uktadu przyjeto nastepujgce dane geometryczne i materiatowe:
dlugosci pretéw 1=5 m, pole przekroju poprzecznego F=1,492e-3 m2 ciezar pretow
p=11,7142 kg/mb, oraz przedzialowe sztywnosci gietne EI=[311450 380670] Nm2 i skretne
GIS[126710 154870] Nm2 pretow.

Rys. 1L Schemat statyczny
Fig. 1. Static structure

Przy obliczeniach czesto$ci drgan witasnych konstrukcji o parametrach interwatowych po-
minieto wptyw odksztatcen podtuznych, a dla przyjetych danych otrzymano nastepujgce ma-

cierze bezwtadnosci i sztywnosci:

58571 0 0 0
0 244311 0 0
M= 0 2441784 0
0 0 0 1222
[0,2990 0,3654] [-0,9136 -0,7475] 0 0
[-0,0136 -0,7475] [4,8672 5,9488] 0 0
K= 1087 0 0 [4,3604 5,3293]

0 0 [2,3756 2,9035]
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Dla tak opisanego uktadu pretowego oszacowano wartosci wiasne réwnania charakterystycz-
nego (1), ktére zostaty pokazane na rysunku 2, wraz z wartosciami wtasnymi wyznaczonymi
na koncach przedziatow réwnania o wspo6tczynnikach interwatowych My + Ky =0 prze-
ksztatconego do postaci
‘™M 0' oI
o MUr -K 0W
Daje ono doktadne rozwigzania skrajne dla macierzy spetniajgcych zatozenia z twierdzenia 1,

lecz ztozono$¢ obliczeniowa w tym przypadku wynosi 2(2n) .

Rys. 2. Oszacowanie wartosci whasnych
Fig. 2. Estimation of eigenvalues

Porownujac obliczone warto$ci skrajne i oszacowania wartosci wiasnych mozemy przyjac,

ze oszacowana wg twierdzenia 1 warto$¢ wiasna A=+13,6863 [rad/s] jest pierwsza

czestoscig drgan wiasnych konstrukcji o parametrach niepewnych, a przedziat
A=[AJ=[-52,0961 -13,6863]u [13,6863 52,0961] [rad/s] zawiera wszystkie czestosci
drgan wiasnych tej konstrukcji pretowej.

PRZYKLAD 2. Dla konstrukcji jak w przyktadzie 1 i parametréw jw. zostang oszacowane

czestosci drgan swobodnych uktadu z ttumieniem. Przyjeto macierz ttumienia D =|iM + kK,
gdzie [t=0,4425[s-1] i K=0,00141 [s], ktora dla danych jak w poprzednim zadaniu ma po-

staé
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[68,08 77,44]  [-128,82 -105,40] 0 0
_ [-128,82 -105,40] [794,38 946,89] 0 0
0 0 [722,86 859,48] 0

0 [389,04 463.47]

Po oszacowaniu warto$ci witasnych i naniesieniu ich na wykres wraz z warto$ciami obli-

czonymi po koncach przedziatdw otrzymujemy

Rys. 3. Oszacowanie wartosci wiasnych
Fig. 3. Estimation of eigenvalues
Widzimy, ze obszar ograniczony przez oszacowania wg tw.l zawiera cate spektrum cze-

stosci drgan swobodnych ttumionych konstrukcji o parametrach przedziatowych.

4, Wnioski

Po analizie przyktadéw mozemy stwierdzi¢, ze przedstawione twierdzenie pozwala
na oszacowanie przedziatu, w ktorym sg zawarte wszystkie wartosci wiasne uktadéw dyna-
micznych opisanych réwnaniami rézniczkowymi drugiego rzedu, w ktérych parametry opi-

sujgce konstrukcje sg okreslone z pewna tolerancja.
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Znajomos$¢ tego przedziatu pozwala na okreslenie w sposéb przyblizony czestosci drgan
wiasnych konstrukcji, wptywu ttumienia na ruch konstrukcji, a takze stabilno$ci ruchu kon-

strukcji o parametrach przedziatowych.
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Abstract

The paper is concerned on eigenvalues problem of second order multidimensional dynamic
system with interval parameters )M + XD + k )x = 0 . Eigenvalues estimation of such systems

becomes possible using equivalence between some properties of complex interval matrices
and equivalent properties of some finite subset of explicitly described non-interval real matri-

ces. Practical application is illustrated with the example from construction theory.



