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LEPKOPLASTYCZNY MODEL KONSTYTUTYWNY OSRODKA
GRUNTOWEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono trzy teorie opisu lepkoplastycznego zachowania sie gruntéw. Ponadto
odpowiednie sformutowania zapisano w przypadku osiowej symetrii dla celéw kalibracji modelu za pomocg
badania w aparacie tréjosiowego $ciskania.

VISCOPLASTIC CONSTITUTIVE MODEL OF SOIL MEDIUM

Summary. In the paper there are analysed three theories of describe the visco-plastic behaviour of the soil
medium. Further there are written the appropriate equations in the axial symmetry case to characterise that model
in the triaxial tests.

1. Wstep

Uogo6lnienie lepkoplastyczne ma na celu opis takich proceséw Teologicznych zachodza-
cych w gruntach (przede wszystkim spoistych), jak petzanie objetosciowe w warunkach swo-
bodnego drenazu i odpowiadajagce mu petzanie postaciowe, a takze op6znione zniszczenie w
warunkach ,,bez drenazu”. Co zostatlo dowiedzione w eksperymentach [7], zalezno$¢ napre-
zenie-odksztatcenie dla gruntéw jest funkcjg historii obcigzenia i deformacji. Zwykle obser-
wujemy, ze wyniki testdw zaleza od predkos$ci przeprowadzania badania, szczeg6lnie dotyczy
to gruntéw bardziej spoistych. Podobne efekty obserwujemy w przypadku petzania, gdzie
odnotowujemy przyrost deformacji pod statym obcigzeniem. Na rysunkach 1i 2 przedstawio-
no wyniki badan przeprowadzonych przez autoréw [7], Pierwszy z nich pokazuje, ze cata
charakterystyka ,naprezenie-odksztatcenie”, w szczeg6lnosci maksymalna warto$¢ (pik)
znormalizowanego dewiatora naprezenia (w stosunku do ci$nienia konsolidacji) zalezy od
predkos$ci odksztatcenia prébki podczas przeprowadzania badania. Natomiast na drugim ry-

sunku pokazano zalezno$¢ czasu zniszczenia probki gruntu wskutek petzania w warunkach
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,bez drenazu”. Warto$¢ statego naprezenia wptywa na przebieg procesu petzania oraz na
czas, w ktérym nastepuje zniszczenie (znaczny wzrost deformacji postaciowych przy nie-
zmienionej warto$ci dewiatora naprezenia). To zaobserwowane doSwiadczalnie zachowanie
sie gruntu nie moze by¢ poprawnie opisane przez istniejagce dotad teorie sprezysto-plastyczne,
w ktérych czas odgrywat co najwyzej role parametru (np. sformutowanie Zienkiewicza -

Cormeau).

Rys. 1 Wptyw predkosci odksztatcenn na rozwdj napre- Rys. 2. Wyniki testdw petzania pod statym napreze-

zen niem gruntu spoistego
Fig. 1. Influence of rate of strain on the stress behavio- Fig. 2. Results of constant stress creep tests on clay
ur

Obecnie w mechanice gruntéw stosowane sg trzy koncepcje opisu lepkoplastycznego, kté-
re ponizej zostang pokrétce omdéwione:

nadwyzki naprezenia (model Perzyny [6]),

izotropowego wzmocnienia lepkoplastycznego (model Dragona-Mroza [4]),

- dekompozycji odksztatcen niesprezystych (model Borji-Kavazanjina [2]).

2. Model Perzyny

W tym modelu odksztatcenie niesprezyste {e'7} pojawia sie po przekroczeniu warunku

plastycznosci f({ct}, k,*Ew})>0, gdzie {er} to wektor naprezenia, natomiast k jest
skalarowym parametrem wzmocnienia izotropowego. Odksztatcenie to okre$lone jest

nastepujacym prawem:

vp] Nk
|a\:r<m>W} 0)
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[0 dla F<0
gdzie: < 0(F) >=
[<p(F) dla F>0"

y - wspotczynnik lepkos$ci (wyznaczany doSwiadczalnie).
Powyzsze oznacza, ze predkos$¢ lepkoplastycznego ptyniecia jest proporcjonalna do funkcji
nadwyzki ponad stan uplastycznienia O(F) i zorientowana prostopadle do powierzchni pla-
stycznosci  f({ct}, k\ jell’})=0 przechodzacej przez biezacy punkt naprezenia. Funkcja 0O(F)

dobieranajest w klasie funkcji elementarnych. Najczes$ciej stosuje sie [6]:

0(F)=F5, 0(F) =F, O(F)=expF-I
N N 2
0(F)=XAaF~°, 0(F) = ]Tfia[expFa -1]
a2\ a=l

W powyzszych wyrazeniach lepkie wspétczynniki materiatowe powinny by¢ wyznaczone
doswiadczalnie.

Analizujagc powyzszy model zauwazamy, ze nie obowigzuje tutaj warunek zgodnosci,
mozliwe jest bowiem ,wyjscie” punktu w przestrzeninaprezefipoza powierzchnieograni-
czajaca ktére warunkuje wystapienie odksztatcen niesprezystych - por. wzér (1).0kazuje sie
to sprzeczne z dotychczasowymi teoriami plastycznos$ci, wedtug ktérych punkt w przestrzeni
naprezen po osiggnieciu warunku plastycznoséci przy dalszym procesie obcigzania musi ,,po-

zostawac” na aktualnej powierzchni ograniczajgcej.

Dekomponujac wektor catkowitego {e} odksztatcenia na czes¢ sprezysta jef}i lepkopla-

stczng {ew }:

i f M 4 <3>
ponadto wykorzystujagc prawo sprezystosci (3) oraz wzdér (1) otrzymujemy zwigzek kon-

stytutywny wyrazajacy zalezno$¢ naprezenie - odksztatcenie (4).
(r}=[Dlie L (4)

£1- 0(F 3F
Yy <0(F) > S ()

Wpowyzszym macierz [D] jest macierza sprezystosci.
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3. Model Dragona-Mroza

W drugim analizowanym modelu lepkoplastycznym zachowane sg réwnania obowigzujace
w teoriiplastycznosci. Wpiyw reologii ,,wchodzi” do rozwazanej teorii poprzezprano
wzmocnienia. Aby wskrécie przedstawi¢ sformutowaniaomawianej teorii, rozwazmy ciato
sprezysto-lepkoplastyczne o wzmocnieniu izotropowym. Funkcje ograniczajgca przyjmijmy
w postaci:
F{{o },k)=0, ©®
Prawo wzmocnienia izotropowego podane wzorem (7), jak to byto wspomniane wcze$niej,
uwzglednia wptyw reologii. Istotne jest to, ze w tym réwnaniu parametr wzmocnienia k izo-
tropowego wystepuje zarbwno pod operacjg pochodnej po czasie po lewej stronie, jak ijako
zmienna po prawej stronie réwnosci. Ponadto uwzgledniono, ze k zalezy od predkosci od-

ksztatcenia niesprezystego (takie podejsScie stosuje sie najcze$ciej w mechanice gruntéw) [4]:
K={2}T'je J-SzCW-k). U

Ponizej podano ogélne zwigzki konstytutywne znane w sprezysto-plastycznos$ci - warunek
zgodnos$ci (8), prawo addytywnosci (9), prawo sprezystosci (10) oraz prawo plyniecia (w

og6lnosci niestowarzyszone) (11):

dF
o\+~~k=0, )
3H{(7}
)
je [=[D]1ljej-, (10)
vp
iE Yy Az{ery’ (1)

W powyzszym: G({er}fc)=0 - funkcja potencjatu.
Aby moéc wyznaczy¢ zalezno$¢ o - £ podstawmy do wzoru (7) wyrazenie na predkos$é

odksztatcen niesprezystych (11), a nastepnie tak przeksztatcone wyrazenie na k wstawiamy

do (8). W ten sposdb mozemy wyznaczyé wielko$¢ A:
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dF dF r u a dG dF if \ \ n
et} T A~ fe'} A3 F }-an ({<IlwW=0"

dF dF
W « |
3{tr} ( 3{<r} si (M k) (12)
dF « o o K., t dG
W} 3M

jmv dFj yr dG

_ 3H modut wzmocnienia plastycznego.

Obliczong powyzej warto$¢ A wstawiamy do (11), nastepnie predko$¢ odksztatcenia lep-

ko-plastycznego z (11) oraz predkos$¢ odksztatcenia sprezystego z (10) podstawimy do (9):

TN
. H H *
[O]"1+ r i fi sivol®) (13)
Kpl afc} H fe 4T
Jezeli oznaczymy:
1 dG dF . . .
[Dep] 1 =[d] 1+ , gdzie [Dep] - macierz sprezysto-plastyczna,
Kp d{a} af{a}.
otrzymamy poszukiwang forme zwigzku konstytutywnego:
a} = [Dep{£} + [Dep] * M~ . (14)

Powyzsza zalezno$é jest rozszerzeniem znanych zwigzkéw dla sprezysto-plastycznosci.

Wplyw czasu na przebieg procesu jest uwzgledniony poprzez drugi czton w réwnaniu (14).

i1 Model Borji-Kavazanjiana

Trzecia omawiana tutaj koncepcja ujecia lepkoplastyczno$ci polega na dekompozycji od-
ksztatcen catkowitych na cze$¢ sprezysta, plastyczng (dorazng) i ,lepka” (opdzniona), ktora

opisanajest wzorem:

Wtym modelu przyjmuje sie, ze dwa pierwsze sktadniki odksztatcenia opisane sg zwigzkami
teorii sprezysto-plastycznos$ci, natomiast odksztatcenia zwigzane z petzaniem opisywane sg
funkcjami empirycznymi, ktére wynikajg z dopasowania do krzywych uzyskanych do$wiad-

czalnie. Rozwigzanie tego problemu przedstawili Borja i Kavazanjinian [3], W tej metodzie



300 M. tupiezowiec

rozwigzania jako model sprezysto-plastyczny zostat przyjety bardzo prosty i popularny w

mechanice gruntéw model MCC. Funkcja ograniczajgca danajest wzorem [1]:

F(p.g.pc)=q2+M2p(p-p()=0, (16)
gdzie: p=~"(al+a2+a3), ?= -<r2)2+(a2-tr3)2 +(ct3 to nie-

zmienniki naprezenia, Gi , G2, O3 sg naprezeniami gtdwnymi, a pc- ci$nieniem prekonso-
lidacji, ktore petnig role parametru wzmocnienia. Ponadto znane sg inne funkcje charaktery-

styczne dla opisu sprezysto-plastycznego [1]:

N ! Aep '
prawo wzmocnienia: Pc = Pco exP Ak an
prawo sprezystosci: Aee=icln”-, 8)
PcO
prawo addytywnosci: Ae = Aee + Aep. (19)

W powyzszych wyrazeniach e oznacza wskaznik porowatos$ci, ktéry z odksztatceniem obje-
toSciowym jest zwigzany zaleznoscig:

Se Se 20
- 1+e (20)

Odksztatcenie objetosciowe, jak i postaciowe sg niezmiennikami odksztalcenia uzaleznio-

nymi od odksztatcen gtdwnych w nastepujacy sposéhb:
V2
£, +e2+£3, £s=— [(£ -£2)2+(£2-£3)2+(£3 -£,)2]. (21)

Odksztatcenia powodowane przez petzanie przyjmuje sie w postaci [3]:

yl
£V e , £ U—A exp\ a A tor (22)

3(1 +e)tv
. af)
Powyzej g i gs oznaczajg aktualne i graniczne naprezenie $cinajace, ¥/, A, a i m to stale
materiatowe, a tv i ts - wzgledne czasy uzyskiwane na podstawie badah w aparacie tréjo-

sio-wym. Sposéb wyznaczania omawianych czaséw wzglednych podano w [7]:

AX-K)/

t,, = ts =exp (23)
1-m

p+- 9/
M 2p j a "®
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5 Doswiadczalne wyznaczanie funkcji materiatowych

Najczesciej stosowanymi obecnie badaniami doSwiadczalnymi gruntéw sa testy tréjosio-
we. W aparacie tym mozemy inicjowac rézne $Sciezki obcigzenia regulujgc ci$nienie w komo-
rze oraz nacisk przekazywany przez ttok z géry. Daje to rozktad naprezen pokazany na poniz-
szym rysunku. Ponadto mozemy mierzy¢ ci$nienie wody w porach u (w badaniach bez

drenazu). Podczas takiego badania stan naprezenia opi-
sujemy za pomocg niezmiennikow naprezen (efektyw-

nych) p’ i q' .Zachodzg przy tym nastepujace zwigzki

[1]:

a,
p=~(oi+ 2ct3) qg=0,- 03
p’=p-u qQ' =q (24)
E7p . .
dp’ _ 1 dg =1 ty dg’
3a, 3 3er, 3(7, 3(7,

Rys. 3. Stan naprezenia podczas badan ~ Stan odksztatcenia podaje sie za pomocg odksztatcenia ob-
w aparacie tréjosiowym
Fig. 3. State stress in triaxial tests jetosciowego £v oraz odksztatcenia postaciowego es

E=£,+ 2e, = 3te. -e 3)-
Ponizej przedstawimy sposéb do$wiadczalnego wyznaczenia funkcji materiatowych dla
modelu Dragona-Mroza. Analogicznie do (9) wyrazimy dekompozycje naprezen na cze$é

sprezysta i niesprezysta:

S\
£s=£s+ £s
Funkcje ograniczajaca oraz potencjatu podamy w postaci:
F{p'.q",k)=0, G(p’.q".K)=0, (25)

natomiast prawo wzmocnienia analogicznie do (7):

vp

K=C]JEV+C2£f£s ~g2(p'>g',k) , (26)

Biorac pod uwage prawo zgodnos$ci (8) oraz wykonujac odpowiednie przeksztatcenia korzy-

stajagc z (24) otrzymamy [5]:
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Analogicznie do wzoréw podanych w rozdziale 4 zapiszemy prawa sprezystosci (28) (wg

[1]) oraz prawa plastycznego ptyniecia (29):

e 1o £v=———%——p . 8
e'"BT ;pt 3G /
* 3G % A3G

e =A" £V = A—. )
p dqg

Powyzej K, - modut $ciSliwosci, G, - modut $cinania.
Wykonujac przeksztatcenia analogiczne do przeprowadzonych w rozdziale 3, po podsta-
wieniu do réwnania zgodnosci otrzymujemy réwnanie:
dF , dF , 3F . dF
N
'y dq 3C op oq 3K

z ktérego mozemy wyznaczy¢ warto$¢ wspdtczynnika A:

dF , dF , dF [/ \ dF , dF ,
-‘|+"-CQ|KP "K) + N
A 3p 39 3) _3p dq g2[p’'<U’K)

dF = * N K . (30)
C *c+cC pi

3K 'dp’ 2 dg' 13p’ 2 3¢’

gtz T "k {91 dA + 92’(\1 ~_ nazywamy modutem wzmocnienia lepkoplastycznego.

p g

Podstawiajac powyzsze do praw sprezysto$ci oraz addytywnosci, analogicznie do (13)
dostajemy poszukiwane zwigzki konstytutywne:
dF 3G} dF 3G

1 + dP' dP' ipM P g'\ 82(p'*<l,’k)

Ev =
K, K, Kpl A A
£l " R V) dq
(31)
3F 3G 3F 3G

o Lorsew o dpda o 020000K)
3G, KPi K, c,N +c2n
1dp' 2 dg'

lub po odwréceniu [5]:
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K dF dG
K " dp' dp’ g2(p'.q',K)
x ,
+ G
dp* dp’ dg' dg' 613’5’ £z g“q’
-lis ¢ dG r iFo)G: (32)
' dp' dp'’
P Ev+ Gt 1- es,
K SFdC )
Kin +3GI" + Krl
K’A W +3G'W * K" dp' dp’ dg' dg’
3F 3G
1dp' dp' 2(p'.q",K
- p' dp g2(p',q",K)
dFdG MdG dG dG
+ C-
dp' z dq'

Po wyznaczeniu interesujgcych nas $Sciezek naprezenia za pomocg dowolnej procedury po-

stukiwania ekstemum powinniSmy znalez¢ taki zestaw parametréw, aby:

X (V ~*i)2=min. (33)
FA
gadzie: x - poréwnywana wielko$¢ (np. naprezenie) obliczone dla przyjetych parametréw

wyznaczanych funkcji materiatowych,

X - poréwnywana wielko$¢é uzyskana z badan.

66. Whnioski

Po prze$ledzeniu podanych w pracy teorii fatwo zauwazyé, ze w teorii Perzyny nie mamy
sipetnionego warunku zgodnos$ci, co stanowi jej uchybienie przy formutowaniu réwnan opi-
sujagcych problem. Pozostate dwie teorie stanowig rozszerzenie znanej i czesto przywoty-
wanej w publikacjach teorii plastycznosci. Teoria Borji-Kavazanjiana stanowi rozwiniecie
bardzo popularnego w mechanice gruntéw modelu Cam-Clay przez uzupetnienie réwnan o
sktadniki odksztatcenia petzania. Jednak te dodatkowe wielkoS$ci sg przyjete w sposéb empi-
ryczny. Dlatego najbardziej spéjng z omawianych tutaj metod wydaje sie model Dragona-
Mroza, w ktérym wptyw czasu na przebieg procesu zostat uwzgledniony w prawie
wzmocnienia. Na dzieh dzisiejszy teoria ta zostata zastosowana w mechanice skat [4], nie jest

znane zastosowanie jej w mechanice gruntéw.
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Abstract

In the paper there are presented three conceptions of the description viscoplastic behaviour
of the soil medium. The first model created by Perzyna [6] assumes that the inelastic strains
appear after exceeding the yield condition. In the Borja-Kavazanjian model [3] the constitu-
tive equations are completed by the empirical functions of creep strains. That theory bases on
Modified Cam Clay model. The third viscoplastic model [4] is a generalisation of the basic
plasticity theory. In this article there is showed the equations needed by evaluating (in the

triaxial apparatus) the values of the material constants occurred in the equations in this model.



