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LEPKOPLASTYCZNY MODEL KONSTYTUTYWNY OŚRODKA 
GRUNTOWEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono trzy teorie opisu lepkoplastycznego zachowania się gruntów. Ponadto 
odpowiednie sformułowania zapisano w przypadku osiowej symetrii dla celów kalibracji modelu za pomocą 
badania w aparacie trójosiowego ściskania.

VISCOPLASTIC CONSTITUTIVE MODEL OF SOIL MEDIUM

Summary. In the paper there are analysed three theories of describe the visco-plastic behaviour of the soil 
medium. Further there are written the appropriate equations in the axial symmetry case to characterise that model 
in the triaxial tests.

1. Wstęp

U ogólnienie lepkoplastyczne m a na celu opis takich procesów  Teologicznych zachodzą­

cych w gruntach (przede w szystk im  spoistych), ja k  pełzanie ob jętościow e w  w arunkach sw o­

bodnego drenażu i odpow iadające m u pełzanie postaciow e, a  także opóźnione zniszczenie  w 

warunkach „bez drenażu” . Co zostało  dow iedzione w  eksperym entach [7], zależność naprę- 

żenie-odkształcen ie  d la  grun tów  je s t  funkc ją  historii obciążen ia  i deform acji. Z w ykle obser­

wujemy, że w yniki testów  za leżą  od prędkości p rzeprow adzania  badania, szczególnie dotyczy 

to gruntów  bardziej spoistych. Podobne efekty obserw ujem y w  przypadku pełzania, gdzie 

odnotow ujem y przy rost deform acji pod stałym  obciążeniem . N a  rysunkach 1 i 2 p rzedstaw io­

no wyniki badań przeprow adzonych  przez autorów  [7], P ierw szy z nich pokazuje , że cała 

charakterystyka „nap rężen ie-odkszta łcen ie”, w  szczególności m aksym alna w artość (pik) 

znorm alizow anego dew iato ra  naprężen ia  (w  stosunku do c iśn ien ia  konso lidacji) zależy  od 

prędkości odkształcen ia  próbki podczas przeprow adzania  badania. N atom iast na  drugim  ry­

sunku pokazano zależność czasu zn iszczen ia  próbki g runtu  w skutek  pełzan ia  w  w arunkach
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„bez drenażu” . W artość stałego naprężenia w pływ a na przebieg  procesu pełzania oraz na 

czas, w  którym  następuje zniszczenie (znaczny w zrost deform acji postaciow ych przy nie­

zm ienionej w artości dew iatora naprężenia). T o zaobserw ow ane dośw iadczalnie zachowanie 

się gruntu nie m oże być popraw nie opisane przez istniejące dotąd teorie sprężysto-plastyczne, 

w  których czas odgryw ał co najw yżej rolę param etru (np. sform ułow anie Zienkiewicza -  

C orm eau).

Rys. 1 Wpływ prędkości odkształceń na rozwój naprę- Rys. 2. Wyniki testów pełzania pod stałym napręże- 
żeń niem gruntu spoistego

Fig. 1. Influence of rate o f strain on the stress behavio- Fig. 2. Results o f constant stress creep tests on clay 
ur

O becnie w  m echanice gruntów  stosow ane s ą  trzy  koncepcje opisu lepkoplastycznego, któ­

re poniżej zostaną  pokrótce om ów ione:

nadw yżki naprężenia  (m odel Perzyny [6]),

izo tropow ego w zm ocnienia lepkoplastycznego (m odel D ragona-M roza [4]),

- dekom pozycji odkształceń n iesprężystych (m odel B orji-K avazanjina [2]).

2. Model Perzyny

W  tym  m odelu odkształcenie n iesprężyste {e'7’ } pojaw ia się po przekroczeniu warunku 

p lastyczności f({ct}, k , *£vp })> 0 , gdzie {er} to  w ektor naprężenia, natom iast k  jest 

skalarow ym  param etrem  w zm ocnienia izotropow ego. O dkształcenie to  określone jest 

następu jącym  praw em :

|
vp] r)F

a \ = r < m > W }  O)
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gdzie: <  0 (F )  >=
[0  dla F < 0  

[<p(F) d la  F  > 0 ’

y  -  w spółczynnik  lepkości (w yznaczany dośw iadczalnie).

Powyższe oznacza, że prędkość lepkoplastycznego p łyn ięcia  je s t proporcjonalna do funkcji 

nadwyżki ponad stan  up lastyczn ien ia  0 (F ) i zorientow ana prostopadle do pow ierzchni pla­

styczności f({ct}, k \ j e lł’ } )= 0  przechodzącej przez bieżący punkt naprężenia. F unkcja  0 (F ) 

dobierana je s t  w  klasie funkcji elem entarnych. N ajczęściej stosuje się [6]:

0 ( F ) = F 5 , 0 (F ) =  F ,  0 (F ) =  e x p F - l

N N (2)
0 (F ) =  X A a F ° ,  0 (F ) =  ] T f i a [e x p F a - l ]

a=\ a=l

W pow yższych w yrażeniach  lepkie w spółczynniki m ateria łow e pow inny  być w yznaczone 

doświadczalnie.

Analizując pow yższy  m odel zauw ażam y, że nie obow iązuje  tutaj w arunek  zgodności, 

możliwe je s t  bow iem  „w yjśc ie” punktu  w  przestrzeni naprężeń poza pow ierzchnię  ogran i­

czającą k tóre  w arunkuje  w ystąp ien ie  odkształceń n iesprężystych -  por. w zór (1). O kazuje się

to sprzeczne z dotychczasow ym i teoriam i plastyczności, w edług  których punkt w  przestrzeni 

naprężeń po osiągnięciu  w arunku plastyczności przy dalszym  procesie obciążan ia  m usi „po­

zostawać” na aktualnej pow ierzchni ograniczającej.

D ekom ponując w ektor całkow itego {e} odkształcen ia  na część sp rężystą  je f } i lepkopla- 

stczną {evp }:

i f M 4  < 3 >

ponadto w ykorzystu jąc  praw o sprężystości (3) oraz w zór (1) o trzym ujem y zw iązek kon­

stytutywny w yrażający  zależność naprężenie -  odkształcenie (4).

(r} = [D ]ie  L  (4)

£ 1 -y  < 0 (F) > 3F
3{<r}

W pow yższym  m acierz  [D] je s t  m ac ie rzą  sprężystości.

(5)
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3. Model Dragona-Mroza

W  drugim  analizow anym  m odelu lepkoplastycznym  zachow ane są  rów nania  obowiązujące 

w teorii plastyczności. W pływ  reologii „w chodzi” do rozw ażanej teorii poprzez prawo

w zm ocnienia. A by w  skrócie p rzedstaw ić sform ułow ania om aw ianej teorii, rozważmy ciato

sp rężysto -lepkop lastyczne  o w zm ocnieniu  izotropow ym . Funkcję og ran iczającą przyjmijmy 

w  postaci:

F{{o },k ) = 0 ,  (6)

Praw o w zm ocn ien ia  izotropow ego podane w zorem  (7), ja k  to  było w spom niane wcześniej, 

uw zględnia  w pływ  reologii. Istotne je s t to, że w  tym  rów naniu param etr w zm ocnienia k izo­

tropow ego w ystępuje  zarów no pod operacją  pochodnej po czasie po lewej stronie, jak  i jako 

zm ienna po praw ej stronie rów ności. Ponadto uw zględniono, że k  zależy  od prędkości od­

kształcen ia  n iesprężystego  (takie podejście stosuje się najczęściej w  m echanice gruntów) [4]:

K = {?i}T ' j e  J - S zCW -k ) .  (7)

Poniżej podano ogólne zw iązki konsty tu tyw ne znane w  sp rężysto -p lastyczności -  warunek 

zgodności (8), praw o addytyw ności (9), praw o sprężystości (10) oraz praw o płynięcia (w 

ogólności n iestow arzyszone) ( 11):

dF

3{(7}
o \  + ~ ~ k  = 0 , (8)

(9)

j e  [ = [ D ]_1 j e j - ,  (10)

vp

j £ } A 3{cr} ’ (,1)

W  pow yższym : G ({er}fc)= 0  -  funkcja potencjału.

A by m óc w yznaczyć zależność o  -  £ podstaw m y do w zoru (7) w yrażenie na prędkość

odkształceń n iesprężystych ( 11), a  następnie tak przekształcone w yrażenie na  k wstawiamy 

do (8). W  ten sposób m ożem y w yznaczyć w ielkość A:
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d F

3{ct}

d F

3{tr}

d F  r u  a dG  d F  i f  \  \  n

T ^ f e ‘ } A 3 F } - a ^ ( { < l W = 0 '

( W « l
dF

3{<r} S i (M  k )
d F  r  r j '  c)(j

W }

K„ t  dG
(12)

3 M

j ■ v  d F  j  yr dG
= 3 H

m oduł w zm ocnien ia  p lastycznego.

Obliczoną pow yżej w artość A w staw iam y do (11), następnie prędkość odkształcen ia  lep- 

ko-plastycznego z (11) oraz prędkość odkształcen ia  sprężystego z  (10) podstaw im y do (9):

[O]"1 +
1 dG

K pl a f c }
r i

T N
f i

/H
S i U o l * )

f e , ł T ’
(1 3 )

Jeżeli oznaczym y:

[Dep ]_I =  [ d ]_1 +
1 dG

K p, d { a }

dF

a{a}.
, gdzie [Dep] -  m acierz sprężysto -p lastyczna ,

otrzymamy p oszuk iw aną  form ę zw iązku konstytutyw nego:

a }  = [Dep]{£ } +  [Dep] ^ M ^ . (14)

Powyższa zależność  je s t  rozszerzeniem  znanych zw iązków  d la  sp rężysto -p lastyczności. 

Wpływ czasu na  przeb ieg  procesu je s t uw zględniony poprzez drugi człon w rów naniu (14).

i Model Borji-Kavazanjiana

Trzecia om aw iana tutaj koncepcja  u jęc ia  lepkoplastyczności po lega na  dekom pozycji od­

kształceń ca łkow itych  n a  część sprężystą, p lastyczną  (doraźną) i „ lepką” (opóźnioną), która 

opisana je s t w zorem :

W tym m odelu  przy jm uje  się, że  dw a pierw sze składniki odkształcen ia  opisane s ą  zw iązkam i 

teorii sp rężysto -p lastyczności, natom iast odkształcen ia  zw iązane z pełzaniem  opisyw ane są  

funkcjami em pirycznym i, k tóre w yn ika ją  z dopasow ania do krzyw ych uzyskanych  dośw iad­

czalnie. R ozw iązan ie  tego problem u przedstaw ili B o rja  i K avazanjin ian  [3], W  tej m etodzie
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rozw iązan ia  ja k o  m odel sprężysto -p lastyczny  został przyjęty  bardzo prosty i popularny w 

m echanice gruntów  m odel M C C . Funkcja ograniczająca dana je s t w zorem  [1]:

F ( p , q , p c ) = q 2 + M 2p ( p - p (.) = 0 ,

gdzie: p  = ^ ( a l + a 2 + a 3),  ?  =  - < r 2 )2 + ( a 2 - t r 3 )2 + (c t3

(16)

to nie­

zm ienniki naprężenia, Gi , G2 , O3 są  naprężeniam i głów nym i, a  pc -  ciśn ieniem  prekonso- 

lidacji, k tóre pe łn ią  ro lę param etru w zm ocnienia. Ponadto  znane są  inne funkcje charaktery­

styczne d la  opisu sp rężysto -p lastycznego  [1]:

praw o w zm ocnienia: Pc =  Pco exP
/  A e p '  

A -  K
(17)

praw o sprężystości: 

praw o addytyw ności:

A e e = i c l n ^ - ,
Pc 0

Ae =  A e e +  A e p .

(18)

(19)

W  pow yższych w yrażeniach e oznacza w skaźnik  porow atości, k tóry z odkształceniem  obję­

tościow ym  je s t zw iązany zależnością:

Se
Se,.

1 + e
(20)

O dkształcenie  objętościow e, ja k  i postaciow e są  n iezm iennikam i odkształcenia uzależnio­

nym i od odkształceń głów nych w  następujący  sposób:

V2
:£ , + e 2 + £ 3 , £ s =  —  [(£, - £ 2 )2 + ( £ 2 - £ 3)2 +(£3 - £ , ) 2 ].

O dkształcenia  pow odow ane przez pełzanie przyjm uje się w  postaci [3]:

y/
£ v —-------------- , £

3(1 + e) tv
—A  exp\ a A tsrU

, qf)

(21)

(2 2)

Pow yżej ą i qs  o znaczają  aktualne i graniczne naprężenie ścinające, 1//, A, a  i m  to stałe 

m ateriałow e, a  tv i ts -  w zględne czasy uzyskiw ane na podstaw ie badań w  aparacie trójo- 

sio-w ym . Sposób w yznaczania om aw ianych czasów  w zględnych podano w  [7]:

AX-k) /

t„ =

p  + -
M 2p  j

t s = e x p

f  \

1 -  m

a ■ 9 /

(23)
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5. Doświadczalne wyznaczanie funkcji materiałowych

Najczęściej stosow anym i obecnie badaniam i dośw iadczalnym i gruntów  są  testy  trójosio- 

we. W aparacie tym  m ożem y in icjow ać różne ścieżki obciążen ia  regulując ciśnienie w  kom o­

rze oraz nacisk  przekazyw any przez  tłok  z  góry. D aje to  rozkład  naprężeń pokazany  na  poniż­

szym rysunku. Ponadto  m ożem y m ierzyć ciśnienie w ody w  porach u (w  badaniach bez

drenażu). Podczas takiego badan ia  stan naprężenia  op i­

sujem y za pom ocą n iezm ienników  naprężeń (efektyw ­

nych) p ’ i q '  . Z achodzą  przy  tym  następujące zw iązki 

[1]:
a ,

7£7p

p  = ~ ( o  i + 2ct3)

p ’ = p - u

dp'  _  1 dq'

3 a ,  3 3er,

q = O , -  O3 

q '  = q (24)

= 1 t y
3 (7 ,

dg'
3 (7 ,

Rys. 3. Stan naprężenia podczas badań Stan odkształcenia podaje się za  pom ocą odkształcenia ob- 
w aparacie trójosiowym

Fig. 3. State stress in triaxial tests ję tośc iow ego  £ v oraz odkształcen ia  postaciow ego  e s

£ = £ , +  2e , =  3 te . - e 3 )-

Poniżej p rzedstaw im y sposób dośw iadczalnego w yznaczen ia  funkcji m ateriałow ych dla 

modelu D ragona-M roza . A nalogicznie do (9) w yrazim y dekom pozycję  naprężeń na część 

sprężystą i niesprężystą:

. vp

£ s = £ s  +  £ s

Funkcję ogran iczającą  oraz potencjału  podam y w  postaci:

F{ p '  , q '  , k ) = 0  , G ( p ’, q ' , K ) = 0 ,

natomiast praw o w zm ocnien ia  analogicznie do (7):

vp

K  = C ] £ V + C 2 £ s ~  g 2 ( p ' >g', k )  ,

(25)

(26)

Biorąc pod uw agę praw o zgodności (8) oraz w ykonując odpow iednie p rzekształcen ia  korzy­

stając z (24) o trzym am y [5]:
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A nalogiczn ie  do w zorów  podanych w  rozdziale 4 zapiszem y praw a sprężystości (28) (wg 

[1]) oraz p raw a plastycznego płyn ięcia  (29):

• e 1 •, 

e ' B T ; p t

1 , £.v = ------p  .
3 G /

oo

vp * 3G 
£v = A — , 

dp

• v" A 3G 
£.v =  A —— . 

dq
(29)

Pow yżej K, -  m oduł ściśliw ości, G,  -  m oduł ścinania.

W ykonując przekształcen ia  analogiczne do przeprow adzonych w rozdziale 3, po podsta­

w ieniu  do rów nania  zgodności o trzym ujem y rów nanie:

dF , dF , 3 F .
 p ' + -----q '+ -----A
3p 'y dq' ^ 3fC

C ^  +  C  ^  
op oq

d F

3  K

z którego m ożem y w yznaczyć w artość w spółczynnika A:

dF  , dF  , dF  / \ dF  , d F  ,
- ‘i + ^ - g i K P  ’ K) + ^

A 3p 3g 3)C____________ _ 3p  dq g 2[ p ’<1’K)

d F  

3 K
'c *c + c ^

' d p '  2 dq'

K pi
1 3p ' 2 3q'

(30)

a ■ r  ^ F  gdzie K C ^  +  C  ^  U 1 +  c 2 ,{ dp dq j
nazyw am y m odułem  w zm ocnienia lepkoplastycznego.

Podstaw iając pow yższe do praw  sprężystości oraz addytyw ności, analogicznie do (13) 

dostajem y poszukiw ane zw iązki konstytutyw ne:

dF  3 G }  dF  3 G

£ v  =
1 +  dP'  dP'

K , K ,
ipM P' q ' \ 8 2 (p'*<1 ,’ k )

K pl C ^  +  C ^t 'l  +  ^2  ,dp dq

£.v =

3 F  3G

1 + 3<?' W
3 G , K

3 F  3G

d p ' dq '  g 2 ( p ' , q ' , K )
\i + —  P +

Pi K , c , ^  + c 2^ '
1 dp'  2 dq'

(31)

lub po odw róceniu  [5]:
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K,

K
d F  dG  

' dp' dp'

dp' dp'  dq' dq'

? =

-lis c  dG

SFdC

K’ ^ W + 3 G ' W * K "

£ v+ G t 1 -

g 2 ( p ' , q ' , K )

C * Ł  + c  3 G ’C 1 -v , +  c 2 -y ,op oq

r i Fc)G:
' dp' dp'

K i ^  +  3 G l ^  +  K rl  
dp' dp ' dq' dq'

(32)

es,

+  G, 1-

3 F  3G 

1 dp'  dp'
d F d G  M d G

g 2 ( p ' , q ' , K )
dG

+  C-
dG

dp'  z dq'

Po w yznaczeniu interesujących nas ścieżek naprężen ia  za  p om ocą  dow olnej procedury po­

s tu k iw an ia  ekstem um  pow inniśm y znaleźć taki zestaw  param etrów , aby:

X ( V  ~ * i ) 2 = m in . (33)
¿=1

gadzie: x  -  porów nyw ana w ielkość (np. naprężenie) obliczone d la przyjętych param etrów

w yznaczanych funkcji m ateriałow ych, 

x  -  porów nyw ana w ielkość uzyskana z badań.

66. Wnioski

Po prześledzeniu podanych w  p racy  teorii łatw o zauw ażyć, że w  teorii Perzyny nie m am y 

sipełnionego w arunku zgodności, co stanow i je j uchybienie przy form ułow aniu  rów nań op i­

su jących  problem . Pozostałe dw ie teorie stanow ią  rozszerzenie znanej i często  p rzyw oły­

w anej w publikacjach teorii plastyczności. T eoria  B o rji-K avazan jiana  stanow i rozw inięcie 

bardzo  popularnego w m echanice gruntów  m odelu  C am -C lay  przez uzupełnienie rów nań o 

sk ładn ik i odkształcen ia  pełzania. Jednak  te  dodatkow e w ielkości są  przyjęte w  sposób em pi­

ryczny . D latego najbardziej spó jną  z om aw ianych tutaj m etod w ydaje się m odel D rag o n a- 

M roza, w  którym  w pływ  czasu na przeb ieg  procesu został uw zględniony  w  praw ie 

w zm ocnien ia . N a  dzień dzisiejszy  teoria  ta  została zastosow ana w m echanice skał [4], nie je s t 

znane  zastosow anie je j w  m echanice gruntów .
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A b s tra c t

In the paper there are presented three conceptions o f the description viscoplastic behaviour 

o f  the soil m edium . The first m odel created by Perzyna [6 ] assum es that the inelastic strains 

appear after exceeding  the yield condition. In  the B orja-K avazan jian  m odel [3] the constitu­

tive equations are com pleted  by the em pirical functions o f creep strains. T hat theory bases on 

M odified  C am  C lay m odel. The third viscoplastic  m odel [4] is a generalisation o f the basic 

p lasticity  theory. In this article there is show ed the equations needed by evaluating (in the 

triaxial apparatus) the values o f the m aterial constants occurred in the equations in this model.


