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FALAPRZYSPIESZENIA WE WSTEPNIE ODKSZTALCONYM
MATERIALE MURNAGHANA

Streszczenie. W niniejszej pracy rozwaza si¢ propagacje fali przyspieszenia w nieliniowo sprezystym mate-
ride Mumaghana. Na wstepie okreslono propagacje powierzchni nieciggtosci, podano warunek propagacji fali
przyspieszenia. Zatozono wstepne odksztatcenie na kierunku X 1 Obliczono tensor akustyczny i okreslono pred-
kot Uj propagacji powierzchni dla i=1,2,3. Dalej opierajac sie na wektorach jednostkowych o kierunku ampli-
tdywyznaczono sktadowe promienia akustycznego i okre$lono, ze natezenie fali pozostaje state.

ACCELERATION WAVE IN THE MURNAGHANA"S INITIALLY STRAIN
MATERIAL

Summary. The paper considers the propagation of acceleration waves in Murnaghana's nonlinear elastic
meterials. The definition of propagation of the slowness surfaces and the propagation condition of the accelera-
timwave is derived. There is assumed initially strain at X 1direction that only one component of the strain tensor
sdifferent from zero. The acoustic tensor is calculated and velocity Ui of the propagation discontinuous surface
fori=1,2,3 is introduced. Then with the aid of unitary vectors of amplitudes direction the components of acoustic
ryare determined, furthermore wave strain is constant, in this case the amplitude strength of the acceleration
wae is constant.

1Powierzchnia nieciggtosci

W ciele sprezystym ruch mozemy zapisa¢ w postaci funkcji
xi=xi(xa,t); /,a =123
gdzie X asg kartezjanskimi wspoétrzednymi w konfiguracji odniesienia BR, natomiast x ‘sg
kartezjanskimi wspétrzednymi okreslonymi w konfiguracji chwilowej B. Uktady {*'}- tzw.
przestrzenny, oraz {x “}-tzw. materialny, parametryzuja te sama przestrzen.

Podstawowg wielkoscig kinematyczna, zgodnie z [5] jest gradient deformacji x'a
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\Y% ’ dXa
Roéwnowaga dynamiczna sprezystego ciata moze by¢ wyrazona przez nastepujgce réwnanie
rézniczkowe [1]
TRaa+ pRV = pRx',, 0-3)
gdzie przecinek oznacza r6zniczkowanie czgstkowe

H - dQ . A -30 i14
dXQ,,'U, df )

TRajest tensorem naprezenia Pioli-Kirchhoffa, b' oznacza pole sit masowych, p R gestos¢
masy w konfiguracji odniesienia BR, x‘ okre$la przyspieszenie.
Tensor naprezenia rzeczywistego T'k(Cauchy’ego) mozna wyrazi¢ za pomocg tensora

nominalnego TRa (Pioli-Kirchhoffa).

Zwiagzek naprezenie - odksztatcenie [5] dla materiatu sprezystego przybiera postac

7iid do . (1.5)
T TP dxa
Tik=J-"pR— Xka= P— Xka
Rdx‘a dx‘a

Dla jednorodnego izotropowego materiatu sprezystego funkcje o opisujgca energie sprezystg

odniesiong do jednostki masy w BR mozna przedstawi¢ jako funkcje trzech niezmiennikéw

lewego tensora deformacji Cauchy-Greena B" = x'axia[3]

<7=<t(/,,12,13) (1.6)

Dla niezbyt duzych odksztatcen mozna przyjac, ze potencjat o wynosi [3]
! -if +k+att +am(r, - if —gt (2
z4 0 0

m
4

(/, - 3X/2- 3)- (/2_3)+"(7,-1)
gdzie A,p state Lamego; |,m,n state sprezystosci drugiego rzedu.
Ruchoma powierzchnia w kontinuum materialnym zgodnie z [5] okres$lona jest przez

jedno z réwnan

Xa=Xa(MK,n)\ 0-8)
a=123; K=12
t =\i/(Xa)
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gdzie M Kparametryzuje powierzchnie.

Rys. 1.1. Ruchoma powierzchnia nieciggto$ci w kontinuum
Fig. 1.1. The moving slowness surface at the continuum

Kierunek propagacji okreslimy przez Na, wersor normalny do Y ReMozna zapisa¢ zwigz-

ki [5]

_Y.a athtkr (1.9)
N, = We=— a
" »
21Y a (1.10)
NaX a.K= 0; XakK =
dM1

gdzie zgodnie z [1], \ya jest wektorem powolnosci fali.

Zachodzi réwniez tozsamos$¢ [5]

¥.aXa., =\ (1.11)

gdzie X pt jest predkos$cig punktu powierzchni , ktérego parametry M Ksag state.

Rys. 1.2. Siatka wspo6trzednych krzywoliniowych na powierzchni nieciggtosci
Fig. 1.2. The grid of curvilinear coordinates at the slowness surface

Rzut predkosci X p,, na normalng Na jest niezalezny od sposobu parametryzacji. Ozna-

czamy go przez U inazywamy predkoscig propagacji powierzchni . Mamy wiec [5]
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U=X°,Na=-rL r ; Na=Uya (U2)
y w
Skok funkcji pola na powierzchni nieciggtosci oznaczamy podwéjnym nawiasem kwe-
dratowym
(=0)-C)r O-I)

2. Fala przyspieszenia - fala stabej nieciggtosci

Rozpatrujgc ruch x'=x'(Xa,t) zaktadamy, ze funkcje x'(Xa,t); dx_ (X"
dXa

dx‘(Xa,t)

ot sg ciggle na powierzchni Z R, nieci'ag}e sg natomiast drugie i wyzsze pochodne.
Skoki drugich pochodnych funkcji x'(Xa,t) zapisujemy zgodnie z [5] w postaci
[[x',aP)] = AiNaNp 21
[[xia]ll~-UAiNa
[[x“ti\ = U 2A
gdzie A'jest amplitudg fali przyspieszenia.

Na podstawie analizy réwnania ruchu w przyjetym kartezjanskim uktadzie {X"}, przy
zatozeniu, ze gesto$¢ oraz pole sit masowych sg ciggte, otrzymujemy warunek propagacji fai
przyspieszenia [5] w konfiguracji odniesienia BR
{Qik- p RU 28ik)Ak =0 (22

gdzie tensor Qik jest tensorem akustycznym dla kierunku Na.

Q*=K*fNaNp (23>

Ze wzgledu na symetrie A(“*" = Akba tensor Qik jest réwniez tensorem symetrycznym

Q.k - Qki, istniejg wiec zawsze trzy wzajemnie ortogonalne amplitudy i trzy odpowiadajgce
im rzeczywiste kwadraty predkosci propagacji [5].

Z (2.3) wynika ze amplituda A*jest wektorem wiasnym, a iloczyn p RU 2 wartoscig wiasng

tensora akustycznego Qik. Jezeli warto$ci wiasne sg dodatnie, to istnieje rzeczywiste U i

powierzchnia nieciggtosci moze sie propagowaé. Warunek propagacji powierzchni, zgodnie z

(1.10) i(1.13), mozemy zapisa¢ w postaci [6]
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(A“V.aV/fi- PA M =0 24)

Warunek istnienia niezerowej amplitudy ma wiec postac

det(A“*V .aW,i- P A ) =0 (275)
Wwyniku rozwigzania otrzymujemy nieliniowe réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu na

funkcje yz(X “), ktére okresla potozenie powierzchni nieciggtosci.

3 Przykiad obliczeniowy

Rozwazamy jednorodng statyczng deformacje ciata $cisliwego. W ustalonych, pokrywaja-
cych sie kartezjanskich uktadach wspétrzednych { * ' deformacje te mozna opisa¢ wzo-
rami

xt=XIX"\' x2=h2X2; x2=X,Xi (3.1)

gdzie A],{2,A = const.

Gradient deformacji przy takim opisie jest niezalezny od wsp6trzednych X aiczasu t.

Lewy tensor deformacji oraz gradient wyrazajg sie nastepujgco

A2 0 0 A 0 O (3:2)
0 A2 0 ;™]=0 A O
0 0 0 0 A

Niezmienniki tensora deformacji
[,=V+V+V; A=ADA2+-AA2+AA2;, a=aA A2 (5]
Zaktadamy, ze omawiany os$rodek sprezysty poddany jest tylko rozcigganiu w jednym Kie-
runku.
A=i+f,; A=i; A=l (3-4)
Zaktadamy, ze powierzchnia nieciagto$ci propaguje sie w kierunku prostopadtym do osi X 3.
N =[N pN2,0]\ +V,=cosa; N2=sina (3.5)

Funkcje materiatowe A,/ wyznaczamy wedtug wzoru:

der Aa B8 e P (3-6)
-p* A * =iA* Pr

aV = -

dx'adxkb
Do obliczen przyjety zostat materiat sprezysty Murnaghana [3],
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Rys. 3.1. Rozcigganie na kierunku X 1dla powierzchni X R pod dowolnym katem

Fig. 3.1. The tension at the X 1direction for the X* surface in arbitrary angle

Dla wybranego kierunku propagacji powierzchni nieciggtosci (3.5) tensor akustyczny nma

postaé
Qk = ATI*IALAf, + A'k2NtN 2+ AN N2N]+ A-2k2N2N 2; ¢.6 = 1,23 @7

Wspétrzedne Qik uzyskano uwzgledniajac jedynie liniowe cztony odksztatcenia en .

Zestawienie wspétrzednych Qlk, dla i,k = 1,2

3.8
Qu = ji + (A+/t)cos2a + (2[r+ m+ A+ (3m + 2A + 4/z + 2/)cos2a)”, o
L2 = (A+ U**¥(21+m + X+ /uje,, )cosa *sina
eBB=o0
22 = (A+/t+(2/+/n+ A+ "N)e]l)cosGlsina:
622 - M+ (M +iu)sin2°!+ ("+ 2/sin2a + (/n+ 2”)cos2a)sn
283=®
A3l =0
2,2=0
n \
O3 —M3 M+ A- ?sinZa *+2u cos2a
Wspétrzedne tensora akustycznego mozna zestawi¢ w nastepujgcej macierzy:
«, On 0 (3.9
02, 02 0

0 0 o33
Predkos$ci propagacji powierzchni nieciggtosci sa wartosciami wiasnymi tensora akustyczne-

go. Dla tensora (3.9) otrzymujemy trzy predkosci:
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(3.10)
IQu+Q22+J(Qu 822) + ~Qn

1 2p*

U, =+.

lqu +622 ~V (8n -Q22)
| 2pR
u = —

p.
Po podstawieniu wspotrzednych tensora akustycznego otrzymujemy:

1 1 (3.11),

2-y [p,
nt—2(A+3p)+ 22/ +/n+ 2A+2p + 2(2/n + A+ 3p)cos~ 0:)-£jl +

W

[2A+p + (2/+ m+ A+ p)eu)f cos2a +sin2a +

+ [(A+p)cos2a + (m+ 2p +2(m + p + A)cos2a + 2/cos2a)eud

(3.11)2
uz2=L — ™
2\ [Pr
=2(A+3p)+ 22/ +m+ 2A+ 2p + 2(2/n + A+ 3p)cos200)* £]| +
[2A+p + (2/+ m+ A+ p)e,,)f cos2a esin2a +

+ [(A+ p)cos2a + (m+2p +2(m+ p + A)cos2a + 2/cos2a)el]2

(3.11)3

«@=2p+2 m+ A—ZsinZa *+2p cos2a
Wspo6trzedng wektora jednostkowego D dla predkosci U3 (tj. wektora o kierunku amplitudy

fali) obliczamy z uktadu réwnan:

Rys. 3.2. Rozktad sktadowych wektora Z)'

Fig. 3.2. The vector D “ components distribution
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) 2, s ° o0 (3.12)
Qi\ fe2-Pru™) 0 02 = o
P~ 32) D3 FDH
(d N2+ (d2)2+(d 3)2=i
Otrzymujemy rozwigzanie
D'=0; D2=0; D3==]| (3.13)

Na podstawie pracy [2] wyznaczamy sktadowe promienia akustycznego dla predkosci U

wedtug wzoru:

(3.14)
Ra y A* D‘D m=mNp

PrVv

Rys. 3.3. Rozktad sktadowych/?* dla powierzchni YjR

Fig. 3.3. The/?“ components distribution for the X« surface

Dla D' =0; D2=0; D3*0, oraz /V, i N2 mamy cztery wspbtrzedne A,/ , z czego
wartosci AA 2 i A3Y sg réwne zero. Z racji tego otrzymujemy dwie sktadowe promienia

akustycznego /?, i /?,

(3.15)
? *A37 D3D3-Ni=cosa
Prn3
. (3.16)
1?2 = — ——=A,;V *D3D3mN, ~sina
pRU

Na podstawie [2] réwnanie amplitudy fali przyspieszenia w kierunku R wyznaczymy opie-

rajac sie nawzorze:

dRM M (3.17)
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gdzie:
- pochodna przemieszczeniowa w kierunku linii pola R,

Ra- znormalizowany jednostkowy wektor styczny do promienia akustycznego,
M - amplituda fali przyspieszenia,

daptaskiego frontu fali (RapRU) | =0, zatem

(3.18)
Wazdluz dowolnego promienia powyzsze réwnanie sprowadza sie do rozwigzania

(3.19)
Zgodnie z [2] warto$¢ Q dla materiatu hipersprezystego okres$limy wedtug wzoru

(3.20)

=— F A,atPnr mDiDkDm-NaNpNr
Dla materiatu Murnaghana, oraz i,k,m =123 ; a, p,y =12 mamy osiem niezerowych skia-
dowychtensora A*Sm
Wyrazenie dla trzeciej pochodnej A.“*”",/zajmuje sporo miejsca oraz ma skomplikowang

budowe. Warto$¢ <2 jest dla wszystkich o$miu wspétrzednych Aia/ mrréwna zero. Wynika

ztego, ze natezenie fali pozostaje state M = Ma

4 Whnioski kohcowe

Z przeprowadzonej analizy numerycznej wynika, ze predkos¢ fali przyspieszenia propagu-
jacej sie w materiale Murnaghana zalezy od wstepnego odksztatcenia o$rodka. Ten sam wnio-
sk dotyczy wektora amplitudy dla fali podtuznej ijednej fali poprzecznej. Dla fali poprzecz-
rg rozpatrywanej w pracy wektor amplitudy jest taki, jak dla oSrodka nieodksztatconego.

Poréwnujac otrzymane wyniki z identycznymi wynikami dla materiatu nieodksztatconego
mozna stwierdzi¢, ze réznice w przypadku stali, aluminium, miedzi sg mate. Istniejg jednak
techniki pomiarowe pozwalajgce na rejestracje réznic w predkosciach. Jest to podstawg do
okreslenia statych materiatowych wyzszych rzedéw, jak np. w pracy Takahashi S. i Mutegi

R ,,Analysis by the Eulerian viewpoint of ultrasonic wave velocity in the uniformly deformed
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isotropic solid”, gdzie dla prostych modelowych wstepnych stanéw odksztatcenia uzyskano
nowe poprawione wyniki w stosunku do wynikéw uzyskanych przez Fukuoka H. i Toda H w

pracy ,,Preliminary experiment on acousto-elasticity for stress analysis” z 1977 roku.
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Abstract

The problem discussed in this paper run on propagation of disturbance in continuum. The
paper considers the propagation of acceleration waves in Murnaghana's nonlinear elastic
materials. The definition of propagation of the slowness surfaces and the propagation condi-
tion of the acceleration wave is derived. There is assumed initially strain at X 1direction. The
acoustic tensor is calculated and propagation surface velocity U for i=1,2,3 is introduced.
Then with the aid of unitary vectors of amplitudes direction the components of acoustic ray is
appointed, furthermore wave strain is constant. At the end of the paper numerical analysis

distribution of ray R* value for a=1,2 and velocity U for i=1,2,3 is investigated.



