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NAPRĘŻENIA DYFUZYJNE W OŚRODKU WIELOSKŁADNIKOWYM

Streszczenie. Analizowane będą naprężenia dyfuzyjne w ośrodku wieloskładnikowym, w którym dokonuje się 
identyfikacji poszczególnych składników o różnych właściwościach fizykochemicznych. Składnikami tymi mogą 
być np. szkielet, woda związana chemicznie lub fizycznie, dyfundująca ciecz lub para, media agresywne itp.

DIFFUSION STRESS IN THE MULTI-CONSTITUENT BODIES

Summary. There is presented a description of diffusion stress caused by flowing medium. This media usually 
have various structures and appear in various phases. As the migrating constituent we can assume such substances 
as moisture, various vapours, including aggressive one, etc.

1. Wprowadzenie

Typowe m ateriały  budow lane, tak ie  ja k  beton, ceram ika czy też  zapraw y należą  do katego­

rii m ateriałów  w ieloskładnikow ych o strukturze n iejednorodnej, zaś w  ich w nętrzu  sąsiadu ją  

ze sobą i w zajem nie na  siebie oddzia łu ją  fazy stałe, ciekłe i gazow e. Jeśli w szystk ie rodzaje 

tych n iejednorodności m a ją  być w zięte pod  uw agę przy  opisie procesów  fizycznych zacho­

dzących w takim  ośrodku, to  m oże okazać się, że opis taki je s t zagadnieniem  trudnym . M ożna 

jednak analizow ać pew ne przypadki szczególne zjaw isk  zakładając, że m a ją  one dom inujące 

znaczenie. Poniżej przedstaw iony zostanie taki w łaśnie przypadek szczególny zw iązany ze 

zmianą naprężeń w ośrodku pow sta łą  na  skutek przepływ u dyfuzyjnego. W przedstaw ionym  

modelu pom inięto  w pływ  efektów  cieplnych tow arzyszących procesow i.

‘ Opiekun naukow y: Prof, dr hab. inż. Jan K ubik.
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2. Model ośrodka wieloskładnikowego

O środek  w ieloskładnikow y m odelow ać m ożna na w iele  sposobów  [3]. W  niniejszej pracy 

przyjęto  do dalszych rozw ażań m odel fenom enologiczny, otrzym any na bazie formalizmu 

term odynam iki procesów  nierów now agow ych. M ateria ł budow lany będziem y tu traktować 

ja k o  je d n o ro d n ą  m ieszaninę w szystkich zaw artych w  nim  składników , czyli fazy stałej 

(szkieletu), ciekłej oraz gazow ej. K orzystając z podejścia term odynam icznego i teorii miesza­

nin, rozw ażano przepływ y m asy, pędu i energii w  poszczególnych punktach ośrodka. Przyję­

to , że każda cząstka (w  sensie fenom enologicznym ) X  i ośrodka składa się z n  oddziałują­

cych ze so b ą  elem entów  o różnych gęstościach p a ( a  =  0 ,l,...n ), prędkościach v “ , energiach

w ew nętrznych i / “ , entropii 5 “ . Specyfika om aw ianych przepływ ów  w ym aga wyróżnienia 

w śród składników  szkieletu, w zględem  którego następu ją  przepływ y, co prow adzi do opisu 

term odynam icznego z w yróżnionym  składnikiem  [2],

P rzyjęty  m odel ośrodka w  układzie w spółrzędnych kartezjańskich x i przedstaw ia poniższy 

rysunek.

Rys. 1. Ośrodek wieloskładnikowy 
F ig.l. Multi-constituent body

N a rysunku 1 w ielkości v“ , a  = 0,1,2,...,« oznaczają  prędkości poszczególnych składników 

elem entu  X i , wk je s t p rędkością  barycentryczną (środka m asy), w yrażoną zależnością

(2.1)
P a

w której p “ i p  o znaczają  odpow iednio  gęstość składnika a  i całkow itą  gęstość ośrodka. 

W pow yższym  m odelu wk je s t prędkością  w ypadkow ą w szystkich składników  ośrodka. Jeżeli 

przez «“ oznaczym y prędkość dyfuzyjną, a przez j f  strum ień masy, to  ruch w każdym  punk­

cie w  ośrodku m ożna schem atycznie opisać tak, ja k  to  pokazano na  rysunku 2.
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Rys. 2. Opis ruchu ośrodka
Fig. 2. Description of body movent

3. Bilanse parcjalne ośrodka wieloskładnikowego

W przedstaw ionym  układzie w inny być spełnione rów nania  b ilansów  parcjalnych ośrodka, 

a następnie, na ich podstaw ie, będzie m ożna przejść do ich postaci globalnych.

3.1. B ilans m asy

Z zasady zachow ana m asy w ynika, że  m asa w ydzielonej ob jętości ciała  V  nie ulega zm ia­

nie, czyli

W e w zorze tym  p /?“ oznacza człony źródłow e, zaś w skaźnik  po przecinku k  w skazuje na 

różniczkowanie w zględem  w spółrzędnej X k . Po zsum ow aniu lew ych i praw ych stron rów na­

nia (3.1) po w szystk ich  składnikach a  ośrodka i po uw zględnieniu zw iązku (2.1) otrzym am y

3.2. B ilans pędu

W ośrodku w ieloskładnikow ym  dla każdego składnika zachodzi klasyczny bilans pędu, 

uzupełniony o przekaz pędu od pozostałych składników  [2]

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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w którym  O "  =  ^ t p f1 oznacza gęstość źródeł pędu w  składniku a ,  czyli przekaz pędu od
P

pozostałych składników  fi do składnika a , F “ oznacza siłę m asow ą, a P “ siłę powierzch­

n iow ą dzia ła jącą  na składnik a .

Po odpow iednich  przekształceniach i po w ykorzystaniu bilansu m asy całej mieszaniny

(3.2) otrzym am y rów nanie ruchu całego ośrodka

P^jr = PFi+<Jij.j-'L(pC'u?uC!)j-  (3'4)dt „ ■>

O statni człon w (3.4) określany je s t jako  tzw . tensor ciśnień dyfuzyjnych i do dalszych 

rozw ażań, ze w zględu na m ały w pływ  «, (a tym  sam ym  jego  iloczynu) na przebieg procesu, 

m ożna przyjąć, że je s t on rów ny zero, por. [1].

3.3. B ilans energii i n ierów ność w zrostu  entropii

W  przypadku gdy w bilansach uw zględnim y jedyn ie  energ ią  m echaniczną ośrodka, to za­

sadę zachow ania energii m ożna otrzym ać np. z rów nań ruchu Eulera. R ealizujem y to mnożąc 

te rów nania  przez prędkość w, i w ykonując całkow anie po objętości w  chw ili t.

Po przekształceniach otrzym am y

{ Pi W,dA + J pFi w,dV = \ a ijd iJd V + ^ - f p ^ d V ,  (3.5)
a v v d t  v 2

gdzie d tj oznacza tensor prędkości odkształceń.

P ierw sze dw ie całki lewej strony rów nania (3.5) ok reślają  m oc sił zew nętrznych, trzecia,

w ystępująca po praw ej stronie tego rów nania, określa m oc m echaniczną, zaś ostatnia zmianę

energii kinetycznej. M oc m echaniczna defin iow ana je s t jako  pochodna po czasie energii we­

w nętrznej .

j t i p U  = \ o „ d iJd V .  (3.6)
V  V

W  analizow anym  przypadku, oprócz energii m echanicznej, należy uw zględnić również 

energię chem iczną procesu dyfuzji. Po uw zględnieniu pierw szej zasady termodynamiki 

otrzym am y bilans energii w  ośrodku w ieloskładnikow ym  [1]
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Z ± j p*fp«+K*)tv =
n va  V (3.7)

W w yrażeniu tym  E a je s t elem entem  dodatkow ym  opisującym  redystrybucję energii m ię­

dzy składnikami [1], U a energ ią  w ew nętrzną w łaśc iw ą (czyli odn iesioną  do składnika a ) ,  

K“ energią k ine tyczną  w łaściw ą, natom iast elem ent p “ je s t  zw iązany z produkcją  energii 

wewnętrznej p rzez  źród ła  ciepła. W prow adzając po lewej stronie rów nania  (3.7) pochodną 

względem czasu pod całkę, w ykorzystu jąc następnie w zór G reena i sum ując po w szystkich 

składnikach o trzym ujem y

w którym p°  określa  ciśnienie hydrostatyczne.

W ystępujący w pow yższym  rów naniu człon oznaczony sym bolem  M  m ożna zinterpretow ać 

na podstawie lokalnego sform ułow ania II zasady term odynam iki, zgodnie z k tó rą  d la  zjaw isk 

nieodwracalnych produkcja  entropii w ew nętrznej je s t  zaw sze dodatnia:

Na tej podstaw ie w prow adza się pojęcie tzw . funkcji dyssypatyw nej, definiow anej jako  

iloczyn w ydajności źród ła  entropii i tem peratury  bezw zględnej, czyli

w której t oznacza czas, a T  - tem peraturę.

Sform ułow anie pow yższe opisuje nam  pojedynczy czynnik  w yw ołujący produkcję entropii. 

W ośrodku w ieloskładnikow ym  w ystępuje w iele  takich  bodźców , stąd też  m ożna je  zapisać 

jako ich sum ę [4]

(3.8)

dV

M

dSw > 0 . (3.9)

dt
(3.10)

f' = £ r r > o . (3.11)
a
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W ielkości X a ok reśla ją  tu  uogólnione bodźce term odynam iczne, natom iast ./“ przedsta­

w ia uogólnione przepływ y będące skutkiem  działania tych bodźców . Z godnie z tym i założe­

niam i M  należy rozum ieć jak o  potencjał chem iczny składnika a  w yw ołujący strumień masy 

j “ . Po przekształceniach otrzym am y ostatecznie

P ^  = Pr ~9U  + V *  + I  -  I  PaR“M a  -  I  ™dt a dt a a

O statn ie trzy człony, czyli część zw iązana z  przepływ em  masy, odpow iadają  za zmianę 

energii w ew nętrznej spow odow aną zm ianą stężeń składników  oraz źródeł ciepła, a  także okre­

śla ją  je j w pływ  na zm ianę strum ienia m asy j " .

N ierów ność w zrostu entropii otrzym ujem y w rozw ażanym  przypadku w ykorzystując nie­

rów ność C lausiusa-D uhem a k tóra zakłada, że szybkość zm ian całkow itej entropii S jest 

m niejsza n iż sum a strum ienia entropii przez pow ierzchnię ośrodka i objętościow a produkcja 

entropii w  ośrodku. N ierów ność ta  m a postać

—  > f  ̂ - d V - \ ^ - d A ,  (3.13)
dt \ t  [ t

gdzie: —  =  —  i ps dV  , p s - gęstość entropii. 
dt d t }v

D opływ  entropii do ośrodka z jeg o  otoczenia (druga całka) następuje w efekcie: a) działa­

nia konw ekcyjnego przepływ u entropii, przenoszonego w raz z m akroskopow ym  ruchem całej 

substancji oraz b) w ypadkow ego przepływ u entropii w yw ołanego dyfuzją  poszczególnych 

składników . D opływ  ten m oże m ieć w artość d o d a tn ią  u je m n ą  lub w szczególnym  przypadku 

być rów ny zero.

W  przypadku ciała w ieloskładnikow ego nierów ność (3 .13) m a postać

¡ \ p ^  + l ( p au?sal
V  _ o

Po przekształceniach otrzym am y

P ^ r T + T ' L ( p aUi 'Sa ) l - { p r -  qu )+ > 0 .  (3.15)
dt a l

dV> dA . (3.14)
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4. Nierówność rezydualna

Nierówność rezydualną otrzym am y z b ilansów  masy, pędu, energii i n ierów ności w zrostu 

entropii. W ystępuje w  niej zm iana energii w ew nętrznej oraz zm iany natury  m echanicznej i 

niemechanicznej, z tym  że zm iana energii w ew nętrznej w yw ołana je s t zm ianą  entropii i od ­

kształceń. Jest to sy tuacja  n iekorzystna, gdyż zm iana entropii je s t trudna do zm ierzenia. N ie­

równość tę m ożna zm odyfikow ać, w iążąc j ą  z energ ią  sw obodną, zw aną też  potencjałem  te r­

modynamicznym H elm holtza, w  postaci

pA = pU  -  pST  (4.1)

Potencjał ten je s t odpow iednikiem  potencjału  G ibbsa w  w arunkach izoterm icznych i izo- 

chorycznych, czyli d la  T  =  const  i V  =  c o n s t .

Różniczkując (4 .1) po czasie otrzym am y

pA =  p U  -  pŚT  -  p s t . (4.2)

Po podstaw ieniu (4.2) do nierów ności w zrostu entropii (3 .15) i pom inięciu , zgodnie z  zało­

żeniami, członu tem peraturow ego, otrzym am y

p ^r + +  l p a^ r M a- l  paRaM° ~ I  j°M °> * 0 • (4 -3)
Clt a a d t  a  a

5. Równania konstytutywne

Aby pełniej określić  rów nania  konsty tu tyw ne w  przypadku ciała w ieloskładnikow ego, nie­

zbędne je s t w prow adzenie tzw . param etru w ew nętrznego. Param etr taki op isu je  w ew nętrzne, 

nieodwracalne zm iany struktury ośrodka i nie w ystępuje w  nierów ności rezydualnej. P rzy j­

miemy ponadto, że energia w ew nętrzna je s t  funkcją  odkształceń, stężeń i param etrów  w e­

wnętrznych (skalarnych), zw iązanych z odkształceniam i za leżnością  lin iow ą [2]

r = s “ć , .  (5 .D

Energię w ew nętrzną przyjm ujem y zatem  w postaci

pA =  X p “ A(% C “ , r ) .  (5.2)
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Po zróżniczkow aniu  pow yższej nierów ności w zględem  czasu, a  następnie podstawieniu te­

go w yniku do nierów ności (4.3) przy uw zględnieniu (5.1) otrzym am y

a „a ĆM g ÓA a

a < W “' « V 3C ) (5.3)

5.1. N aprężenia w sk ładniku a

W  określonych w arunkach m ożem y z zależności (4.5) uzyskać rów nanie konstytutywne 

op isu jące naprężenia  w składniku a  : a) w yw ołane przepływ am i dyfuzyjnym i, a także b) za­

leżność defin iu jącą  potencjał chem iczny. N aprężenie w yrażone je s t pon iższą  zależnością

8A „ dA
9 e , P 3 ^+ (5-4)

P rzyjm ując w  (5 .4) oznaczenie

otrzym ujem y

P “ ~  =  o r a z  Pa^ B“ = T “ ’ ( 5 ’4 a )

a “ =(T?+ t“ . (5.4b)

W zależnościach pow yższych elem ent <7° interpretow ać należy jak o  naprężenie uśrednione 

po w szystk ich  składnikach, natom iast e lem ent t ?  traktow ać należy jak o  odchyłkę (zmianę) 

naprężeń w yw ołaną zm ianam i w ew nętrznym i, zależną od cech indyw idualnych składnika a .

6. Uwagi końcowe

W  przedstaw ionej pracy zaproponow ano opis zjaw isk  tow arzyszących dyfuzji w  ośrodku 

porow atym . Z e w zględu na złożoność procesu konieczne stało się w prow adzenie wielu 

uproszczeń. W  prezentow anym  m odelu zastosow ano param etr opisujący w ew nętrzne odzia- 

ływ ania m iedzy składnikam i ośrodka. Podstaw ow ym  problem  je s t określenie ilościow e warto­

ści tego  param etru, co w iąże się z opracow aniem  odpow iedniego m odelu eksperymentalnego. 

N ie m niej złożone je s t  zagadnienie w yznaczenia składow ych tensora 6 “ .
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Abstract

There is p resented  a descrip tion  o f d iffusion stress caused by flow ing m edium . T his m edia 

usually have various structures and appear in  various phases. A s the m igrating  constituen t we 

can assume such substances as m oisture, various vapours, including aggressive one, etc.


